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9 Projektivní prostor a zobrazení

Cíle cvi£ení a DU:

� Nau£it se pracovat v projektivních prostorech a pouºívat homogenní sou°adnice.

� Seznámit se s kone£nými projektivními rovinami.

� Nau£it se pracovat s projektivními transformacemi.

� Studovat projektivní kuºelose£ky a polaritu.

P°íklady:

Úloha 9.1 (Reálná rovina). Uvaºujme projektivní rovinu P2 = P(R3) a v ní body A =
(1, 2, 3), B = (3, 2, 1), C = (1, 1, 1).

a) Ukaºte, ºe tyto body leºí na projektivní p°ímce, najd¥te její parametrizaci a duální
homogenní sou°adnice.

b) Nalezn¥te pr·se£ík D p°ímky
←→
AB s p°ímkou (1, 2,−5)∗ a vypo£ítejte dvojpom¥r µ =

(A,B,C,D).

c) Vypo£ítejte dvojpom¥r pro r·zné permutace, nap°. (A,B,D,C), (B,A,C,D), (C,B,A,D)
a zamyslete se jak výsledky souvisejí s µ.

d) Na p°ímce
←→
AB nalezn¥te bod E tak, aby (A,B,C,E) = −1 (a tedy body tvo°ily har-

monickou £tve°ici).

�e²ení.

a) Parametrizace
←→
AB: nap°. t1(1, 2, 3) + t2(3, 2, 1). Duální sou°adnice

←→
AB = (1,−2, 1)∗.

b) D = (4, 3, 2), µ = 1
5
.

c)

d) E = (1, 0,−1).

Úloha 9.2 (Kone£né geometrie). Studujme projektivní roviny P2 = P(Z3
p), kde p je pevn¥

zvolené prvo£íslo.
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a) Ov¥°te, ºe následující obrázek tak zvané Fanovy roviny (Fano plane) popisuje v²echny
body a p°ímky v rovin¥ P(Z3

2). Spo£ítejte duální homogenní sou°adnice v²ech sedmi
p°ímek.

b) Nakreslete v²echny body a p°ímky projektivní roviny P(Z3
3).

c) Ur£ete kolik má bod· a kolik p°ímek projektivní rovina P(Z3
p). Kolik na kaºdé p°ímce

leºí bod· a kolik p°ímek prochází kaºdým bodem?

d) Uvaºujme projektivní rovinu P(Z3
5) a v ní dva body A = (1, 2, 3) a B = (3, 1, 2). Vypi²te

v²echny body, které leºí na p°ímce
←→
AB. Nalezn¥te její pr·se£ík s p°ímkou p = (1, 1, 0)∗.

�e²ení.

a)

b)

c) Celkem má rovina p2 + p + 1 bod· a stejný po£et p°ímek. Na kaºdé p°ímce leºí p + 1
bod· a kaºdým bodem prochází p+ 1 p°ímek.

d)
←→
AB = {(1, 2, 3), (4, 3, 0), (2, 4, 2), (0, 0, 4), (3, 1, 1), (3, 1, 2)}. Pr·se£ík je (0, 0, 4). Sou°ad-
nice bod· jsou homogenní (aº na násobek £íslem ze Z5).

Úloha 9.3 (Projektivní transformace). Nalezn¥te projektivní transformaci F p°ímky P1 =
P(R2) na sebe, která spl¬uje

F (1, 0) = (1, 3), F (2, 3) = (4, 9), F (2, 1) = (2, 5).

Hint: sou°adnice fungují aº na násobek.

�e²ení. Zobrazení je v homogenních sou°adnicích dáno maticí(
1 2
3 4

)
(a jejím libovolným násobkem).
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Úloha 9.4 (Projektivní transformace). Nalezn¥te projektivní transformaci F roviny P2 =
P(R3) na sebe, která spl¬uje

F (1, 0, 0) = (1, 0, 2), F (0, 1, 0) = (0, 1,−1), F (0, 0, 1) = (1, 1, 2), F (2, 1, 1) = (8, 1, 17).

�e²ení. Zobrazení je v homogenních sou°adnicích dáno maticí 3 0 2
0 −1 2
6 1 4


(a jejím libovolným násobkem).

Úloha 9.5. V reálné projektivní rovin¥ P2 = P(R3) je dána mnoºina rovnicí v kanonických
homogenních sou°adnicích

Q : 5x2
1 + 2x1x2 + x2

2 − 5x2
3 = 0.

Ukaºte, ºe Q je regulární kuºelose£ka a nalezn¥te k ní te£nu v jejím bod¥ (2, 0, 2). Nalezn¥te
projektivní transformaci, která zobrazuje kanonickou kuºelose£ku K : x2

1 + x2
2 − x2

3 = 0 na
Q.

�e²ení. Matice kvadratické formy

B =

 5 1 0
1 1 0
0 0 −5


má signaturu (2, 1, 0). Rovnice te£ny je 5x1+x2−5x3 = 0, její duální sou°adnice tedy jsou
(5, 1,−5)∗. Projektivních transformací je více, nap°íklad ta daná maticí

P =

 0 1
2

0
1 −1

2
0

0 0 1√
5

 .

Musí platit P T .B.P =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

.

Úloha 9.6. V reálné projektivní rovin¥ P2 = P(R3) je dána kuºelose£ka rovnicí v kanonic-
kých homogenních sou°adnicích

Q : 2x2
1 − 4x1x2 + x2

2 − 2x1x3 + 6x2x3 − 3x2
3 = 0.

a) Ukaºte, ºe se jedná o regulární reálnou kuºelose£ku.

b) Nalezn¥te poláru pX k bodu X = (3, 4, 1) .
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c) Nalezn¥te te£ny ke Q procházející bodem X.

d) Ukaºte, ºe bod X leºí na p°ímce r = (1, 1,−7)∗. Vypo£t¥te Y = r ∩ pX a oba pr·se£íky
r ∩Q, které si ozna£te A, B.

e) Ukaºte, ºe (X, Y,A,B) tvo°í harmonickou £tve°ici.

�e²ení.

a) Signatura matice

 2 −2 −1
−2 1 3
−1 3 −3

 je (2, 1, 0). Jen tak mimochodem (1, 2, 0) by nám

taky vyhovovalo protoºe bychom si místo B vzali −B, které de�nuje stejnou kuºelo-
se£ku.

b) pX = (−3, 1, 6)∗

c) Jde o p°ímky 7x1 − 2x2 − 13x3 = 0, x1 − 3x3 = 0.

d) Y = (13, 15, 4), A = (4, 3, 1), B = (22, 27, 7).

e)

Úloha 9.7. V reálném projektivním prostoru P3 = P(R4) je dána kvadrika rovnicí v
kanonických homogenních sou°adnicích

2x2
1 + 4x2x1 − 2x3x1 + 3x2

2 − 2x2
4 − 2x2x3 − 2x2x4 − 2x3x4 = 0.

Ov¥°te, ºe tato kvadrika je regulární a rozhodn¥te, zda-li je p°ímková £i nikoliv. Nalezn¥te
te£nou rovinu v jejím bod¥ (3,−2, 2,−1). Nalezn¥te pr·nik této te£né roviny s kvadrikou.

�e²ení. Jedná se o regulární p°ímkovou kvadriku. Te£ná rovina má rovnici x2 − 2x4 = 0
a tedy duální sou°adnice (0, 1, 0,−2)∗. Pr·nik je sjednocení dvou p°ímek, které je moºno
homogenn¥ parametrizovat nap°íklad jako

p1 : t1(3,−2, 2,−1) + t2(−3, 2, 1, 1)
p2 : t1(3,−2, 2,−1) + t2(1, 2, 2, 1)

Úloha 9.8 (Desarguesova v¥ta). V projektivní reálné rovin¥ P2 = P(R3) m¥jme ²est r·z-
ných bod· A,B,C,A′, B′, C ′ p°i£emº

←→
AA′,

←−→
BB′,

←−→
CC ′ se protínají v jednom bod¥. Dokaºte,

ºe pakbody
D :=

←→
AB ∩

←−→
A′B′, E :=

←→
AC ∩

←−→
A′C ′, F :=

←→
BC ∩

←−→
B′C ′

leºí na p°ímce.
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P°im¥°en¥ si lámejte hlavu nad tím, ºe pokud tento obrázek interpretujeme jako zobrazení
prostorové situace, kdy máme dva (ºluté) °ezy jehlanu rovinami, pak p°ímka DEF je
pr·se£nicí t¥chto rovin a kolinearita bod· D,E, F je z°ejmá.
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