Definice 3.31. Pro trojihelnik ABC v R? definujeme jeho orientovany obsah jako

Sape = %det(B —AlC - A)= Yk (sl a9

Véta 3.32. Je-li f afinita v R? tvaru f(X) =[AX + p.pak = lou )
SifB)fc) = (det A)Sapc. <
Afinity v roviné tedy zachovdvaji poméry obsahii. % -
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Véta 3.33. Necht', Z = (A, B, C) tvoii barycentrickou soustavu soufadnic v R? a P, ), R jsou
libovolné body R~. Pak plati

1. Body P, @, R lezi na piimce pravé tehdy kdyZ det([P]£|[Q]z|[R]z) = 0.
;-\ —
2. Obecndji platf Spor = det([P]4][Q]2|[R]2)Sasc-
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Priklad 3.34. V libovolném trojuihelniku ABC' ved’'me z kazdého vrcholu spojnici do (vhodné)
tietiny protilehlé strany. Priseciky téchto spojnic ozna¢me P, (), R. Dokazte, Ze obsah trojthel-
niku PQ R je jedna sedmina obsahu ABC'.
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Véta 3.35 (Cevova véta). Méjme trojihelnik ABC' a bod X, ktery nelezi na zadné ze stran
trojuhelnika (ani po prodlouzeni do piimek). Predpokladejme, Ze existuji priseciky P = AX N
BC,QQ =BXNCAaR=CXnNAB. Pak plati
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Véta 3.36 (Menelaova véta). Méjme trojihelnik ABC' a pfimku p, ktera neprochazi Zadnym
z vrcholll a neni rovnobézna se zadnou se stran. OznaCme si P = pN BC, Q = pNCA a

R = pN AB. Pak plati

AR BP CQ _

RB PC QA
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Definice 4.1. M&me vektorovy prostor V"1 dimenze (n + 1) nad t€lesem 7. MnoZinu vSech
1-dimenziondlnich podprostori V' nazveme projektivnim prostorem dimenze n nad télesem 7" a
oznacujeme ho P(V"*1) nebo zkricené jen P":

P* =P(V") = {LO{v} : v € V" v # 0}.

Prvky této mnoziny nazyvame projektivni body a odpovidajici vektory v jejich vektorové za-
stupce. Zjevné, jestlize v je vektorovym zastupcem X, pak pro libovelné 0 # A € T jei \v
vektorovym zastupcem X.
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Definice 4.2. M¢jme vektorovy prostor V' dimenze n+1 nad télesem 7" a odpovidajici projektivni
prostor P,,. Libovolnou bazi (v, ... v, 1) nazveme soustavou projektivnich souradnic prostoru
[P,,. Soufadnicemi bodu X € P, pak rozumime usporddanou n + 1-tici skalart (cq,...cC,41)
takovou, Ze

= LD (L@}
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Tyto soufadnice jsou dany az na nasobek, protoze pro libovolné 0 # A € T zjevné (cq, ... Cpy1)
a (Acq, ... Acpyq) uruji stejny projektivni bod X. Proto se témto soufadnicim nékdy fika ho-
mogenni a zjevné vzdy alespon jedno ¢; musi byt nenulové. Konecné pro libovolné 0 # p € T
zjevné baze (vq,...V,1) a (uvy, . .. uv,41) urCuji stejny systém projektivnich soutadnic.
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Definice 4.3. Podmnozinu P* C P" nazveme projektivnim podprostorem dimenze k, jestlize
existuje vektorovy podprostor V**1 < 1"+ dimenze (k + 1) tak, Ze

P* = {LO{v}:v € VF v £ 0}

Projektivni (pod)prostor dimenze 0 nazyvame bod, (pod)prostor dimenze 1 pfimka, (pod)prostor

dimenze 2 rovina a podprostor maximalni dimenze (n — 1) nadrovina. Rekneme, Ze bod LO@

leZi v podprostoru Pk jestlize LO{w} < V*+L, o 3 e
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Definice 4.4. Jestlize P(V**1) je podprostor P(V"*1) a (wy, ..., wy ) n&jakd baze V**!, pak
Ize kazdy bod X € P(V**1) vyjadfit jako

k+1

i=1

Tomuto vyjadreni fikdme parametrické vyjddreni podprostoru. Pro libovolné 0 # \ € T zjevné
(t1,...tkr1) @ (Aty, ... Ayyq) uruji stejny projektivni bod X.
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Definice 4.5. Mé&jme projektivni prostor P = P(X]{f';“) nad télesem 7'. Kazda nadrovina P"~! C

P" mize byt popsdna pomoci nenulové lin%ﬁ;@j/e prvkem dudlniho prostoru formy ¢ €
‘/*n—i—l:

Pt ={LO{v}:v € V,;“,E(v) =0,v # 0}.

Toto vyjadreni nazyvame rovnicové vyjadieni nadroviny. Navic, pro libovolné 0 # A\ € T" popi-
suje A/ tutéz nadrovinu. Soufadnice linearni formy oznacujeme jako fadky s hvézdickou.
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Priklad 4.6 (Vypolty v projektini roving.). V projektivni roviné P? = P(R?) kazdymi dvéma
ruznymi body prochdzi pravé jedna piimka a kazdé dvé rizné piimky se protnou v jednom bodé.
M&jme zaddny body A = (1,2,3), B = (1,0, —1), C(0,1,1), D(5,2,1). UrCete bod AB N CD.
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Definice a lemma 4.7. Méjme v projektivnim prostoru P nad té€lesem 7' Ctyfi navzdjem z(zné
body A, B, C, D, které lezi na jedné projektivni piimce. Necht’ a, b, c, d jsou jejich vektorovi
zastupci a necht’ plati

~ CO s =
ey 1§ O I c = aja+fib Q.Y @7 w0
d = asa+ b. TP 34"%'*’4
Pak definuji dvojpomér usporadané Ctvetice bodu WA o~ 2’-1". f\_‘ b
a
(A,B,C, D) = Ojg; eT,
kteryZto vyraz nezavisi na volbé vektorovych zastupcu. Jestlize (A, B, C, D) = —1 fekneme, Ze

usporadana Ctvetice boda tvoii harmonickou ctverici.
Poznamka 4.8. Pro permutace poradi bodi plati rovnosti
(B,A,C,D) = (A,B,D,C) = (A,B,C,D)™"
(A,C,B,D)=(D,B,C;A)=1-(A,B,C,D)

Definice 4.9. M&jme projektivni prostor P(V"*1) nad télesem 7' a kvadratickou formu ¢ na

V1 Neprdzdnou mnoZinu

Q= {LO{v} :v e V¥ q(v) =0,v # 0} Cc P(V")

nazveme projektivni kvadrikou. Tuto kvadriku nazyvame regularni, jestlize je forma g regulérni,

tedy m4 hodnost n + 1. Kvadriky v projektivni roviné nazyvame téZ kuzelosecky.

Definice 4.10. M&jme projektivni prostor P(V"*1) nad t€lesem 7" a v ném kvadriku @) danou
kvadratickou formou ¢ a necht’ b je pfislusnd symetricka bilinearni forma, tedy ¢(v) = b(v, v).

Rekneme, Ze dva body X = LO(v), Y = LO(w) jsou poldrné sdruzené, jestlize b(v, w) =
< ———

0.

Lemma 4.11 (O polarit€). M&jme projektivni prostor P(V"*1) nad télesem 7" a v ném reguldrni

kvadriku Q). Pak

1. Body sdruZené s libovolnym bodem X € P(V"!) tvoii nadrovinu, kterou nazveme poldra

k X a oznalime py.
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Definice 4.12. Mé&jme dva projektivni prostory P™ = P(V*1) a P* = P(V""!) nad stejnym
télesem 7" a néjakou podmnozinu A C P™. O zobrazeni

F:A—-P"

fekneme, Ze je projektivni, jestlize existuje linedrni zobrazeni ' : V™! — V! tak, Ze pro
kazdé v € V™! takové, 7ze LO{v} € A plati

F(LO{v}) = LO{F(v)}.



