Véta 5.11. Elipsa a hyperbola maji stfed, parabola stied nemd. Hyperbola ma dvé rizné asymptoty,
parabola ani elipsa asymptoty nemaji. Pro elipsu jsou vZdy dva rizné sméry po dvou sdruzené.
Pro hyperbolu jsou sméry asymptot sdruzené vzdy samy se sebou a ostatni sméry jsou po dvou
sdruzené. Pro parabolu existuje jeden smér (jeji nevlastni bod), ktery je sdruZen sdm se sebou 1
se vSemi ostatnimi sméry.

Diikaz. Necht’ () je ddna symetrickou matici B = (b;;). Parametrické vyjadieni nevlastni pfimky
je (s,t,0), jestlize ho dosadime do rovnice kuZelosecky, dostaneme homogenni kvadratickou
rovnici v s, t

b1182 + 2b128t + b22t2 = 0,

ktera m4 0, 1 nebo 2 reSeni (aZ na nasobek) a tedy kuzelosecka mé odpovidajici pocet nevlastnich
bodi. O tom ktery z téchto ptipadil nastane pfitom rozhoduje signum diskriminantu
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biy — birbay = —

Nyni studujme, kdy je polarou néjakého nevlastniho bodu nevlastni piimka (0, 0, 1)*. Nastane
to jisté¢ v parabolickém piipadé€, kdy snadno vidime, Ze nevlastni piimka je bud’ poldarou bodu
(b12, b11,0), nebo (v ptipadé Ze b, = by; = 0) bodu (1,0, 0).

Predpoklddejme naopak, Ze polarou néjakého (s, ,0) je nevlastni piimka (0, 0, 1)*. Pak jisté
plati

(s,t,0)- B =(0,0,\),

kde A # 0. Vzhledem k symetrii matice B z toho vyplyva

bin b2 —t? st
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kde ;1 € R* a tedy jsme v parabolickém pfipadé, pricemz (s,t,0) je dvojnasobnym bodem
paraboly. Ve vSech ostatnich piipadech je polara nevlastniho bodu vlastni pifimkou.

Vidime tedy, Ze pol nevlastni piimky je vlastni v pfipadé elipsy a hyperboly, které tedy maji
stred. V pripadé€ paraboly je tento pdl nevlastni a tedy parabola stred nema.

Okamzité také dostdvame tvrzeni o asymptotédch, které jsou definovany jako vlastni teCny v
nevlastnim dobé. Elipsa Zddné nevlastni body nemd. Parabola ma jeden nevlastni bod, ale jeho
poldra (te¢na) je nevlastni. Hyperbola ma dva nevlastni body a jejich poléry jsou vlastni, tedy
jsou to teCny a asymptoty.



Definice 5.12 (Eukleidovské pojmy pro kuZelosecky). V projektivné rozsiiené roviné R? s ka-
nonickym skaldrnim sou¢inem méjme regularni kuZelosecku (). Smér (nevlastni bod) nazyvame
hlavni, jestliZze existuje smér sdruzeny, ktery je na néj kolmy. Osu kuzeloseCky definujeme jako
polédru hlavniho sméru, pokud tato polara neni nevlastni ptimkou. Vrcholy kuZelosecky definu-
jeme jako vlastni prise¢iky os s kuzelosetkou. Usecka spojujici stied a vrchol se nazyva poloosa.

Véta 5.13 (Bez dikazu). Pro kruznici je kazdy bod jejim vrcholem. Elipsa, kterd neni zaroven
kruznici ma Ctyfi vrcholy a dvé vzdjemné kolmé osy, které prochdzeji sttedem. Hyperbola ma
dva vrcholy a dvé vzdjemné kolmé osy, které prochdzeji sttedem. Parabola md jeden vrchol a
jednu osu, kterd prochazi vrcholem a nevlastnim bodem paraboly. Te¢na ke kuZelosecce v jejim
vrcholu ma vzdy hlavni smér.

Véta 5.14. V projektivné rozsitené roviné 32 uvazujme rizné body A, B, C, D lezici na jedné
pfimce. Pak pro dvojpoméry a délici poméry plati

1. JestliZe jsou vSechny tyto body vlastni, pak

AC
= AC BD
A B,C,D)= <5 = . .
(4,8,C, D) % CB DA
2. Jestlize D je nevlastni,pak
A
(A,B,C, D) e —C—g
e, |

3. Specialné, pokud je (A, B, C, D) harmonicka Ctvefice a bod D je nevlastni, pak C je stie-
dem AB. -
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Lemma 5.15 (Obahjoba definice te¢ny). Necht’ () je regularni projektivni kuzeloseCka v redlné
projektivni roviné a X € () jeji bod. Pak te¢na px ma s ) v bodé X dvojndsobny prisecik. Jiny
prusecik tedy s () mit nemuze.
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Lemma 5.16. V projektivni roviné P(R?) m&me regularni kuzeloseCku Q). Necht' piimka p
protind () ve dvou riznych bodech A, B. Necht' C' € prizné od A, B anecht D € p je polarné
sdruzen s C'. Pak (A, B, C, D) tvofi harmonickou Ctvefici.
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Véta 5.17. Necht’ piimka p prochazi sttedem S kuzelosecCky () (elipsy nebo hyperboly) a pro-
tind kuzelosecku ve dvou riznych bodech A, B. Pak S je stfedem usecky AB. Te¢ny ke () v
bodech A, B jsou rovnobézné a maji smér sdruzeny se smérem p. Jestlize ma piimka se smérem
sdruZenym k p s kuZeloseckou () dva pruseciky X, Y, pak pfimka p puli dsecku XY'.




Véta 5.18. Necht’ vlastni pfimka p prochdzi jedinym nevlastnim bodem X paraboly a protina ji
v dal$im (vlastnim) bod€ Y. Necht' pfimka rovnobézna s teCnou v bod€ Y protind parabolu ve
dvou bodech A, B. Pak piimka p puli useCku AB.

Dukaz. Podobné jako v diikazu véty 5.17 prochdzi te¢na pélem P piimky p a ze stejnych divodu
pfimka p puli té€tivy rovnobézné s touto te¢nou.

Véta 5.19. Uvazujme kanonicky projektivné rozsifeny afinni prostor 7. Projektivni transfor-
mace uvazovand na vlastnich bodech maji tvar linedrnich lomenych zobrazeni. Afinity tvofi pod-
grupu projektivnich transformaci a jsou to pravé ta zobrazeni, které vlastni body zobrazuji na
vlastni body a nevlastni body na nevlastni body.

Vv /s

Dikaz. Vétu dokdZeme v rozsifené roviné R?. Analogie pro vyssi dimenze a jind télesa pak
bude zfejma. Projektivni transformaci popiSme reguldarni matici F' a zobrazme néjaky vlastni
bod (z,y,1):
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nu tvaru afinnich zobrazeni
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Priklad 5.20. Zkoumejte linearni lomena zobrazeni, napiiklad
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Poznamka 5.21 (Meta-véta o projektivnich, afinnich a eukleidovskych pojmech). Projektivni
zobrazeni zachovavaji (spravné zobrazuji) projektivni pojmy, afinni zobrazeni zachovavaji afinni
pojmy a shodnosti zachovavaji eukleidovské (na skaldrnim soucinu zdvisejici) pojmy.

Véta 5.22 (Priklad afinné zachovaného pojmu). V projektivné rozsifené roviné R? mé&jme elipsu
@ se stiedem S. Jestlize F je afinita, pak F'((Q) je opét elipsa a F'(.S) je jejim stiedem.

Dikaz. Elipsa v rozsifené roviné R? nemd Z4dny nevlastni bod. Podle Véty 5.19 F' zobrazuje
vlastni body na vlastni a nevlastni na nevlastni, takze F'(ps) = Poo @ F(Q) N poe = . Obraz
elipsy proto nemd Zadny nevlastni bod a je to opét elipsa. Oznacme b bilinedrni formu ptivodni
elipsy. Pak biline4rni forma jejiho obrazu je déna jako b(X,Y) = b(F~'(X), F~1(Y)).
Je-li S sttedem @, pak pro kazdy X € p., plati b(X,S) = 0 a dostavame tedy, Ze i pro kazdy
Y € peo
b(F(S),Y)=b(S,F*(Y)) =0,

protoze F'1(Y) € ps. F(S) je proto skute¢né stiedem F(Q). O



Véta 5.23. V projektivné rozsitené roviné R? plati, Ze
1. kazda elipsa je afinn{ transformaci elipsy 2% + 3> — 1 = 0,
2. kazd4 parabola je afinni transformaci paraboly 2% — y = 0,

3. kazda hyperbola je afinni transformaci hyperboly zy — 1 = 0.
\—\

V dusledku jsou tedy kazdé dvé kuzeloseCky stejného afinniho typu mezi sebou zobrazitelné
afinni transformaci. /—\A




Definice a lemma 5.24 (Projektivni a afinni klasifikace kvadrik v prostoru). V projektivné roz-
$fieném prostoru R? definujeme tyto afinni typy reguldrnich kvadrik

1. elipsoid jako nepfimkovou kvadriku, kterd nemd zadny nevlastni bod,
2. elipticky paraboloid, jako nepfimkovou kvadriku, kterd md pravé jeden nevlastni bod,

3. dvojdilny hyperboloid jako nepiimkovou kvadriku, jejiZ nevlastni body tvoii regularni ku-
zeloseCku

4. jednodilny hyperboloid, jako pitimkovou kvadriku jejiZz nevlastni body tvori reguldrni ku-
zeloseCku

5. hyperbolicky paraboloid, jako ptimkovou kvadriku jejiZ nevlastni body tvori dvé primKky.
Kazdé dvé kvadriky stejného afinniho typu jsou mezi sebou zobrazitelné afinni transformaci.

Dukaz. Afinni klasifikace plyne z vy¢tu v§ech moZnosti polohy nevlastni roviny (se¢nd, te¢nd,
mimo) vuci kvadrice. Piimkova kvadrika nemtiZe mit neprazdny prinik s Zidnou rovinou, proto
je tfid jen 5. Existenci transformaci dokazovat nebudeme.



