Definice 4.9. Mé&jme projektivni prostor P(V"*!) nad télesem 7' a kvadratickou formu ¢ na
V"1 Neprazdnou mnoZinu

Q= {LO{v}:v e V¥ ¢(v) =0,v # 0} Cc P(V")

nazveme projektivni kvadrikou. Tuto kvadriku nazyvame regularni, jestlize je forma ¢ regularni,
tedy ma hodnost n 4 1. Kvadriky v projektivni roviné nazyvame téZ kuzelosecky.

Definice 4.10. Mé&jme projektivni prostor P(V"!) nad t€lesem 7" a v ném kvadriku ) danou
kvadratickou formou ¢ a necht’ b je pfislusnd symetricka bilinearni forma, tedy ¢(v) = b(v, v).
Rekneme, Ze dva body X = LO(v), Y = LO(w) jsou poldrné sdruzené, jestlize b(v, w) = 0.

Lemma 4.11 (O polarité). Mé&me projektivni prostor P(V""!) nad t€lesem 7" a v ném regularni

eyagia. Fak AUSIERC WSS dalorofl 1 sonieduedy
1. Body sdruzené s libovolnym bodem X € P(V™*!) tvofi nadrovinu, kterou nazveme polcira o
k X aoznaime px. « WM $T =5 i &y =0 ‘1’
TR g kolﬁd‘ -9 ;;?
2. Naopak ke kazda nadrovma ]e pol rou k pravé jednomu bodu, l‘z{ery se nazyva jejim pole

Nw?pk

3. Pro libovolné dva body X, Y plati X p 9w )
X € Dy < Y € px.

XTB: P x
N = 2\ -1
X =9 T TR X'z v px

4. Bod je X sdruZen sam se sebou (nebo-li lezi na své polare py) pravé tehdy, kdyzZ lezi na

0.
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XT%X—T'O L//7X6px<:>XeQ.‘ﬂ xTax =0

V tomto prfipadé€ px nazyvame teCnou nadrovinou ke () v bodé X.
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Definice 4.12. Mé&jme dva projektivni prostory P = P(V™*1) a P* = P(V""!) nad stejnym
t€lesem 7" a né¢jakou podmnozinu A C P™. O zobrazeni

F:A—P"

fekneme, Ze je projektivni, jestlize existuje linedrni zobrazeni F' : V™! — V7! tak, Ze pro
kazdé v € V™ takové, ze LO{v} € A plati
= /

F(LO{v}) = LO{F(v)}. P s 0\&“: D\N\&g\
$

Poznamka 4.13. Omezeni na podmnoZinu A v definici 4.12 je nutné z toho divodu, Ze kdyz

linedrni zobrazeni F' nenf prosté, tak zobrazeni F' nemiiZe byt definovdno na bodech reprezen-

tovanych vektory z ker ', nebot LO{0} neni projektivni bod. Jestlize je F' prosté, pak je F

definovano na celém prostoru P, v opaéném piipad¢ na dopliku projektivniho podprostoru (od-

povidajiciho ker F'). Budeme studovat zejména projektivni zobrazeni na témZe prostoru (tedy
2 VIR T Lo s . n+1

m = n) generovana regularnimi linearnimi zobrazenimi na V' LUL:M s

Véta 4.14. Projektivni zobrazeni ' : P" — P" z aﬁgyﬁ‘lo prostoru do sebe jsou bijektivni pravé
tehdy, kdyZ odpovidajici linedrni zobrazeni F jsou bijektivni. Tato zobrazeni F' nazveme projek-
tivni transformace. VSechny projektivni transformace daného prostoru tvori grupu vzhledem ke
skladani, kterd se nazyva projektivni grupa.
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Véta 4.15. Projektivni transfarmace zachovavaji dvojpomeér. Jestli-Ze je tedy F' projektivni trans-
formace, pak
(A,B,C,D)=(F(A),F(B),F(C),F
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Véta 4.16. V projektivnim prostoru P* = P(V"!) nad t€lesem 7" m&me ddno n + 2 bodd

Xq,..., X2 znichz Zzadnych n + 1 neleZi v jedné nadroviné. Pak existuje projektivni soustava
souradnic takova, ze

X; = (1,0,...,0,0)
X, = (0,1,...,0,0)

X, = (0,0,...,1,0)
Xp1 = (0,0,...,0,1)
Xpo = (1,1,...,1,1).
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Véta 4.19 (Pappova véta). V realné projektivni roving P? = P(R?) mé&jme dvé pifmky p, g, které
se protinaji v bodé S. Na pfimce p méjme body P, P, P3 rizné navzdjem a rizné od S. Podobné
na primce Na piimce ¢ méjme body (), (02, 3 rizné navzdajem a rtizné od S. Pak plati, Ze body

X =P BQ. Y i=PQsn Q. 7= PQsn Py0s

lezi na pfimce. ¥4~ %2 =0
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Definice 5.1. Mé&jme n-dimenziondlni afinni prostor A se zaméfenim V" nad télesem 7" a (n+1)-
dimenziondln{ afinni prostor B se zamé&fenim V"' nad stejnym télesem a prosté afinni zobrazeni
©:A— Babod P € B\ Im(p). Pak je zobrazeni ® : A — P(V""!) zadané pfedpisem

(X) := LO{¢(X) - P},
prosté a nazyva se vnoreni A do projektivniho prostoru P(V" 1),

Definice 5.2. Pro libovolné téleso splituje zobrazeni ® : 7" — P(T"*!) zadané piedpisem
O(xq,...,2,) = LO{(x1,...,2,,1)}

definici 5.1 a nazyva se kanonické vnoreni aritmetického afinniho prostoru do aritmetického pro-
jektivniho prostoru stejné dimenze. P(7™"!) se pak nazyva kanonickym projektivnim rozsifenim
nebo téz zuplnénim afinniho prostoru 7. Pfifazeni (z1,...,x,) — (21,...,2,, 1) je zaroven
vyjadfenim ® vici kanonickym afinnim soufadnicim 7™ a kanonickym homogennim soufadni-
cim P(T"+1),

Poznamka 5.3. Nasledujici definice a véty by bylo ¢asto moZno uvazovat v obecném afinnim
prostoru a jeho libovolném projektivnim rozsifeni. Pro jednoduchost vykladu se vSak budeme
omezovat jen na aritmeticky afinni prostor a jeho kanonické projektivni rozsifeni, nebo dokonce
jen na redlnou afinni a projektivni rovinu.




Priklad 5.7 (Pocitdni v afinni a projektivni roving€). UvaZujme afinni rovinu R? s kanonickymi
afinnimi soufadnicemi [z, y] a jeji kanonické projektivni rozsiieni P s kanonickymi homogen-
nimi soufadnicemi (z1, xa, x3).

1. Naleznéte projektivni bod, ktery odpovida afinnimu bodu A = |, presnéji tedy na-

leznéte ®(A). ( \ (-m
2. Naleznéte afinni bod, ktery odpovidd projektivnimu bodu B = (—6,9, 3), piesnéji tedy

naleznéte ®~!(B).
(B) =2;21
3. Naleznéte projektivni rozsifeni afinni pfimky 2x+3y+4 = 0 a urCete vSechny jeji nevlastni
body.

4. Naleznéte afinni verzi piimky s dualnimi soufadnicemi (2, —1,5)*.

5. Rozhodnéte, zda-li afinni body A = [1,2], B[4, —4] a C[3, —2] lezi na piimce. UrCete
obecnou rovnici této primky.

6. Naleznéte bod A N ﬁ kde A, B jsou jako v pfedchozim bodé a D = [3,5], E = [1,7].
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Definice 5.4. Necht P" = P(7™"!) je kanonickym projektivnim rozsifenim afinniho prostoru
T", pak P* = ®(T™) UP"!, kde P"! je nadrovina s homogenni rovnici z,,,; = 0, tedy se
soufadnicemi (0,...,0,1)*. Tato nadrovina se nazyva nevlastni nadrovina, oznacuje se p,, a
jeji body se nazyvaji nevlastni body. Jestlize A C T™"! je afinni podprostor dimenze k pak je
jeho obraz ®(A) obsazen pravé v jednom projektivnim podprostoru A C P" dimenze k. O A
hovofime jako o projektivnim rozsifeni nebo téZ projektivnim ziplnéni podprostoru A a o A
hovoiime jako o afinni verzi A. Nevlastni body A povazujeme i za nevlastni body A.

Véta 5.5. V projektivné rozsifené roviné R? m4 kazd4 afinni pfimka p v R? se smérovym vek-
torem v = (v,, v,) pravé jeden nevlastni bod (v, v, 0). Tento bod budeme rovnéz nazyvat smér
.



