Geometrie 1

Tento soubor obsahuje znéni ¢islovanych poloZek (pfedevsim definic a vét) jak byly predne-
seny v ZS 2022/23. Spolu se zéapisky z pfednasek je tento seznam i hlavnim studijnim materidlem
ke zkousce. Co tento seznam neobsahuje jsou nejrizné€js$i motivace, vysvétleni, zajimavosti, ani-
mace, ad-hoc priklady atd. Co se tyka dikazi, tak zde nenaleznete podrobna vysvétleni a moti-
vace vSeho. Jde spiSe o zachyceni klicovych krokii a zejména matematickych vzorcti v diikazech
pouZzitych.

Zkouska bude pisemnd, bude trvat 210 minut s pfestavkou a bude obsahovat pocetni i teo-
retickou ¢ast. V pocCetni Casti budou vsechny typové priklady, které se objevily na cvicenich, ne
vSak hvézdickované. V teoretické ¢4sti se budou zkousSet

» Zékladni definice, u kterych bude zde nastaven vysoky poZadavek na ziskané body (kdo
neumi zakladni definice, neudéla zkousku). Jedna se o definice 1.2, 1.8,2.2,2.4,2.9, 2.12,
2.17,2.20, 2.28, 2.30, 2.33, 3.1, 3.5, 3.7, 3.15, 3.20, 3.22, 4.1, 4.3, 4.10,4.12, 5.8, 5.9

» Znéni vSech ostatnich definic, vét, lemmat a disledkil (ne v§ak pozndmek a prikladd).

* Vsechny dikazy (v té mife presnosti a podrobnosti, v jaké byly odpredndseny) kromé
nasledujicich polozek, u kterych se dlikazy zkousSet nebudou: 1.13, 1.16, 2.14, 2.25, 2.32,
2.35,2.37,3.3,3.29,4.17,5.18, 5.13, 5.23, 5.24

1 Shodna zobrazeni

Cilem této kapitoly je studovat shodnd zobrazeni v roviné a v prostoru bez toho, Ze by se formélné
definoval afinni prostor. Zaroven chceme zopakovat stfedoSkolskou analytickou geometrii a co
nejprirozenéji na ni navazat.

Priklad 1.1. V rovin¢ analyticky vyjadiete osovou soumérnost podle pifimky p : 3z+4y—7 = 0.

Definice 1.2. Zobrazeni f : R" — R" se nazyva shodné (nebo shodnost), jestliZze zachovava
eukleidovské vzdalenosti, tedy pro kazdé dva body X,Y € R" plati

1F(X) = SO = X =Y.

Lemma 1.3. SloZeni dvou shodnosti je shodnost, shodnosti jsou prostd zobrazeni a inverzni
zobrazeni ke shodnosti (tam kde je definovdno) rovnéz zachovédva vzdalenosti.

Dukaz. Necht’ f, g : R” — R" jsou shodnosti a X, Y € R".
« Ziejmé [|g(£(X)) — g(f (V) = [1(X) = F(Y)I| = X — Y], tedy g o / je shodnost.

e Je-li f(X) = f(Y), potom plati 0 = || f(X) — £(Y)|| = [|X = Y]], tedy X = Y. Cili f
je prosté.



o Jestlize X, Y € Im(f), pak nalezneme P, Q € R" takovd, ze f(P) = X, f(Q) = Y.
Potom plati

I X) =TI = 1P = Qll = lIf ) — f(QIl = [IX - Y.

Tedy f~! zachovavé vzdélenosti.

Véta 1.4. Shodna zobrazeni f : R” — R" jsou pravé zobrazeni tvaru
kde p € R" je libovolny vektor a A je matice n x n spliujici ATA = 1,,.

Dukaz. Poznamenejme, Ze plati ATA = I, (to jest A m4 ortonormdlni sloupce) pravé tehdy,
kdyz AAT =T, (to jest A ma ortonormdlni fadky). Jestlize totiZ plati AT A = I,, nebo AAT =
I, pak A~! = AT atedy plati i druhd rovnost.

Rovné? si pfipomefime, Ze pro libovolny vektor u = (uy, -+ ,u,)T =€ R™ plati

llul| = vVu-u=vuTu

Piedpoklddejme nejprve, ze f(X) = AX +pprop € R"a A € RV, ATA = 1,,. Pro
libovolné dva body v R™: X = (z1, - ,2,)1, Y = (y1,- -+ ,y,)7? plati

1F(X) = f(Y)I| = [[AX +p — (AY +p)[| = [[AX - Y)|| = V(AX - Y))T(A(X - Y))
=VX-Y)TATAX - Y) = V(X - Y)'(X-Y) = [[X - Y]|

atedy f je shodné zobrazeni.

Naopak ptedpoklddejme, Ze [ je shodnost a chceme ukdzat, Ze je nutné tvaru f(X) = AX +
p. Definujme body O = (0,0,...,0)7, E; = (0,...,0,1,0,...,0)T proi € {1,...n} v R™
Vektory e; = E; — O tvori ortonormdlni (kanonickou) bazi R”.

Ukédzeme, Ze také vektory f; = f(E;) — f(O) tvoii ortonormalni bazi R™. Zobrazeni f je
shodné, tedy pro kazdé i dostdvame

Il] = 11 (E:) = f(O)]| = [|E: = O] = 1
a vektory jsou tedy jednotkové. Dale pro kazdé i # j dostdvame
1€ — 511 = ||/ (E:) — £(O) — (f(E;) — FODI| = |If (B:) — F(E))|| = ||Ei — Ejl| = V2
a protoze
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dostavame f; - f; = 0 a vektory jsou po dvou kolmé.
Definujme nyni matici A = (f;|---|f,), vektor p = f(O) a zobrazeni g(X) = AX + p,
které je podle prvnim &asti dikazu shodné a pro jeho invers plati g=(X) = ATX — ATp. Navic
zjevné plati g(O) = f(O) a g(E;) = f(E;) pro viechna i. Definujme kone¢né h = g~ ! o f,
které je shodné a pro které tedy plati h(O) = O a h(E;) = E;. DokdZeme, Ze takové h uz mus{
byt identické zobrazeni.
Uvazujme libovolny bod Y = (y1, s, ..., y,) € R*ajehoobraz h(Y) = (hi(Y), ha(Y), ..., h.(Y)).
Pak plati

1Y) = RO = hi(Y) + hy(Y) + -+ I (Y) =yi + 43+ +y, = [[Y = O %,
12(Y) = ME)|* = [[M(Y) = Ei||* = R{(Y) + -+ (h(Y) = 1)* + - + Iy (Y)
=yito (=)t =Y - B

Odecteme-li druhou rovnici od prvni, dostaneme 2h;(Y) — 1 = 2y; — 1, tedy pro kazdé i €

{1,2,...,n} mame h;(Y) = y;, tedy h je identita a tedy f(X) = g(X) = AX + p.
Poznamenejme, Ze v definici shodnosti se vyuzivd pouze toho, Ze R" je metricky prostor.

Tato véta ukazuje hlubokou souvislost s jeho strukturou linedrniho prostoru. ]

Dusledek 1.5. Shodnosti jsou bijekce a vzhledem ke sklddani zobrazeni tvofi grupu, kterou
budeme oznacCovat E(n). Jestlize

FX)=A-X+p, ¢X)=B-X+q
pak
TFX)=A"-X+(-A"p), (9o /)(X)=(B-A)-X+(B-p+q).

Definice 1.6. Zobrazeni f nazveme piimé jestlize det(A) = 1 a nepiimé jestlize det(A) = —1.
Pfimd zobrazeni tvoii podgrupu, kterou oznalime E, (n). Zobrazeni, pro kterd je A jednotkova
matice nazyvame posunuti a tvoii podgrupu oznacovanou (pokud nehrozi nedorozuméni) rovnéz
R™. Zobrazeni, pro kterd je p nulovy vektor tvoii ortonormdlni podgrupu ozna¢ovanou ON(n)
(linearni zobrazeni zachovévajici skalarni soucin).

Véta 1.7. Pro kazdou shodnost f € E(n) tvaru f(X) = A - X + p, plati maticovd rovnost

zapsana blokové jako

X))\ _ (AP X

1 0 1 1)
Navic zobrazeni, které kazdé shodnosti pfifazuje tuto matici (n + 1) x (n + 1), tedy
A p
(o)

je vnofeni grupy E(n) do grupy reguldrnich matic GIL(n + 1).
Dukaz. Plyne trividlné z blokového maticového ndsobeni.
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Definice 1.8. Mé&jme shodné zobrazeni f(X) = A - X + p. Jeho body spliujici f(X) = X
nazyvame samodruzné body. Linearni zobrazeni f, : R” — R" dané matici A nazyvame asoci-
ovanym homomorfismem k zobrazeni f a vlastni sméry tohoto zobrazeni nazyvame samodruzné
sméry zobrazeni f.

Rekneme, e mnozina M je samodruZnd mnoZina zobrazeni f, jestlize plati f (M) = M,
tedy zobrazenti ji zobrazeni zachovava (jako celek, ne nutné kazdy jeji bod zvlast’).

Lemma 1.9. Pfimka Q + LO{v} je samodruznou mnozinou shodnosti f pravé tehdy, kdyz
LO{v} je jeho samodruzny smér a f(Q) — Q je ndsobkem v.

Dukaz. Necht' f(X) = A - X + p. Vektor v je nenulovy (jinak by ¢ = Q + LO{v} nebyla
piimka). Oznatme R = Q + v.

Z linearity zobrazeni je pfimka ¢ samodruzna pravé tehdy, kdyz obrazy jejich dvou bodi Q,
R na nf lezi, tedy existuji riiznd ¢isla aq, ar takova, Ze

f(Q)=Q+aqv, f(R)=Q+arv.

Je-1i tomu tak, pak je zjevné f(Q)—Q nasobkem v addle Av = f(R)—f(Q) = (ar—aq)V
atedy LO{v} je samodruzny smér.

Naopak, jestlize je f(Q) — Q ndsobkem v, tedy f(Q) = Q + aqV leZi na pfimce ¢. ProtoZe
je navic v vlastni, je f(R) = A(Q + v) + p rovnéZ na piimce ¢. O

Véta 1.10. Pro kazdou shodnost f € E(2) nastane pravé jedna z téchto moZznosti.
* f je pfima shodnost a
— ma vSechny body samodruzné a v§echny sméry samodruzné s vl. ¢islem 1, pak jde o

identitu.

— ma pravé jeden samodruzny bod, pak ji nazyvame otoCeni. Samodruzné sméry pak
nema bud’ Zadné, nebo vSechny s vl. ¢islem —1. V tomto poslednim piipadé jde o
otoceni o 7 neboli o sttedovou soumérnost.

— nema 7adné samodruzné body a vSechny sméry jsou samodruzné s vl. ¢islem 1, pak
Ji nazyvdme posunuti .

* f je nepfimd shodnost. Pak mé pravé dva samodruzné sméry, jeden s vlastnim ¢islem 1 a
jeden s vlastim Cislem —1 a

— bud’ ma praveé jednu pfimku samodruznych bodt, pak ji nazyvame osova soumérnost

s v oz

— nebo nema zadné samodruzné body, pak ji nazyvame posunutd osovd soumérnost.



. . . “ . Osova Posunuta
Zobrazeni Identita Posunuti Otoceni y 8
soumernost soumernost
Samodruzné . . . . | osa soumér-
vSechny - stfed otoceni . -
body nosti
vSechny
_p identita smér osy a
Samodruzné . . (V i N y )
smér vSechny vSechny sttedovd sou- | sméry kolmé | -
y mérnost) nebo | na osu
Zadné (jinak)
Piimé/
neprimé zob- | primé primé pifimé nepiimé nepiimé
razeni
Dukaz. Podle véty 1.4 je f tvaru
fX)=AX+p

pro néjakou A € R™*" ortogondlni a p € R". Samodruzné body f jsou pravé feseni soustavy
( IL,-A \ P ) a samodruzné sméry f odpovidaji vlastnim vektoriim A. Rozli§ime dva pfipady:

* fje pfimé, tedy det(A) = 1. Potom je

A — ( COS v

—sina
sina  COs
pro néjaké a € [0, 27). Ddle rozli§ujeme dva ptipady:

- a =0, tedy A = I,, a vSechny sméry jsou samodruzné s vlastnim ¢islem 1. Prop = o
jde o identitu — pak jsou vSechny body samodruzné. Pro p # o jde o posunuti, a to
nemd Zadné samodruzné body (soustava ( I,— A ‘ P ) nema reseni).

- «a # 0. Potom plati det(I, — A) = 2(1 — cos ) # 0, tedy soustava md pravé jedno
reSeni pro libovolné p a tey f ma pravé jeden samodruzny bod S. Lze psat

FX)=A(X—-S)+AS+p=A(X-S)+8,

takZe jde o otoCeni kolem S. Pro @« = 7 je A = —I,, tedy vSechny sméry jsou
samodruzné s vlastnim Cislem -1 a jde o stfedovou soumérnost. V opa¢ném pripadé
A nemad 7adné vlastni vektory, tedy f nemd samodruzné sméry.

* [ je nepfimé, tedy det(A) = —1. Potom je
A — < cos o sin «v )
sina — cosa

pro néjaké o € [0, 27). Matice A mad vlastn{ Cisla 1, -1 s pfisluSnymi na sebe kolmymi
vlastnimi vektory v, = (cos §,sin §), vy = (—sin §,cos §).



|

Oznaéme B = (vi,Vsy), coZ je ON béze vektorového prostoru R2ap = a;vy + asvy
vyjadieni vektoru posunuti v této bazi. Miizeme jisté psat

J(X) = [A(X) + agvy] + a1vy = fo f1(X)),

kde f1(X) = A(X)+agvsy a fo(X) = X+ayvy. Pimym vypoltem ovéiime, Ze kazdy bod
piimky P = vy + tv; je samodruznym bodem zobrazeni f; a jedna se tedy o osovou
soumérnost podle této primky. Zobrazeni f; je ovSem posunutim ve sméru této pirimky,
které pro a; = 0 degeneruje v identitu.

]

Priloha, klasifikace shodnosti v R?

posunuti

[otoéeni o¢p#km ke Z]

Zadony-samodruzny smer

O—; — otoCeni
eden samodruzny bod \
vSechny samodruZmé-smery

otoc¢eni o
(stredova soumérnost)

v

imé vSechny samodiuzné body

posunuta osova
soumérnost

{Shodnosti % roviné}

nepii

[osové souméfnost}




Véta 1.11 (Rodriguesova formule). M&me dva vektory n,r € R3, pfi¢emZ n je jednotkovy.
Pak pro vektor r’ € R3, ktery dostaneme otoenim vektoru r kolem vektoru n € R? o tihel ¢ v
kladném sméru plati:

r' = (1 —cos¢)(r-n)n+ cos¢r +sing(n x r).

Otocenim v kladném sméru pfitom myslime, Ze pfi thlu ¢ € (0, 7) tvoii vektory (n, r,r’) kladné
orientovanou bézi R? a pfi Ghlu ¢ € (—7,0) zdporné orientovanou.

Diikaz. RozloZzme r na slozku r; = (r - n)n (4j. projekci do sméru n) a slozkur, = r — ry
kolmou nan. Ozname v =n X r =n X (r; + ry) = n X ry. JelikoZ n L ry, plati

VI = [l rs|| = [|nl[[[rs ] = [lrf]

OtoCenf kolem vektoru n o dhel ¢ ziZend na LO{ry, v} = LO{n}* je zfejmé& také otodeni o
thel ¢. JelikoZ (rq, v) je ,,ndsobkem® ,kladné orientované“ ortonormdlni baze tohoto prostoru,
muzZeme psat

I, = COS ¢ry + sin gv.
(Cérka vZdy znaci obraz v uvazovaném zobrazeni.) Ddle ziejmé r} = r;. Dohromady dostdvame
' =r] +71)

=T + COS ¢ry + Sin v

= (r-n)n+cos¢(r — (r-n)n) + sin pv

= (1 —cos¢)(r-n)n+ cos¢r +sing(n x r).

O

Definice 1.12. Pfipomenime si z LA, Ze kvaterniony tvoii nekomutativni téleso (oznacované H)
amaji tvar ¢ = s + zi + yj + 2k, piicemzi? = j> = k? = —1aij = —ji = k, jk = —kj = i,
ki = —ik = j. V této pfednédSce budeme s nazyvat skalarni ¢ast, vektor v = (a, b, ¢) vektorova
Cast a budeme kvaterniony zapisovat ve tvaru

q= (87 (I7y7 Z))
——

v

Redlnd &isla jsou do kvaterniond vnofena jako s — (s,0) a vektorovy prostor R? je do nich
vnofen jako v — (0,v).



Lemma 1.13 (Geometricky vyznam kvaternionovych operaci). Pro libovolné kvaterniony ¢; =
(81, Vl), q2 = (327V2) plati

G+q = (514 S2,v1+Va)

Q1 @2 = (5152 — V1-Va, V1 X Vo +51Vy + 83V1).
Dukaz. Plyne piimo z rozepsani ¢; a go pomoci Ctyf slozek.

Definice 1.14. Pro libovolny kvaternion ¢ = (s,v) definujeme konjugovany kvaternion § =
(s,—v) ajeho normu ||q|| = \/q7 = /47 = V/s2 + V1 - V2 = /52 + 22 + 32 + 22. Kvaterni-

ony, které maji normu rovnou 1 nazyvame jednotkové.

Lemma 1.15. Jednotkové kvaterniony (oznacované Hl,) tvoii multiplikativni grupu. Kazdy jed-
notkovy kvaternion s nenulovou vektorovou ¢asti 1ze jednoznacné zapsat ve tvaru

q = (cosa,nsina),
kde n je jednotkovy vektor a a € (0, 7).

Dukaz. Snadno ovéfime, Ze pro libovolné dva kvaterniony plati ¢; - g2 = @z - ¢1. Multiplikativn{
invers jednotkového kvaternionu q je g, protoZze gg = 1 = Gq a ||q|| = ||¢|| = 1. Déle jsou-li ¢,
@2 jednotkové kvaterniony, pak

lq1gal] = y/ (0102)(01%2) = V(e ®)o = Vag =1,

tedy ¢1g2 je jednotkovy kvaternion. Jednotkové kvaterniony tak tvori neprazdnou podmnoZinu
multiplikativni grupy vSech nenulovych kvaternioni uzavienou na skladani a inverze, Cili pod-

grupu.
Je-li ¢ = (s, V) jednotkovy kvaternion a v # o, potom nutné

|s| = Vgl = [Iv* < L.

Jedind moZna vyhovujici volba a € (0, 7) je aw = arccos s. Z toho plyne

VIl = Vllgl* = s = sina,

tedy ¢ = (s,v) = (cosa, ﬁ sin «v) a oznatime n = ﬁ ]

Lemma 1.16. Pro kazdé tfi vektory u, v, w € R? plati
ux (vxw)=(u-wjv-—(u-v)w.
Dukaz. RozliSime dva piipady:

* v, w jsou linedrn& zavislé. JelikoZ vektorovy souin antikomutuje, méizeme BUNO pied-
pokladat, Ze w = A\v pro néjaké A € R. Potom je v X w = o, takZe leva strana (LS) doka-
zované rovnosti je rovna o. OvSem pravd strana (PS) je rovna (u- Av)v — (u- v)\v = o,
takZe rovnost plati.



* v, w jsou linedrn& nezdvislé. Potom je B = (v, w, v X w) baze R3. Obé& strany dokazované
rovnosti jsou vyrazy linedrni v u, tedy sta¢i ukdzat platnost v pripadé, kdy je u roven
jednomu z prvki B.

— u = w: LSiPS jsou ,antisymetrické vzhledem k v a w*, tedy prohodime-li v nich v
a w, obé se pouze prondsobi -1. Tim pddem je tento pripad analogicky pfedchozimu.

— U=V XW:
LS=uxu=o.

Déle z kolmosti u na v a w plyne
PS =0v +0w =0 =LS.
— u = v: Rovnost prejde do tvaru
vX (vxw)=(v-w)v— (Vv V)W
Staci ukazat, Ze skalarni soucin libovolného prvku B s LS je stejny, jako s PS. Snadno
je vidét, ze
v:-LS=0=v: PS,
(vxw)-LS=o0=(vxw)-PS.

Konecné oznacime-li thel mezi v a w jako «, plati

w-LS =det(w,v,vxw)=—det(vxw,v,w)=—(vXWw): (VW)
= —[lv x w||* = —[[v||*||w]]* sin” v,
woPS = (v w)’ — (v v)(w-w) = [[v|]*||w]]* cos® o — [|v]]*[|w]|*

= —||[v||*|w||*sin®* a = w - LS.

Véta 1.17. Pro pevny jednotkovy kvaternion ¢ = (cos«,nsina) je linedrni zobrazeni R, :
R3 — R? definované jako

Ry(r) = grq
otoCeni kolem osy n dhel 2« v kladném sméru.

Diikaz. Ozna¢me g = (s, V). S vyuzitim Lemmatu 1.14 a Lematka

qrq = (87 V) (07 I‘)(S, _V)
(—v-r,vXr+sr)(s,—V)

=(—(v-1r)s+(VvXr1) - VHsr-v,—(VXT) X V—sr XV+(V-1T)Vv+s(vxr)+sr)
———
0 (vr)v=(v-v)r
= (0,2(v-1)v + (s> — ||[v]|*)r +2s(v x 1)
= (0,2sin” a(n - r)n + (cos® a — sin® a)r + 2sinacos a(n x r)
= (1 — cos2a)(n - r)n + cos 2am + sin 2a(n X r).

Ovsem to je podle Rodriguesovy formule vektor vznikly oto¢enim vektoru r kolem vektoru
n o uhel 2« v kladném sméru. [



Priklad 1.18. Vypocitejte vektor, ktery vznikne oto¢enim vektoru (1,0, 0) kolem vektoru 7i =
(3,4,0) o dhel ¢ = 7/3 v kladném sméru.

Véta 1.19. Kazdou pfimd shodnost v R ma alespoii jednu samodruZnou pifmku a Ize sloZit z
otoCeni kolem této pfimky a posunuti ve sméru této piimky (ma tedy tvar Sroubového pohybu).

Dukaz. Kazdé f € E, (3) je tvaru f(X) = AX + p, kde A € R**? je ortogondln{ a det A = 1.
Je-li A = I3 pak tvrzeni ziejmé plati, nebot’ miizeme uvazovat otoceni o nulovy thel kolem osy
p sloZené s timto posunutim.

V opacném piipadé mé pravé jeden vlastni smér s vlastnim ¢islem 1. Necht’ v, je jednotkovy
vlastni vektor s vlastnim Cislem 1 a (vy, Vs, v3) jeho doplnéni do ON béaze. Oznatme W =
LOA{vs,v3} ortogonalni doplnék prostoru LO{v;} a rozlozme

P = a1V + aova + agvs.
Miizeme jisté psat
[(X) = [A(X) + agvy + agvs] + a1vi = fo( f1(X)),

kde f1(X) = A(X) + agva + azvs a fo(X) = X 4 a1 v;.

Zobrazeni f; je zachovava podprostor W a je pfimé. Navic matice A ziZend na W neni
matici identického zobrazeni. Proto podle klasifikace zobrazeni v roviné existuje pravé jeden
bod S = syvy + s3vs € W, pro ktery plati f1(S) = S. Pfimym vypoétem ovéfime, Ze i vSechny
body piimky P : S + tv; jsou samodruZnymi body zobrazeni f;. Jedna se tedy o otoCeni o tuto
primku a zobrazeni f5 je zjevné posunutim v jejim sméru. ]
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2 Diferencialni geometrie krivek

Priklad 2.1. Uvazujme v R? jednotkovou kruznici z* + y*> — 1 = 0 bez bodu (—1,0). Tuto
mnoZinu parametrizujme jako c(t) = (cost,sint)” prot € (—m,7) a uvaZujme reparametrizaci
= 2arctan s pro s € (—oo, 00). Novd parametrizace ma tvar

o(s) = (1_—52 i)T, 5 € (=00, 00).

145271+ s2

Definice 2.2. Bud’ / C R interval (pfipadné neomezeny), spojité zobrazeni ¢ : [ — R" se
nazyva parametrickd kiivka v R™. MnoZina (c) := c(I) C R" se nazyva obraz krivky. Para-
metricka kiivka se nazyva hladkd, jestlize c je tiidy C* (tedy ma spojité derivace vSech fadu) a
reguldrni, jestlize c'(t) # (0,0,...,0)" prokazdé t € I.

Poznamka 2.3.

1. Je-li I uzavieny nebo polouzavieny interval, rozumime hladkym zobrazenim na [ restrikci
na [ hladkého zobrazeni definovaného na néjakém otevieném nadintervalu.

2. Parametrickd kiivka je popsdna n-tici funkei c(t) = (c1(t), -, cu(t))” jedné proménné
definovanych na /.

3. Jeji derivace je linedrni zobrazeni (totdlni diferencidl), které vyjadiime sloupcovym vek-
torem (matici n x 1) a budeme ho chépat jako (te¢ny) vektor ¢/(t) € R", ktery zdvisi
na parametru. Pro hladkou regularni parametrickou kiivku definujeme jeji funkci rychlosti
||c’(t)]], kterd je hladk4 a kladna.

4. Ve vétach a definicich budeme pro jednoduchost pracovat s hladkymi kiivkami (tfidy C*),

Vv,

ale vétSina pojmi a vysledku plati i pro nizs{ tfidu hladkosti.

Definice 2.4. Je-li ¢ : I — R” reguldrni parametrickd kfivkaa ¢ : [ — [ hladky difeomorfismus
intervalu [ na [ (tedy hladka bijekce s hladkym inverznim zobrazenim), je ¢ = co ¢ : I —
R™ regularni parametrickd kiivka se stejnym obrazem jako c. Difeomorfismus ¢ pak nazyvdme
zménou parametru a ¢ reparametrizaci c. Je-li navic ¢’ > 0 na I, nazveme € reparametrizaci c
zachovdvajici orientaci.

Definice a lemma 2.5. Byti reparametrizaci je relace ekvivalence (kterou oznac¢ime ~) na mno-
Ziné vSech reguldrnich parametrizovanych kiivek a kazdou jeji tfidu nazyvame krivka. Kazdého
zéstupce prislusné tfidy ekvivalence nazyvame parametrizaci této kiivky. Byti reparametrizaci
zachovavajici orientaci je rovnéZ relace ekvivalence (kterou ozna¢ime ~) na mnoZiné vsech re-
guldrnich parametrizovanych kfivek a kazdou jeji tfidu nazyvame orientovand krivka.

Diikaz. Difeomorfismus je zobrazeni ¢ : I — I které je bijekce, hladké C™ a ¢/ # 0 viude. Z
toho plyne, Ze ¢! je také difeomorfismus.

« Tranzitivita: sloZeni difeomorfismd je difeomorfismus, tedy (¢ = co ¢ a ¢ = € o 1)

= ¢=co (o)
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* Symetrie: inverze defeomorfismu je difeomorfismus, tedy kdyZ¢ = co¢ = c=co ¢!
* Reflexivita: identita je difeomorfismus a tedy ¢ = c o id

* Orientace: sloZeni rostoucich funkci je rostouci a inverze k rostouci funkci je rostouci, tedy

(id' > 0); (¢ > 0) = (¢71) > 0; (¢ > 0& Y’ >0) = (¢po¢) > 0.
Ol

Poznamka 2.6. Pokud nebude nebezpeéi omylu, budeme slovem krivka (pfipadné orientovana
ktivka) oznaCovat nejen tfidu ekvivalence, ale i jejiho reprezentanta (regularni parametrizovanou
kfivku), se kterym pravé pracujeme, nebo dokonce jeji obraz.

Poznamka 2.7. V diferencidlni geometrii studujeme vlastnosti kfivek, které se pfi reparame-
trizaci neméni nebo méni odpovidajicim zptisobem (napiiklad méni znaménko prfi zméné ori-
entace). Naddle budeme pouZivat zkrdceny zdpis parametrizaci téZe kiivky. Napriklad pokud
mdme parametrickou kfivku c(t) budeme jeji reparametrizaci ¢(s) = c(¢(s)) oznacovat jedno-
duse c(s). Kone¢né kvili zjednoduseni zapisu budeme nékdy vynechdvat hodnotu parametru a
budeme psat naplzrlﬂdad ¢/ misto ¢’(¢) a podobné. Pokud nefekneme jinak, ¢arka znaci derivaci %

a teCka derivaci I

Lemma 2.8. Pro derivace dvou parametrizaci c(t) a €(s) = c(¢(s)) téZe hladké regularni kiivky
v kazdém odpovidajicim bod¢ plati

6 6 o
(e ) = (c|c"[c") | 0 ¢* 3¢
0o 0 ¢
Dukaz. Piimy vypocet derivace sloZené funkce,
d d d d
. _ @ _4a _d 4 _
6= G| SO = G| e =G| o) | e =c
S=s S=S0 S0 $=80
2. J
P YN el
¢ = ¢c | 7
é:é~c/+<;5-<;5'c'/:gi§~c/+(<;5)2~c”
3.

¢ = '(5-c'—i—()ﬁ"é'C//—i—QQ.ﬁ'é'C”—i—(¢)2‘<Z'5'Cm: $.~C/+3¢'§5'C//+(¢)3'Cm
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2.1 Rovinné krivky

Pokud se nefekne jinak, budeme v této podkapitole terminem kfivka oznacovat hladkou regularni
kiivku v R2.

Definice 2.9. V kazdém bodg hladké reguldrni parametrické kiivky c(¢) v R? definujeme jednot-

kovy tecny vektor
/
t
b() = &
e’ (B

déle orientovany jednotkovy normalovy vektor

a znaménkovou kiivost

t) det(c'(t)[c"(2))

K = "
lle’'()][?

Bod, ve kterém je znaménkova kiivost nulova nazyvame inflexni.

Véta 2.10. Pii reparametrizaci kiivky v R? zachovéavajici orientaci se v daném bodé& te¢ny vek-
tor, orientovany normalovy vektor a znaménkova kiivost neméni. Pfi reparametrizaci kterd méni
orientaci se tyto vektory méni na opacné a znaménkova kiivost pouze zméni znaménko.

Dukaz. S vyuzitim lemmatu 2.8

) = 1o = 25— sign(d) S = sign(d)(0).

el ~ el E e @]
Dale plati
P (0 -1 (0 -1\ . o
n.( = (1 3 )= (] ) st = sen(@m. 0
Konecné
¢
det (C/|CN> 12 e c/ C// .
o) = ST | : éc,(lf 2l = sign(d) 5 ) = sign(dn 1)

]

Véta 2.11. Znaménkova kiivost, tecny a normalovy vektor jsou ekvivariantni vi¢i shodnostem
R?. Pfesné&ji, mé&jme shodnost ve tvaru f(X) = AX + p, parametrickou kfivku c(t) a v jejim
libovolném bodé veli€iny &, t, n.. Pak kiivka ¢(t) = f(c(t)) = Ac(t) + p md v odpovidajicim
bod& znaménkovou kiivost &, = (det A)x., te¢ny vektor t = At a normélovy vektor n, =
(det A)An.,.
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Dukaz. Uvédomme si, Ze det A = +1. Navic plati, Ze

c(t) = Ac(t) + p = ¢(t) = Ac(t) = &"(t) = Ac"(1).

% o

det(¢’,¢”) det(Ac’, Ac”)  det(A)det(c,c”)
K/Z = — = =
e | Ac]f? e[

nebot’ pro libovolny vektor |[v|| = VoTv = [|Av|| = /(Av)TAv = VOTATAv =
VoTv = ||v]].

Tedy

= (det A)k,,

- 0 —1\+ 0 -1 0 -1
n, = (1 0 ) t= (1 0 ) At = det(A)A (1 0 ) t = det(A)An.,.

Definice 2.12. Pro kaZzdou kifivku c definujeme v kazdém bod¢ jeji tecnou primku jako mno-
zinu c(t) + LO{t(t)} a normdlovou pFimku jako mnozinu c(t) + LO{n,(t)}. Ddle v kazdém
neinflexnim bodé definujeme jeji polomér kfivosti jako R(t) = m, jeji stied kiivosti jako

[]

bod S(t) = c(t) + ﬁ(t)n*(t) a kruznici se stfedem S(t) a polomérem R(t) nazyvame oskulacni
kruznice v bodé c(t).

Dusledek 2.13. Te¢nd pifimka, normdlova piimka a oskula¢ni kruZnice nezdvisi na (re)parametrizace
a jsou ekvivariantni vii¢i shodnostem.

Diikaz. Podle Véty 2.10 se tyto objekty zjevné neméni pfi reparametrizaci zachovavajici ori-
entaci a pfi reparametrizaci ménici orientaci je LO stejny a stfed a polomér kfivosti vyjde bez
zmény znaménka. Podobné podle Véty 2.11 jsou tyto objekty ekvivariantni vii¢i pfimym schod-
nostem a pri bliz§im pohledu také viici nepfimym, protoZe znaménko se vyrusi.
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Véta 2.14. Krivka ma v kazdém svém bod¢ kontakt nejvyssiho fadu s te¢nou piimkou (ze vSech
primek) a v kazdém neinflexnim bodé s oskulacni kruznici (ze vSech kruznic).

Dukaz. Kontaktem myslime nejvys$si moznou shodu derivaci ve vhodné parametrizaci. Uva-
Zujme tedy dvé kiivky a néjakym zplisobem optimalné sjednocené parametrizace cq, ¢, a zajima
nds jejich kontakt v bodé ¢

* kontakt 0. fadu — ¢4 (to) = ca(to)
* kontakt 1. fadu jestlize navic — ¢ (t9) = c5(to)
* kontakt 2. fadu jestlize navic — ¢ (ty) = c5(to)

Diky linearni reparametrizaci postaci tuto vlastnost studovat v bodé ¢ = 0 a diky shodnosti
muZeme navic predpokladat, ze c(0) = (0,0) a ¢'(0) = (c,(0),0), kde ¢,(0) > 0. Mame tedy

t(0) = (1,0) an,(0) = (0, 1). V tomto bodé uvazujme Taylordv rozvoj kiivky

c(t) = (c;(o)t + %cZ(O)tQ + o(t?), %c’y’(O)tQ + 0(t2)) :

Vypoctéme kiivost v bodé ¢(0):

c;(()O) C%Eg;‘
K.(0) = TR c,(0)/c,(0)*.

Dosazenim do obecné rovnice piimky Ax + By +C = 0, pro A # 0 nebo B # 0 dostdvame:

1 1
C + A, (0)t + {5140:;(0) + 5305(0)} t* +o(t*) =0
Odtud vyvodime, Ze pro kontakt fadu 0 (jednondsobny prusecik) musi platit C' = 0 a pro
kontakt fadu 1 (dvojndsobny prasecik) musi navic platit A = 0, ¢imZ dostdvame By = 0, tedy
osu x a tim teCnou piimku a B musi byt nenulové. Kontakt vysSiho fddu je moZzny jen kdyZz
/!

¢y (0) =0 = x.(0) = 0, coZ odpovidd inflexnimu bodu.

Dosazenim do obecné rovnice kruznice (z — S;)* + (y — S,)? — R? = 0 dostdvdme:

(52 + 82— 1) — 295,00t + | (0 — 25,5¢4(0) — 25, 564(0) | £ + o(?) = 0
Tedy pro kontakt fadu O (jednondsobny prisecik) musi platit R = S? + S; a pro kontakt fadu
1 (dvojnasobny prusecik) musi platit S, = 0. Pro kontakt fadu 2 (trojnasobny prisecik) pak
Sy = ¢,(0)%/c;(0) = 1/k.(0), ¢imZ dostdvame oskulacni kruznici. Kontakt vys3iho fadu
neni obecné mozny, nebot’ jsme vycerpali vSechny volné parametry. Bylo by moZno dokézat, ze
vys$$i kontakt nastdva v piipadé, ze . (0) = 0, tedy v kritickém bod¢ kfivosti, naptiklad v jejim
maximu. O

15



Véta 2.15. Pro hladkou reguldrni parametrickou kiivku ¢ : 7 — R? plati
t'(2) = [|c(8)]] 5= ()m(2).

Dile plati, Ze existuje hladkd funkce 0(t) : I — R spliiujici t(¢) = (cos6(t),sind(t)) prot € [
a pro znaménkovou kfivost pak plati

Pokud je tedy kifivka parametrizovana konstantni jednotkovou rychlosti
znaménkova kiivost rychlosti zmény sméru kiivky.

c/(t)]| = 1, pak je tedy

Diikaz. Uvédomme si, Ze ||c’|| = v/¢ - ¢. Derivovanim a Gpravami dostaneme

. ¢ /: C’-C’-C"—%%-C, _ HC/HZC”—(C/~CH)C,
e c-c [le']]? '

Skaldrnim soucinem predchozi rovnice ziskdme ¢’ - t' = 0 a proto je t’ ndsobkem n, (), tedy
t' = Kn,(t). Z rovnosti

det(t,t') = det(t, Kn,(t)) = K det(t, n.(¢t)) = K
=1

a

/ 20" _ (o . o e / |2 / PN/ AN
det(t, t') = det | — ,”C“ € ,<§ N et c ,Hc “fj —det | — ,(C Cgc =
el 'l el e’ et e’

(. J/
~\~
0

1 det(c’, c”)
d t / " . Y . /
~——— —r

Kz

dostaneme, 7ze K = rk,.
Funkce 6 je spojitou verzi argumentu funkce t(t) a jeji existence a diferencovatelnost je zndma z
komplexni analyzy. t'(t) = 0(t)’ (—sin6(t), cos §(t)) z pfedchozi ¢asti mame &' (t) = r(t)k,(t).

N

n. (1)

]

Véta 2.16. Na otevieném intervalu / budiz zadany dvé hladké redlné funkce f(t), r(¢), pficemz
r(t) > 0 prot € I.Pak existuje az na piimou shodnost pravé jedna hladkd parametrickd rovinna
kiivka c(t), t € I, pro kterou plati

IO =r(t), k() = f(D).

16



Diikaz. Zafixujme to € I libovolné a definujeme funkci 6(t) aby platilo

e 0'(t) = || (V)|| - k.(t) = 7(t) - f(t), tedy 6 nalezneme jako primitivni funkei k r(t) - f(¢),
kterd jisté existuje, protoZe r(t) - f(t) je hladka,

* O(to) = 0, kde 0, je libovolnd konstanta.

Nyni poloZime
t(t) = (cos@(t),sinb(t)).

Ziejmé |[t(¢)|| = 1 a mizeme tedy kone¢né definovat
c(t) =1 @)]| - t(t) = r(t) - (cosO(t),sinbO(¢)).

c(t) nalezneme jako primitivni funkci k c’(¢), coZ lze, protoZe c'(t) je hladkd funkce. Zvolime
X,Y e Rlibovolnd a necht’ c,(ty) = X acy(ty) =Y.

V prubéhu konstrukce funkce c(t) jsem volili polohu bodu c(ty) = [X,Y] a smér te¢ného
vektoru t(ty) = (cos by, sinby), ¢imz jsme uréili kiivku jednoznaéné az na pifmou podobnost.
O

2.2 Prostorové krivky
Pokud se netfekne jinak, budeme v této kapitole terminem kfivka oznacovat hladkou regularni

kiivku v R3.

Definice 2.17. V kazdém bodé& hladké regularni parametrické kiivky c(¢) v R? definujeme jed-
notkovy tecny vektor t(t) a krivost r(t)

o o e

Bod, ve kterém je kiivost nulové se nazyva inflexni bod. V kazdém neinflexnim bodé¢ dale defi-
nujeme jednotkovy binormdlovy vektor b(t), jednotkovy normdlovy vektor n(t) a torzi 7(t)

_emxew et n]e" (D)
PO = o=@ MO =POxE. T = e

Z definice plyne, Ze trojice vektort {t(¢),n(t),b(¢)} tvoii v kazdém neinflexnim bod¢ kladné
orientovanou ortonormdln{ bazi R?, kterd se nazyva Frenetiiv repér.

Véta 2.18. Pfi reparametrizaci kiivky v R? zachovavajici orientaci se v daném bodg kiivost, torze
a Frenetdv repér neméni. Pfi reparametrizaci kterd méni orientaci se kfivost, torze a normalovy
vektor rovnéZ neméni, zatimco teCny a binormalovy vektor se méni na vektory opacné.
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Dukaz. VyuZijeme lemmatu 2.8 a ozna¢ime

¢ ¢ ¢
M=10 ¢* 3¢¢
0 0 ¢

Dile spocitdme
éxé=($-¢) x (¢ + ") = (§-¢) x (3¢) + (§-¢) x (§2) = 0+ (¢ x ).

Nyni uzZ mame vse potiebné k ditkkazu véty, a pocitaime

= ¢ = .éC/ = sign(¢) -
) — exé P xc)  sion(d .
PO = el T il x o] e P
n(s) = b(s) x t(s) = sign(@)b(t) x sign(@)t(r) = b(t) x t(r) = n(t)
e e <]
O=T.E = e W

(o) = QUERIE) _ det(M) - det(clle’le") )

lle < ¢|f? 90 - [le x ||

]

Véta 2.19. Kfivost, te¢ny a normdlovy vektor jsou ekvivariantni vi¢i shodnostem R?. Piesnéji,
méjme shodnost ve tvaru f(X) = AX + p, parametrickou kfivku c(¢) a v jejim libovolném
bodé veli¢iny k, t a v neinflexnim bodé navic 7, n, b. Pak kiivka ¢(t) = f(c(t)) = Ac(t) + p
ma v odpovidajicim bodg kiivost & = « a te¢ny vektor t = At. V neinflexnich bodech m4 navic
torzi 7 = (det A)7, normdlovy vektor i = An a binormalovy vektor b = (det A)Ab.

Diikaz. DokaZme nejprve, Ze pro ortonormalni matici A a libovolné vektory x,y € R? plat
Ax x Ay = det(A)A(x X y). Skute¢né, Vz € R? dostdvame

z - (Ax x Ay) = det(z, Ax, Ay) = det(A) det(A”z,x,y) = det(A4)(ATz) - (x x y) =

det(A)(z- A(x xy) =2z (det(A)A(x x y)).

Nyni uz snadno ovéfime dokazované vztahy. Plati totiz, Ze
c(t) =Ac(t) +p=¢'(t) = Ac'(t) = ¢"(t) = Ac"(t) = c"'(t) = Ac"'(¢).

Pfimym vypoctem dostdvame




& x & det(A)A(c x ")
e el x|

i =b xt=det(A)(Ab x At) = A(b x t) = An,
¢ xe"|[ _ [det(A)[-[J[A(c" x ")]| _ [l x "] _

== -
llef® 1A [le|f?

T

= det(A)Ab,

a konecné o
det(c'|c”[¢”)  det(A) - det(c'|c"[c")

Hél % 6”||2 - ||C' % C//||2

7=

=det(A) - 7.
Ol

Definice 2.20. Pro hladkou reguldrni kiivku c(¢) v R? definujeme v kazdém bodé& recnou p¥imku
jako mnozinu c(t) + LO{t(t)} a déle v kazdém neinflexnim bod¢é definujeme

* oskulacni rovinu jako mnozinu c(t) + LO{t(¢),n(t)},
e rektifikacni rovinu jako mnozinu c(t) + LO{t(t), b(t)},
* normdlovou rovinu jako mnoZzinu c(t) + LO{n(t), b(t)}.

Definice a lemma 2.21. O hladké parametrizované kiivce c(t) fekneme, Ze je parametrizovand
obloukem nebo jednotkovou rychlosti, jestlize pro v8echna ¢ € I plati ||c/(¢)|| = 1. Kazdou hlad-
kou reguldrni kiivku lze parametrizovat obloukem. Je-li c(¢) néjakd parametrizace obloukem,
pak vSechny ostatni parametrizace této kiivky obloukem ziskdme reparametrizaci ¢ = ¢(s),
¢(s) = £s + so, kde s je libovolnd konstanta.

Diikaz. Méjme libovolnou hladkou reguldrni kiivku c(t). Pak plati, Ze ||c/(t)|| > 0, coz je jisté
hladka funkce, a tudiZ muZzeme definovat

b(t) = / I</(6) 1.

Pak tedy plati vztah ¢(t)’ = ||c/()||. ¢ je prostd, tudiz definujeme ¢ = 1L
Definujeme nyni c(s) = c(¢(s)), z ¢ehoZ plyne
- 1 c
é:¢-clz—~0/:
P! [le']]

Z toho ovsem plyne, Ze ||¢|| = 1, tedy jsme nalezli parametrizaci obloukem.
Predpoklddejme nyni, Ze mame kfivku c(t) parametrizovanou obloukem a jeji obloukovou repa-
rametrizaci c(s) = c(¢4(s)). Pak

L=|lell = [Ie']] - o] = 1- oI,

tedy nutné |¢p| = 1 = ¢ = £1 = ¢ = +5 + s,.
Naopak, méli bychom kfivku c(¢) parametrizovanou obloukem, pak takovou reparametrizac{
¢(s) = £s + so opét dostaneme parametrizaci obloukem z vypoctu vyse. O

=t.
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Lemma 2.22. Pro kiivku hladkou c(t) v R? parametrizovanou obloukem v kazdém bodé plati
t(t) = c(t) a v kazdém neinflexnim bod& navic plati n(t) = —S9- a k(t) = [|c"(t)|| =

Gl
Ic'(t) < " (@)]]-

Dukaz. Méjme c(t) parametrizovanou obloukem. Ziejmé plati t(¢) = c(¢).
Ze vztahu ||c/(t)|| = 1 odvodime

d
"t)-c(t) =1 —
JOR0 y
2¢/(t) - "(t) = 0,
tedy c’(t) L c”(t), ¢ehoz plyne, Ze ||c’ x c”|| = ||c/|| - ||<”"|| = ||”|].
Nyni snadno spocitdme, Ze v neinflexnich bodech
el
lelf?
a uzitim Lematka mdme
¢ xc c 1 -1
n=bxt= X = (" x ")y x )= (' x (¢ x ") =
[l >cer|l lel] - fle”]] [le”]]
-1 c”
‘((C/‘C”)C,—(C/‘C,)C//): )
[le”]] [le”]]

]

Véta 2.23 (Frenetovy vzorce). Je-li c(t) hladkd kiivka v R? parametrizovana obloukem, pak v
kazdém neinflexnim bodé plati

t' = kn, n' = —xt + 7b, b’ = —n,

coZ lze vyjadfit maticové jako

0 —k O
(t'|n'|[b’) = (tnjb) [k 0 —7
0 7 0

nebo s vyuZzitim takzvaného Darbouxova vektoru d = 7t + kb jako
t' =d xt, n =d x n, b'=d x b.

Diikaz. Uvazme tii vektory (v (t), vo(t), v3(t)), které zavisi na parametru a pro jeho libovolnou
hodnotu ¢ € I tvoif ON bazi R®. Libovolny vektor v € R? Ize (pro pevné t) vyjadfit jako

v=(v-vi)vi+ (Vv-va)vy+ (V- Vv3)vs.
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Tedy specidlné pro kazdé pevné ¢ plati
v = (Vi -vi)vi+ (V] va)vy + (v} - v3)vs, proi=1,2,3.
Ziejmé lze psat
(V,17 V,27 Vé) = (V17 Vo, V3)M7
kde M je matice 3 x 3 s polozkami mj; = v - v;.

ProtoZze plati v; - v; = d,;, derivovanim podle ¢ dostdvdme rovnost v; - v, + V;- -v; = 0, ¢ili

vi-v; = —v’ - v; atedy M musi byt antisymetricka

7 J 7
0 —-A -—-B
M=A 0 -C
B C 0

V naSem piipadé, kdy N(vq, vy, v3) = (t,n,b) a ¢t odpovidd parametrizaci obloukem plati
podle Lemma 2.22

C//

lle”Il
a tedy dostdvime A = k, B = 0. Snadno nahlédneme, ze C' = n’ - b, a tedy pocitime

/ !/
, b < c/l > C/ X C// <C//) C/ X c// HC/// _ R’C// C/ X C//
n . = _— . pr— . =

e’ll) e =<~ \w p 2 P

t/:C//:HC//H_ K,

— " ( x )] = det(c”|c/|c”)  det(c/|c"[c")

K2 K2 - HC/ X c//||2
Tudiz
0 —k O
M=k 0 -7
0 7 0

Dale pfimym vypoctem za uZiti vySe dokdzanych vztaht mezi vektory Frenetova repéru a je-
jich derivacemi mame

dxt=(rt+rb)xt=rxbxt=rn=1t/,

dxn=(rt+rb)xn=71b—kt=n'
dxb=(rt+rb)xb=—-n="»"
O]

Poznamka 2.24. Vidime tedy, Ze v parametrizaci obloukem (kdy se poloha bodu méni jednotko-
vou rychlosti) kfivost vyjadiuje rychlost okamzité zmény te¢ného vektoru (a tim i te¢né pfimky)
a torze rychlost okamzité zmény binormélového vektoru (a tim i oskulaéni roviny). Rovnéz mi-
Zeme okamzitou zménu celého Frenetova repéru chdpat jako otoc¢eni kolem Darbouxova vektoru,
jejiz rychlost je dana jeho délkou, tedy v/ <2 4 72, které se nékdy fika celkova kiivost.
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Véta 2.25. Necht' f(t) > 0, g(t) jsou hladké funkce definované na otevieném intervalu /. Pak
existuje az na piimou eukleidovskou shodnost pravé jedna hladk4 kiivka c(t) v R? parametrizo-
vana obloukem na intervalu [ tak, Ze

Tyto rovnice se nékdy nazyvaji prirozené rovnice krivky.

Véta 2.26. Pro reguldrni hladkou parametrizovanou kiivku ¢ : I — R? bez inflexnich bod plati,
Ze lezi v néjaké roviné pravé tehdy, kdyz 7(¢) = 0 pro kazdé t € I.

Dukaz.

* (=) Lezi-li ¢ = (¢, ¢y, ¢;) v n&jaké roving, existuji p, ¢, r, s € R takovd, Ze (p,q,r) #
(0,0,0) apro vSechnat € I je pc,(t)+qc,(t)+rc.(t) = s, tedy c-(p, ¢, ) = s. Postupnym
derivovanim podle ¢ dostaneme

C/ ' (p7Q7T) = OJ
C” : (pa q, T) = Oa
<" (p,q,r) =0.

Vektory ¢/, ¢”, ¢ viechny lezi v prostoru LO{(p, ¢,)}* dimenze dva, takZe jsou linedrn&
zéavislé. Z toho plyne rovnost det(c’|c”|c”) =0atedyiT = 0.

+ ( <= ) BUNO uvaZujme c parametrizovanou obloukem. Je-li 7(t) = 0 pro vSechna t € I,
potom b’ = —7n = o, tedy b je konstatni. Zvolme t, € I libovolné a definujme

h(t) = (c(t) — c(ty)) - b(t), t € 1.

Platih(tp) =0ah’ =c¢’-b =t-b = 0, takze h = 0, neboli c - b = c(¢,) - b. Kfivka tedy
lezi v roviné c(tg) + LO{b}*. O

Véta 2.27. Pro reguldrni hladkou parametrizovanou kiivku ¢ : I — R? vnofenou do R? zobra-
zenim (z,y) — (x,y,0) plati k = || a v neinflexnich bodech n = sign(x, )n..

Diikaz. Necht ¢ = (¢, ¢;) = (¢4, ¢y, 0). Snadno spocteme
)
(¢, ¢y, 0) x (7, ¢y, 0)|

/ /

C C

0,0,det | 5 ¥

xT? y7 x? y7 cg; Cy

(JE+ G+ (VE+ @GP

Ry, =
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Dile v neinflexnich bodech ozna¢me t = (¢,,t,,0). Dostdvame
n, = (—t,,t;,0),
¢ xc”
— 0,0, 2

n =b x t =sign(x,)(—ty, t,,0) = sign(x,)n,.

2.3 Kfrivkovy integral

Definice 2.28. M¢&jme hladkou parametrickou kiivku c(t), t € (a, ) v R™ a redlnou funkci f
definovanou na (c). Pak definujeme Krivkovy integrdl 1. druhu

/fds—/f DII(0)ldt,

pokud integrél napravo existuje jako Lebesguetiv integral.
Véta 2.29. Kftivkovy integral prvniho druhu nezavisi na (re)parametrizaci.

Diikaz. At c(t),t € (a, ) je hladkd parametricka kiivka v R", c(s) = c(¢(s)),s € (&, B) je
jeji reparametrizace a f je redlnd funkce definovand na (c).
Rozli§ime dva piipady a pocCitdme:

. ¢ >0:
[ relewlas= [ etoniiseeiom s

/f DIle/(8)1dt.

/f DIIe(s) ||ds—/ F(e(é())]d(s)e (6(s))]|ds

/f DIle (8,

_ / Fe@(s))IIe(6()9(5)ds \dt i

2. ¢/ <0:

/f Dl lidsas = |

kde v posledni rovnosti se minus vykrati s prohozenim mezi.

]

Definice 2.30. Délku kfivky definujeme jako integrdl prvniho druhu z konstantni jednotkové
funkce
l(c) = / 1ds.
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Definice 2.31. Parametrizovana kfivka ¢ : [a, 8] — R? se nazyvd uzaviend, jestlize c(a) =
c(p). Tuto kiivku navic nazveme jednoduchou, je-li ¢ prosté na [«, [3). Jednoduchd uzaviend
rovinna kiivka se rovnéz nazyva Jordanova.

Véta 2.32 (Umlaufsatz). Je-li c(t), t € [«, 5] hladkd uzaviend kiivka, pro kterou navic t(a) =
t(/), pak existuje k € Z (nazyvané index kiivky) takové, ze

/liz ds = 2k.

Je-1i navic c jednoduchd a kladné orientovand (proti sméru hodinovych rucicek), pak £ = 1.
Diikaz. (Caste¢ny.) Podle véty 2.14 existuje hladka funkce 6 : [, 8] — R splitujici
t(t) = (cos(t),sinb(t)),
0'(t) = k=D, t € [, B].
Z t(a) = t(pB) plyne 0(B) = 6(«) + 2km pro né&jaké k € Z. Tedy dostavame
B B
/C/{ZdS = /a k. ()| (t)||dt = / 0'(t)dt = [0(1)]? = 2k.

«

]

Definice 2.33. Méjme hladkou parametrickou kiivku c(t), ¢t € (a, f) v R™ a zobrazeni (vekto-
rové pole) F : (c) — R". Pak definujeme KFivkovy integrdl 2. druhu

/C FdX /a "Fle(t) - ¢ (bt

pokud integral napravo existuje jako Lebesguetiv integral.

Véta 2.34. Krivkovy integral 2. druhu nezavisi na reparametrizaci zachovavajici orientaci a mén{
znaménko pfi zméné orientace.

Dukaz. Pro dané c a F definujme funkci f := F' - t (skaldrni soucin pole a te¢ného vektoru).
Pak podle definice snadno ovéfime, Ze plati

/chX:/cfds.

Ale integrdl 1. druhu se neméni pfi reparametrizaci. Pfi zméné orientace kiivky se vSak f zméni
na —f. O

Véta 2.35 (Greenova véta). Necht’ c je jednoducha, hladkd, uzaviend, kladn€ orientovana (proti
sméru hodinovych ruciek) kiivka v R% Necht F(x,y) = (Fi(z,y), F»(z,y)) je hladké vekto-
rové pole definované na néjakém okoli uzavéru Int c. Pak

0Fy, 0F;
FdX = _— - — .
/c d Intc ( ax ay ) dxdy

24



Dukaz. (Nédznak.) V&tu dokdZeme pro specidlni pifpad kiivky c : [a, 8] — R? ze znéni véty.
Predpoklddejme, Ze c lze ,rozdélit” na dvé hladké kiivky ci(x) = (z, g1(x)), ca = (z, g2(2)),
x € |21, 2], kde g1, g2 : [21, T3] — R jsou zobrazeni spliiujici:
* gi(1) = g2(x1), g1(z1) = ga(x2) (tedy c(a) = c(8) = ci(z1) = cafz1) ac(y) =
c1(x9) = co(x2) pro néjaké v € (a, f)),
* q1(x) < g2(x), © € (21, 29) (tedy c; je ,.dolni East* ¢ a cq ,.horni“, ovSem ¢, je opacné
orientovand nez skutecnd prislusna cast c).

Symetricky budeme chtit, aby kfivka mohla byt rozdélena na ,levou ¢ast“ c3(y) = (g5(y), y)

a ,pravou Cast ¢y = (94(v),y), v € [y1,y2] s analogickymi vlastnostmi.
Pro hladké vektorové pole F = ([}, F;) miZeme psit:

/FdX = /Fl(x,y)d:n + Fy(z,y)dy

- </ Fi(z, gi(w))dw = / Fl(x,g2(x))dx) +

1

+ (— /y2 Fg(gs(y),y)dy+/y2 FQ(g4(y)7y)dy)

9 Y1
Y2

:/ﬁﬂwmmwwmwmmm+/<4wwww+ﬂ@@wmu

Y1
Pocitejme nyni (s vyuzitim Fubiniho véty):

F z2  pg2(x) )2
Intc ay T g1(z) ay
€2

=/(E@@@D—E@m@mw-

1

Analogicky ukdZzeme, Ze

/mc %dxdy = /yQ(—FQ(gg(y),y) + F>(94(y), y))dy

Y1

Secteni téchto dvou rovnosti ddva Greenovu vétu pro c.
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Lemma 2.36. Bud’ c(t) = (c,(¢),y,(t))", t € [, 8] kladn& orientovand, hladkd, jednoduchd,
uzaviena kiivka. Pak plosny obsah oblasti Int c je roven

8 8 1 8
A= / cx(t)c, (t)dt = —/ ey () (t)dt = 5/ (caCy — Chey)dt.

Diikaz. At c(t),t € [, (] je kiivka ve znén{ véty. Dédle méjme vektorové pole F(z,y) = (0, z).
Pak z véty 2.33 dostavame, Ze

/FdX = ldzdy = A.
c Intc
Také ovSem z definice miZeme psat

B B
JFax= [ 0.e) .= [ o,

¢imz dostavame jednu z dokazovanych rovnosti. Zbylé rovnosti dostaneme analogicky volbou
F(x,y) = (—y,0), respektive F(z,y) = (—%y, %x) O
Lemma 2.37 (Wirtinger). Necht' f(t) : [0,7] — R je hladkd funkce, pro kterou plati f(0) =

f(m) = 0. Pak
/f’2 dt>/f2 t)dt

a rovnost nastane pravé tehdy, kdyz f(¢) = Dsin(t), kde D je konstanta.

Diikaz. Oznacme ¢(t) = fl Eﬁ, t € (0,7), a (s vyuzitim L’Hospitalova pravidla) spojité dodefi-
nujme
0)=1 t)=f.(0
9(0) = lim g(t) = f.(0),
g(m) = lim g(t) = f.(m).
t—m

Plati tedy f(t) = g(¢)sint, t € [0, 7] a miZeme pocitat:
/ f(t)*dt = / (g'(t) sin(t) + g(t) cos(t))*dt
:/0 g?(t) sin?(t)dt + /07r 2g(t)g'(t) sin(t) cos(t)dt + /OTr g (t) cos®(t)dt

(g*(1))
a pouZitim per-partes na stiedni ¢len dostdvame

= /Ow(g’(t) cos(t))*dt + \[gz(t) sin(t) cos(t)]§ — /07r g*(t)(cos?(t) — sin®(t))dt

~~
0

+ /07r g°(t) cos?(t)dt

:/Ow(g/(t)cos( ) dt+/0( ) sint) dt>/ £
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Rovnost zfejmé nastava pravé pro ¢’ nulovou, tedy f(t) = D sin(t) pro néjaké pevné D € R.
]

Véta 2.38 (Isoperimetrickd nerovnost). Bud’ ¢ : [a, b] — R? hladkd jednoduchd uzaviend kiivka
délky [ a bud’ A plo$ny obsah Int c. Pak

l2
— > A
A — 77

pritom rovnost nastane, pravé kdyZ c je kruZnice.

Dukaz. Méjme kiivku ve znéni véty a at’ c(s) je jeji parametrizace obloukem. Pak s € [0,[] a

s

||¢|| = 1. Déle uZijeme reparametrizace t = ¢(s) = 7, z CehoZ plyne, ze t € [0, 7] a tudiZ
pro rychlost plati ||/ (t)|| = [|(¢~!)" - ¢|| = L. Navic celou parametrizovanou kiivku zobrazime
pffmou shodnosti tak, aby platilo c(0) = c(7) = [0,0] a ¢/(0) = (c,,0), kde ¢, > 0.

Nyni kfivku vyjadiime v ,,polarnich souradnicich*:

c(t) = (ca(t), ¢y(t)) = r(t)(cos O(t), sinb(t)),
kde r, 6 jsou hladké a r je kladnd vyjma koncovych bodi, ve kterych mame r(0) = r(mw) = 0.
Plati

l 2
<_) =[P =cf + nyQ = (1" cos @ — rf sin 0)? + (r'sin @ + r6 cos )* = r'* + r?0”?,
T

z ¢ehoZ plyne
™ 12
/ (r? +r20?)dt = —.
0 T

Z lemmatu 2.34 spocitdme ploSny obsah oblasti Int c jako

1 [" 1 ["
A= —/ (el — cyc)dt = 5/ (rcosO(r' sinf + 16 cos ) — rsinO(r' cos 6 — r6’ sin 6))dt
0 0

5 y
1 T
:—/ r29'dt.
2 Jo

12 1 [ 1 /7 L
A= —/ (7"/2 + 7,26/2 o 2T29/)dt — Z_1/ 7,2(9/ . 1)2dt + Z/ (le . Tz)dt,
0 0 0

Mizeme tedy pocitat:

A 4
Prav4 strana je ovSem nezdpornd, nebot’ v prvnim integrdlu je mocnina a v druhém aplikujeme

Lemma 2.35. Celkem tedy
2
L
4 =
Zaroven z obou integrali vidime, kdy nastane rovnost; v prvnim pravé tehdy, kdyz 6 = ¢,

a v druhém kdyz r = D sin(t).

27



[0, 0]

V tom pripadé po prechodu zpatky ke ,kartézskym souradnicim‘ a drobnych tpravach do-
stdvame

c(t) = (0, g) + g(sin(%), —cos(2t)), t € [0, 7],

takZe jde o kruZznici. ]

3 Afinni prostory a zobrazeni

Definice 3.1. M¢éjme vektorovy prostor V' dimenze n nad télesem 7'. Neprazdnou mnoZinu A
spolu se zobrazenim @ : A X V' — A nazveme afinnim prostorem se zamérenim V jestliZe

I.VuuveVVXeA: (Xpu)dv=Xd(utv)

2. VX, Y e A dveV . X®v =Y, tento vektor znacime v =Y & X.

Prvky A nazyvdme body afinniho prostoru. Dimenzi afinniho prostoru definujeme jako dimenzi
jeho zaméreni. Pokud nebude hrozit nedorozuméni, budeme misto & psdt obycejné + a misto ©
psdt —.

Priklad 3.2.
¢ Mnozina A = R? je afinnim prostorem nad vektorovym prostorem V' = R2,
* Obecné pro libovolny vektorovy prostor mizeme klast A = V.

* MnoZina
A={(z,y,2)T €eR®:24+2y+32-6=0}

je afinnim prostorem nad

V = LO{(-2,1,0)7,(—3,0,1)7}.

* Obecné je kazdy linedrni dtvar (feSeni soustavy linedrnich rovnic) afinnim prostorem nad
svym zaméfenim (feSenim prislusné homogenni soustavy).
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Véta 3.3. M¢jme afinni prostor A se zamérenim V/, pak pro libovolné prvky A, B, C,D € A;
u, v € V plati

I. Abo=A

2. (BeA)=—(ASB)

3.(AeB)+(BeC)=AcC

4. (Adu)— (Bov)=(ASB)+ (u—v)

5. (AcB)+(CeD)=(AeD)+ (CeB)
Diikaz.

1. Z druhého axiomu afinniho prostoru vime dlv € V : A & v = A a dédle miZeme za
pomoci prvniho axiomu psét

Ado=(Adv)do=Ad(V+o)=Adv=A,

¢imz ziskavame poZadované tvrzeni.

2. Oznalmev=B S Aaw=A9B.

Jsou to ty jednoznacné€ urcené vektory, Ze
Aev=8B Bew=A.
K prvni rovnosti pfi¢teme é&w a dile upravime.

(Aov)eow =A
Ao (v+w) =A

Jelikoz existuje prave jeden takovy vektor pro kazdé A a o posledni rovnost spliuje, plati
vV+w=o,tedyw = —v.

3. Necht v=BoCaw=A9B.
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UkédZeme, Ze nésledujici vyraz je roven A.

Co(v+w)=(Capv)ow=Bow=A

Podobné bychom dok4zali 1 zbylé formule.

Dusledek 3.4.

* Pro kazdé X € A je zobrazeni px : V — A definované jako ¢x(v) = X + v bijekei
mnozin V a A.

* Pro kazdé v € V je zobrazeni f, : A — A definované jako f,(X) = X + v bijekci
mnoziny A. Navic zobrazeni v — f, je vnofenim aditivni grupy (V,+) do grupy bijekci
(permutaci) (A, o).

Definice 3.5. Soustavou souradnic (nebo také repérem) v afinnim prostoru A dimenze n ro-
zumime (n + 1)-tici S = (P,uj,us,...,u,), kde P € A je bod nazyvany politek a B =

(u,uy,...,u,) je baze V. Pro libovolny bod X € A definujeme jeho soufadnice v soustavé S
vztahem

X]s = [X - Pls.
Jedn4 se tedy o jednozna¢né uréenou n-tici skaldrd (¢y,. .. ,t,)7 tak, Ze

X:P—i—tlul—i—tQuQ—i—...—i—tnun.

Pro jednoduchost se i pro vektory dovoluje zdpis [v]s := [v]p.

Véta 3.6. Méjme v afinnim prostoru A dvé soustavy soufadnic S = (P,uj,us,...,u,)a s =
—_——
B
(P’,u’,u}, ..., ). Pak pro libovolny bod X € A plati
—_——
B/

Xls = [1d)% [X]s + [Pls.
Zaroveti pro kazdy vektor v € V trividlng plati [v]s = [Id]5,[v]s.

Diikaz. Pro vektory dovolujeme zépis [v]s := [v]p pro soustavu S a B bdzi V, tedy také

[V]s := [v]’s. Ze znalosti pfechodu mezi bazemi ve vektorovych prostorech pak dostivame
Vs = [1d]5 [V]s.

30



Prvni ¢4ast tvrzeni spocteme prechodem do vektorového prostoru s
vyuzitim definice, prevodem mezi bazemi zde a pak navratem k druhé
soustavé soufadnic.

X]s = X=Plp =[X-P)+ ([P -P)|p =
= [(X=P)p+ [P -P)p =
[Pl
= [Id]} [X - Pz +[P]s
X]s

[
Definice a lemma 3.7. Pro libovolné body By, . .. By v afinnim prostoru A a koeficienty ¢y, ...c; €

k
T spliujici ¢y + ¢co + - - - 4+ ¢ = 1 definujeme afinni kombinaci Z ¢;B; jako bod

i=1

k

P+> «(B-P), )

i=1
kde P je libovolny bod a vyraz (1) na jeho volbé nezaleZi.

Dukaz. Méjme dva libovolné body P a P’. Ukdzeme, Ze se vyraz (1) pro P’ rovnd tomu pro P.
Pric¢teme vyraz rovny dle bodu 2. Véty 3.2 nulovému vektoru
a upravime. B,

B,
+(P—P)+ (P —P)- B, \ /
/

> (B —P)+ (P -P)+ (P -P)

k
P'+) (B - P)

=1

© 9

=P +

P

Podle druhého axiomu jsme mohli vektory v hranaté zdvorce nejprve secist, azZ pak je pricist
k bodu P’. Ddle z komutativity s¢itani ve vektorovém prostoru mame:

k

i=1

= IP’ + (P — P’)l+ =

P

Prvni ¢len je roven P z definice. Vektor (P’ — P) vyndsobime ¢;, jejichZ soucet je 1, a poséitame.
Poté sumy slouc¢ime, vytknutim ¢; a pouzitim bodu 3. z Véty 3.2 ziskdme vysledek.

k k

=P+ ¢(Bi-P)+ > (P —P)=

i=1 i=1
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]

Dusledek 3.8. Jestlize mdme jakoukoliv soustavu soufadnic S, pak v ni vyjadiime afinni kom-
k

k
binaci X = Z ¢;B; snadno jako [X]g = Z ¢i[Bils-

1=1 i=1

Diikaz. Necht' S = (P, vy, vy, ..., V,) je soustava soufadnic s poitkem soufadnic P. Z minulé
———— ——

B
definice pro X plati (zvolili jsme P jako pocatek soufadnic)

k
X=P+> «B;-P).

=1
Vyjadiime X v soustavé S.

k

X]s=[X-P|s = [Z ¢(B; — P)

=1

k k

=Y al[Bi-P)y =Y aBils

B i=1 i=1

Pouzili jsme definici soustavy soufadnic pro vyjadieni v B, zavedeni X, linearitu pfechodu mezi
bazemi vektorového prostoru a opét definici pro vyjadreni vysledku v soustavé soufadnic S. [J

Definice a lemma 3.9. O libovolnych bodech By, B,, ... B v afinnim prostoru A fekneme, Ze
jsou v obecné poloze pravé tehdy, kdyZ vektory {(By — By), (B — By),...,(Bx — B1)} jsou
linearné nezdvislé. Vlastnost byti v obecné poloze nezavisi na poradi bodda.

Diikaz. Permutaci bodt Bs, ... By, se jen permutuji vektory {(B; — By), (B3 —By), ..., (B —
B;)} atedy se neméni jejich linearni zavislost/nezavislost. Prohozenim bodd B; a B, se piejde
k posloupnosti vektorti

{(B,—B,), (B3—B,),...,(By—B)} = {—(Bs—B,),(B;~B,)—(Bs—B)), ..., (B;—B,)—(B,—B,)}.

Nezméni se tedy ani jejich pocet, ani jejich linedrni obal a tedy ani zdvislot/nezéavislost. KaZzdou
jinou permutaci bodi dostaneme slozenim permutaci studovanych.

Definice a lemma 3.10. V afinnim prostoru A dimenze n m&me (n + 1) bodd By,... B, v
obecné poloze. Pak 1ze kazdy bod X € A vyjadfit pravé jednim zpiisobem jako afinni kombinaci

téchto bodu
n+1 n+1

X = ZCiBi, kde ZCZ' =1.
=1 i=1

Posloupnost bodi Z = (By, ... B, 1) nazyvame barycentrickd soustava souradnic a (n+1)-tici
skalar@ (ci, ..., cny1)T nazyvdme barycentrické soufadnice bodu X.
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Dukaz. To 7ze X = Z”;Lll ¢; B; podle definice znamen4, Ze pro libovolné P € A plati

(X -P) = ch-(BZ- —-P).

Specidlné mizeme volit P = B, a dostaneme

n+1
(X — B1> =C (Bl — Bl) + Z Cz(Bz — B1>,
S———— i—2

tedy se jednd o vyjadieni vektoru (B; — By) jako linedrni kombinaci vektort {(B; — B;), (B3 —
By),...,(B,s1 — B1)}, které tvoii bazi (jsou LN diky obecné poloze a jejich spravny pocet).
Toto vyjadieni je tedy jednozna¢né. Poznamenejme, Ze koeficienty cs, . . . ¢,41 miZeme chdpat
jako libovolné a
cg=1—(co+...4+chy1).
O]

Priklad 3.11. V prostoru A = R? vrcholy B, jakéhokoliv trojihelniku B, B, B3 tvoii bary-
centrickou soustavu soufadnic a soufadnice t€Zisté jsou (1/3,1/3,1/3).

Dusledek 3.12. Jestlize Z = (By, ... B, 1) je barycentrickd soustava soufadnic a (cy, . . ., ¢, 1)7
odpovidajici barycentrické soufadnice bodu X, pak

S =(B1, (B2 —By),(B; = By),..., (B, —By))

je afinni soustava soufadnic a [X|s = (co, ..., ¢cnp1)7.
Obecnéji, jestlize mame libovolné body By, ..., By a skaldry cy, .. ., ¢x spliujici ¢; + ¢ +
<-4 =1, pak

k k
Zcz’Bz’ = Bl + ZC”L(BI — Bl),
i=1 =2
tedy vSechny afinni kombinace danych bodi odpovidaji tomu, Ze se k prvnimu bodu pfictou
vSechny linearni kombinace rozdilovych vektorti. Pov§imnéme si, Ze druha summa zacina od
i = 2, tedy koeficienty linedrni kombinace jsou libovolné bez omezeniac; = 1 — (co+- - +¢p).

Definice 3.13. Necht' A je afinni prostor nad télesem 7' se zaméfenim V. Afinni prostor B nad
té€lesem 1" se zaméfenim W nazveme afinni podprostor prostoru A, pokud B C A, W <V a
s¢itani bodu a vektoru v B je ziZenim scitani bodu a vektoru v A.

Véta 3.14. Necht' A je afinni prostor nad t€lesem 7" se zaméfenim V', X € A libovolny bod a
W < V libovolny vektorovy podprostor. Pak mnoZina

X+ W

je afinni podprostor A a kazdy afinni podprostor 1ze vyjadfit timto zpisobem, ktery nazyvame
parametrické vyjddrent.

Dukaz. Nejdiive dokdZeme, Ze je to afinni podprostor A. Je jasné, Ze se jednd o podmnoZinu A
a zaméfeni W je podprostor V.
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Nahlédneme, Ze mnoZina B = X + IV je afinnim prostorem,
ovéfenim dvou axiomil. Vlastnost s¢itani z prvniho axiomu se
zdédi z celého prostoru. Ve druhém chceme dokazat

VY, Ze B IweW: Y +w=27.

Existuje nejvyse jeden takovy vektor w, protoZe v celém V', odkud jsou1 Y a Z, je prave jeden.
Ukdzeme, Ze tento vektor je i ve WW. Z popisu mnoZiny B mame pro wi, wy € W

Y:X—I—Wl

Z:X+W2

Chceme (X + wy) + w = X + wy, coz splnime, kdyZ zvolime w := wy — wy. Pak w € W,
protoze W je vektorovy podprostor. Tedy popisovand mnoZina je afinni podprostor.

Nyni zbyva ukazat, Zze kazdy afinni podprostor B lze vyjadfit timto zpisobem. Staéi vzit
libovolny bod X € B, pak B = X + W, protozZe plati axiom, Ze do kazdého bodu z B se
dostaneme pfictenim vektoru ze zaméfeni. O]

Definice 3.15. Necht' Z je neprazdnd mnoZina bodut afinniho prostoru A. Afinnim obalem mno-
Ziny Z rozumime mnoZzinu AO(Z) vSech afinnich kombinaci bodti z Z.

Véta 3.16. Pro kazdou kone¢nou neprazdnou mnoZzinu bodi je AO(Z) afinnim podprostorem.
Kazdy afinni podprostor dimenze k lze vyjadfit jako afinni obal (k + 1) bodu. Toto vyjadieni
nazyvame bodové vyjddreni.

Diikaz. Ozna¢me Z = (By,...,B;). Pak body Zi ¢;B;, kde ZZ L ¢ = 1, tvoiff mnoZinu B
vSech téchto afinnich kombinaci, tedy AO(Z). Kaidou takovou afinni kombinaci miiZeme zapsat

l
B, +ZcZB B,),

X /

-

cew

kde linearni kombinace reprezentovana sumou muze byt libovolnd, ¢; uZ nemusi mit soucet 1,
aW = LO{(Bs —By),...,(B;—By)}. Tedy LO(Z) lze vyjadfit jako X + W a dle Véty 3.14
je to afinni podprostor.

Naopak ukazeme, Ze kazdy afinni prostor dimenze k se da vyjadfit jako AO k + 1 bodu.
Provedeme stejnou tivahu opa¢né. Mame afinni prostor B = X + W, ozna¢ime bazi W jako
(Wl,...,wk).PakB:AO{X,X+W1,...,X+W;2}. H

~~
k+1 bodd

Véta 3.17. Méjme soustavu linedrnim rovnic s matici M typu m X n nad télesem 7" a pravou
stranou c. Pak jeji feSeni {z : Mx = c} tvoii afinni podprostor aritmetického afinniho prostoru
T". Navic kazdy afinni podprostor 7™ lze vyjadfit timto zptisobem. Toto vyjadieni nazyvame
rovnicové vyjddreni.
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Dukaz. Z linedrni algebry vime, Ze mnoZina feSeni soustavy Mx = ¢ md tvar x; + ker M pro
né¢jaké partikularni feseni x,. Dle Véty 3.14 je tedy tato mnozina afinnim podprostorem. Naopak
pro kazdy podprostor tvaru X + W muzZeme nalézt matici M tak, aby ker M = W a podprostor
je potom feSeni soustavy Mz = ¢, kde c = M X. O

Priklad 3.18. Uvazujme podprostor afinniho prostoru R*

+ LO

sy

|
e e
S O ==
O = O =

Chceme, aby nase zaméteni W bylo jddrem matice M, budeme tedy feSit homogenni soustavu,
kde do radki vlozime bazi prostoru, ktery mame.

1 100 1 1 00
’ 1010 0 -1 10

Maime dva pivoty, dvé volné proménné, tedy feSeni bude mit dimenzi 2. (Obecné to 2 byt nemusi.)

O = O =

—1
Reseni: LO

_ o O O

1

1 )
0
Vektory z baze feseni ddme do fadkl matice M.

1110
M_(O 00 1>, ker M = W

Jesté ur¢ime pravou stranu c tak, aby X byl feSenim — jen dosadime.

I
— = =
)
Il
— = =
Il
7N
— =
~__

Ziskali jsme soustavu Mx = c, jejimz feSenim je zadany afinni podprostor, a jde to takto udé€lat
vzdy.

Definice 3.19. (Pod)prostor dimenze 0 je bod, (pod)prostor dimenze 1 se nazyva primka, (pod)prostor
dimenze 2 se nazyva rovina, podprostor dimenze (n — 1) v prostoru dimenze n se nazyva nadro-
vina.
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Definice a lemma 3.20. M¢éjme tfi body A, B, X na afinni pfimce nad télesem 7T, pricemz
A # B a X # B. Pak definujeme délici pomér

AX
— =\

XB ’

jako jediny skaldr, pro ktery plati A\(B — X) = (X — A). Potom plati, Ze X je afinni kombinaci
bodi A, B

1 A
X — A B
ST Rl W

a tedy naopak, jsou-li (¢, ¢) barycentrické soufadnice X v soustavé (A, B), pak

AX . Co
XB ¢
Dﬁkaz Oznaéme (B — A) = vanecht (X — A) = pv. Potom (B — X) = (1 — p)v a tedy
A= Ekv1valentne W= ,\%1 a mame
A 1 A
X=A+—(B-A)= A B
B A=A T T

Zjevné paki 2 = A.

Definice 3.21. Necht' A je afinni prostora B = X + U, C =Y + W jeho podprostory. Rikame,
Zze B a(C jsou

* rovnobézné, pokud U < W nebo W < U
* riznobézné, pokud nejsou rovnobézné a mnoziny bodi maji neprazdny priinik B N C.
* mimobéZné pokud nejsou ani rovnob€zné, ani riznobézné.

Definice 3.22. M&jme afinni prostory A, B se zamé&fenimi V, W nad stejnym t&lesem 7. Rek-
neme, Ze zobrazeni f : A — B je afinni, jestlize zachovava afinni kombinace, tedy jestliZe pro
libovolné body By, ... B € A akoeficienty cy,...c; € T splilujici ¢; + co + - - - + ¢ = 1 plati

k
fQ_eB
=1

Dusledek 3.23. Afinni zobrazeni zachovavaji délici poméry. Pfesnéji, jestlize f(A) # f(B),
pak

IIMw

f(A)f(X) _ AX
f(X)f(B) ~ XB’

Dukaz. ProtoZe afinity zachovavaji barycentrické souradnice na pifimce, zachovévaji také délici
pomér. Ten je s nimi pfimo svéazan.
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Definice a lemma 3.24. M&jme afinni prostory A, B se zaméfenimi V, W nad stejnym télesem
T a f: A— B afinni zobrazeni. Definujeme zobrazeni f : V' — W predpisem

fv) = (X +v) = f(X),

kde X € A je libovolny bod. Tato definice na volbé bodu X nezivisi a navic takto definované f
je linedrni a nazyva se asociovany homomorfismus.

Dukaz. Nejprve dokdZeme korektnost definice, tedy Ze pro kazdé X, X', v plati, Ze
JX +v) = f(X) = [(X/ +v) - (X)),
Oznatme sijest€t Y = X +v,Y' = X'+ vataké w = X' — X. Jisté plati
Y =X+v+w=(-)X+ DX +(1)Y

atedyi
JY) = (=DSX)+ (FX) + (WFY) = LX) + [[X) — FEOHIY) = F(X)]
FX7)
tedy

Y = f(X) = f(Y) = f(X).
Nyni dokdZeme, Ze zobrazeni f je linedrni. M&me vektory {v;}5_, a vektorw = 2%  ¢;v,.
Necht’ P € A je libovolny bod a definujme body B, = P + v; a

=1 =1

Pak tedy plati i

a tedy
/(X)— f(P) =S [f(B) - f(P)].
N’ -

Flw) = Fovi)

Zobrazeni f zachovava linedrni kombinace a tedy je linedrni.

Dusledek 3.25. Kazdé afinni zobrazeni je ddno svym asociovanym homomorfismem a obrazem
jednoho bodu:

fX+v)=f(X)+ f(v), neboli f(Y)=f(X)+ f(Y —-X).

Obrazem afinniho podprostoru v afinnim zobrazeni je opét afinni podprostor. Afinni zobra-
zeni navic zachovavaji rovnobéZnost podprostorii. Ddle je afinni zobrazeni je injektivni, surjek-
tivni ¢i bijektivni prave tehdy kdyz tuto vlastnost ma asociovany homomorfismus.
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Definice 3.26. Afinni zobrazeni f : A — A z afinniho prostoru do sebe nazveme afinita, jestlize
je bijektivni.
Véta 3.27. Zobrazeni f : T — T" je afinni prave tehdy kdyz ma tvar

fX)=A-X+p,

kde A je matice n X m a p je vektor n X 1. V pfipadé m = n je toto zobrazeni afinitou pravé
tehdy, kdyZ je matice A regularni.

Dukaz. Jestlize je f afinni, plati pro néj

F(X) = f(0,...,00") + f(X = (0,...,0)").

i

g g

P A-X
Nyni naopak predpoklddejme, Ze zobrazeni f : R™ — R™ ma4 tvar
fX)=A -X+p.

Potom pro kaZdou afinni kombinaci z T™ plati

k

k k k k k
f (Z CiBi> =A (Z CiBi) +p = Z CiABi+Z Gp = Z (ciAB; +p) = Z i f(Bi),
=1 =1 =1 =1 =1 =1
atedy f je afinni.
Afinni zobrazeni je bijekci pravé tehdy kdyz je odpovidajici linedrni zobrazeni bijekci. To
nastane pravé tehdy, kdyz je matice A Ctvercova a reguldrni.

Dusledek 3.28. Afinity z R™ do sebe vzhledem ke sklddani zobrazeni tvoii grupu, kterou budeme
oznaCovat A(n). Jestlize

fX)=A-X+p, ¢gX)=B-X+q
pak
X)) =A"-X+(-A"p), (9of)X)=(B-A)-X+(B-p+q).

Vsechny shodnosti popsané v Dusledku 1.5 jsou i afinitami, E(n) je tedy podgrupou A(n). Rov-
néz afinni grupu miZeme vnofit do maticové grupy zptisobem popsanym ve Vété 1.7.

Dusledek 3.29. Afinni zobrazeni f : T™ — T" je jednoznacéné ddna obrazy m+1 boda v obecné
poloze. Specidlng zobrazeni f : R> — R? je ddno obrazem 3 bodd, které neleZ{ na jedné afinn{
piimce.

Poznamka 3.30. I afinity f : R> — R? je moZno klasifikovat podobné jako shodnosti, tfid bude
ovSem VEtSi pocet, protoze mame vice stupiiil volnosti (staci aby matice byla reguldrni, nemusi
byt ortonormdlni). Kromé shodnosti jsou vyznamnymi piiklady afinit stejnolehlosti (matice je
nasobkem jednotkové), podobnosti (matice je ndsobkem ortonormdlni), osové afinity (existuje

celd primka samodruznych bodii). Dtlezitym prikladem neprostého afinniho zobrazeni jsou pro-
jekce.
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Definice 3.31. Pro trojihelnik ABC' v R? definujeme jeho orientovany obsah jako

1
SABC = 5 det(B — A’C — A)
Véta 3.32. Je-li f afinita v R? tvaru f(X) = AX + p, pak
Srsmys) = (det A)Sape.
Afinity v roviné tedy zachovavaji poméry obsahu.

Dukaz. Je-li f afinita s matici tvaru AX + p, pak je A matici asociovaného homomorfismu. A
je reguldrni. f zobraz{ vektory B—AaC —Ana A(B—A)aA(C — A). Pro orientovany obsah
zobrazeného trojuhelniku tedy plati

S fB)f(C) = %det(A(B — A)|A(C — 4))
_ %det(A(B _AIC - 4))
— %det(A)det(B _A|C - A)
_ det(A)%det(B _A|C - A)
— det(A)Sazc.

Tim je véta dokdzdna.



Véta 3.33. Necht Z = (A, B, C) tvoii barycentrickou soustavu soufadnic v R? a P, , R jsou
libovolné body R?2. Pak plati

1. Body P, @, R lezi na piimce pravé tehdy kdyz det([P]z|[Q]z|[R]z) = 0.
2. Obecnéji platl’ SPQR = det([P]Z| [Q]Z| [R]Z)SABC-

Diikaz. Obsah trojdhelniku PQR je roven Spgr = 3det(Q — P|R — P) a toto &islo je nulové,
pravé tehdy kdyz body P, (), R leZi na piimce a trojuihelnik je degenerovany.
Ozna¢me barycentrické soutradnice

P q1 ™
[P]Z =1 P2 7[@]2 =19 7[R]Z =17
Dps3 q3 T3

Vyjadiime si determinant determinant ze znéni véty a upravime pomoci fddkovych a sloupco-
vych tprav.

1 @1 M
det([P]z][Q]z|[R]z) = |p2 g2 T2
P3 g3 T3
P1+D2+P3 q1+q+q r3+1r2+713
= D2 q2 T2
D3 q3 T3
1 1 1
= 1|P2 G2 T2
b3 q3 T3
1 0 0

=1|P2 G2—P2 T2 — P2
P3s g3 —PpP3 T3 —P3

o — P2 T2 — P2
g3 —P3 T3 —P3

Zaroven
P =A+py(B—A)+ps(C— A,
Q=A+q(B—-A)+q¢(C-A),
R=A+ry(B—A)+r;(C—A),
a tedy

1

= %detKC]z —p2)(B—=A) + (65 = p3)(C = A)|(r2 = p2)(B — A) + (r; — p3)(C' — A)] =
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1 g2 — P2 T2 — P2
_§d€t {(B_A’C_A) (CJS—Ps 7‘3—293)1'
- %det(B — A|C — A)det([P]4|[Q)£|[R]2),

= Sapc det([P)z][Qlz|[R]2)-

Priklad 3.34. V libovolném trojihelniku A BC ved’me z kazdého vrcholu spojnici do (vhodné)
tietiny protilehlé strany. Priseciky té€chto spojnic oznac¢me P, (), R. Dokazte, Ze obsah trojthel-
niku PQR je jedna sedmina obsahu ABC'.

C

Véta 3.35 (Cevova véta). Méjme trojuhelnik ABC' a bod X, ktery nelezi na zadné ze stran
trojihelnika (ani po prodlouzeni do piimek). Pfedpokladejme, Ze existuji prase¢iky P = AX N
BC,Q=BXNCAaR=CXnNAB. Pak plati

AR BP CQ _
RB PC QA
A
R
0
X
B C

Dukaz. ProtoZe vime, Ze afinni zobrazeni zachovava délici poméry, miizeme fici, Ze hodnota
délicich pomérti ve znéni véty se nezméni, pokud trojihelnik zobrazime afinnim zobrazenim na
A =10,0], B=10,1] aC = [1,0]. Bude ndm stacit dokdzat tvrzeni pro tento trojihelnik.
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Oznacime si soufadnice X = [z, y]. Nyni miZzeme dopocitat soufadnice bodd P, ) a R.
P je priseéikem piimek AX a BC. Plati tedy P = [ax, ay], kde o € R a ax + ay = 1, tedy
a=-1a
x y ]
T4y xty
R je pruseCikem C'X a y = 0. Pfimku CX dokdZeme vyjadfit jako [0, 1] + t(z,y — 1).
Dosazenim ¢ = = ziskdvime

P

R = 0].
[1 _ y? ]
Stejnym zptlisobem dostaneme
Y
=0, —|.
@ =1 1- x]
V tuto chvili jsme schopni dopocitat délici poméry.
AR 1, iy w
- z 1l-y—x :
RB 1-— lTy —lgy 1-— y—x

ProtoZe se délici pomér zachovava i kdyZ ho pocitame jen pro jednu ze souradnic, miZeme si
vybrat, kterou do vypoctu dosadime. Tentokrat budeme pocitat pouze s prvni souradnici.

BP =1 a—az-y y

PC 0-5 —x x

V poslednim piipadé budeme pocitat podle druhé souradnice, protoZe prvni soufadnice je

nulova.
cQ . -1 y—-1+z

1=
QA 0-— = oy
Po dosazeni ziskavame
AR.BP.C’Q_ x .g_y—l—x—l_l
RB PC QA 1—-y—2x =« —y .
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Tim je dikaz dokoncen.

Véta 3.36 (Menelaova véta). Méjme trojihelnik ABC' a pifimku p, ktera neprochazi Zadnym

z vrcholli a neni rovnobéZznd se Zadnou se stran. OznaCme si P = pN BC, QQ = pNCAa
R = pN AB. Pak plati

AR BP CQ ]
RB PC QA
A
R
B P
C
Dikaz.  OznaCme si délici poméry ve znéni véty g—g = A, g—g =)\ a g—g = A4. Chceme

vyjadfit body R, P a () vzhledem k soustavé soufadnic Z = (A, B, (). Z definice déliciho
poméru plyne
- Loay M _p
N+ A+ 1
1 A
= B+ P
Ap 1 Ap+1
1 A
= C L _A
R W L

Z véty 3:30 vime, Ze body P, ), R lezi na piimce pravé tehdy kdyz det([R]z|[P]#|[@]z) = 0.
Vyjadiime si tedy tento determinant.

T %ﬁ N 1 | 1 LA 0
(§] ([ ]ZH ]Z|[Q]Z) )\q )\pg]. )\;14’1 )\r + 1 )\p + 1 )\q + 1 A O lp
Ngt1 Agt+1 7
1

SO DO, D0, r EARA)

Vime, Ze .
0
(N+Dﬂrﬂﬂ&+ﬂ%’

proto musi platit

1+ AAA, =0
AR BP CQ
=AM TR BE G
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4 Projektivni geometrie

Definice 4.1. Mé&jme vektorovy prostor V™! dimenze (n + 1) nad t&lesem 7. MnoZinu v§ech
1-dimenzionalnich podprostorit V' nazveme projektivnim prostorem dimenze n nad télesem 7" a
oznatujeme ho P(V"*1) nebo zkrdcené jen P":

P" =P(V"™) = {LO{v} : v € V"' v # 0}.

Prvky této mnoziny nazyvame projektivni body a odpovidajici vektory v jejich vektorové za-
stupce. Zjevne, jestliZze v je vektorovym zastupcem X, pak pro libovelné 0 # A € T jei A\v
vektorovym zastupcem X.

Definice 4.2. Méjme vektorovy prostor V' dimenze n+1 nad télesem 7" a odpovidajici projektivni
prostor P,,. Libovolnou bazi (v, ... Vv,.1) nazveme soustavou projektivnich souradnic prostoru
P,.. Soufadnicemi bodu X € P, pak rozumime uspofadanou n + 1-tici skalard (c1,...cu41)

takovou, ze
n+1

i=1

Tyto soufadnice jsou ddny aZ na ndsobek, protoze pro libovolné 0 # A € T zjevné (c1, ... Cpi1)
a (Acy, ... Acpy1) urcuji stejny projektivni bod X. Proto se témto soufadnicim nékdy tikd ho-
mogenni a zjevné vzdy alespon jedno ¢; musi byt nenulové. Kone¢né pro libovolné 0 # p € T
zjevné baze (vi,...Vyy1) @ (uvy, ... uv,y1) uréuji stejny systém projektivnich soufadnic.

Definice 4.3. Podmnozinu P* C P" nazveme projektivnim podprostorem dimenze k, jestlize
existuje vektorovy podprostor VA1 < V"+! dimenze (k + 1) tak, Ze

P* = {LO{v} :v € V¥ v £ 0}.

Projektivni (pod)prostor dimenze 0 nazyvame bod, (pod)prostor dimenze 1 pfimka, (pod)prostor
dimenze 2 rovina a podprostor maximélni dimenze (n — 1) nadrovina. Rekneme, ze bod LO{w}
lezi v podprostoru P*, jestlize LO{w} < V*+1,

Definice 4.4. Jestlize P(V**1) je podprostor P(V"*1) a (wy, ..., Wy 1) n&jaka baze VF+1, pak
Ize kazdy bod X € P(V**1) vyjadfit jako

k+1

i=1

Tomuto vyjadfeni fikdme parametrické vyjddreni podprostoru. Pro libovolné 0 #£ \ € T zjevné
(t1,...trs1) @ (Aty, ... Atgyq) urcuji stejny projektivni bod X.

Definice 4.5. Mé&jme projektivni prostor P* = P(V"*1) nad t&lesem T'. Kazd4 nadrovina P"~! C
P™ mlzZe byt popsdna pomoci nenulové linedrni, kterd je prvkem dudlniho prostoru formy ¢ €
‘/*n—&—l:

P! = {LO{v} :v € VF! 4(v) =0,v # 0}.

Toto vyjadreni nazyvame rovnicové vyjadreni nadroviny. Navic, pro libovolné 0 # A € T' popi-
suje A/ tutéz nadrovinu. Soufadnice linedrni formy oznacujeme jako fadky s hvézdickou.
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Priklad 4.6 (Vypocty v projektini roving.). V projektivni roviné P? = P(R?) kazdymi dvéma
riznymi body prochazi praveé jedna piimka a kazdé dvé rizné piimky se protnou v jednom bodé.
Méjme zadany body A = (1,2,3), B =(1,0,—1), C(0,1,1), D(5,2,1). Urcete bod ABNED.

Definice a lemma 4.7. Méjme v projektivnim prostoru P" nad télesem 7' tyfi navzdjem zGzné
body A, B, C, D, které lezi na jedné projektivni piimce. Necht’ a, b, ¢, d jsou jejich vektorovi
zastupci a necht’ plati

c = aa+ (b
d = a2a+,62b.

Pak definuji dvojpomér usporadané Ctverice bodd

(AB.CD) = e
Q102
kteryZto vyraz nezavisi na volbé vektorovych zastupcu. Jestlize (A, B, C, D) = —1 fekneme, Ze

usporadand Ctvefice bodu tvoti harmonickou ctverici.

Dukaz. Vektory a, b, ¢, d jsou nenulové (kazdy je zdstupcem projektivniho bodu, tedy generuje
jednodimenzionalni podprostor), Zddny neni ndsobkem jiného (projektivni body jsou rizné) a
lezi v dvoudimenziondlnim prostoru (body leZi na projektivni pfimce). Libovolné dva z nich
tedy tvofi bazi onoho dvoudimenzionalniho prostoru.

Navic uvedeny zlomek definujici dvojpomér nezavisi na volbé vektorovych zastupci. Jestlize
namisto vektort a, b, ¢, d zvolime jako jiné zastupce jejich ndsobky

a=M\a, b=XM\b, &é=\c, d=\d,

pak plati
A A -
o — € 3 “3b
C /\a a1 a-+ )\b 61
a1 B
- A A -
d = )\—dOéQ a + )\—dﬁg b
a b
—~— —~—
o2 B2
a tedy

@l anfh

6[132 B 05152 .

Poznamka 4.8. Pro permutace poradi bodu plati rovnosti

(B,A,C,D) = (A,B,D,C) = (A, B,C, D)
(A,C,B,D) = (D,B,C,A) =1—(A,B,C,D)
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Definice 4.9. Mé&jme projektivni prostor P(V"*!) nad t€lesem T a kvadratickou formu ¢ na
V1 Neprdzdnou mnoZzinu

Q= {LO{v} :ve V! ¢(v) =0,v # 0} Cc P(V")

nazveme projektivni kvadrikou. Tuto kvadriku nazyvame regularni, jestliZe je forma q regularni,
tedy md hodnost n 4 1. Kvadriky v projektivni roviné nazyvame t€Z kuzelosecky.

Definice 4.10. Mé&jme projektivni prostor P(V"*1) nad t€lesem 7' a v ném kvadriku @) danou
kvadratickou formou ¢ a necht’ b je pfislu$nd symetrickd bilinedrni forma, tedy ¢(v) = b(v,v).
Rekneme, 7e dva body X = LO(v), Y = LO(w) jsou polarné sdruZené, jestlize b(v, w) = 0.

Lemma 4.11 (O polarit&). M&jme projektivni prostor P(V"*1) nad té€lesem 7" a v ném reguldrni
kvadriku (). Pak

1. Body sdruzené s libovolnym bodem X € P(V"™*1) tvofi nadrovinu, kterou nazveme poldra
k X a oznacime px.

2. Naopak ke kazd4 nadrovina je poldrou k pravé jednomu bodu, ktery se nazyva jejim polem.
3. Pro libovolné dva body X, Y plati

Xepy(:)YEpX.

4. Bod je X sdruzen sam se sebou (nebo-li lezi na své polére px) pravé tehdy, kdyZz lezi na

Q.
Xepye Xeq.

V tomto piipadé px nazyvame te¢nou nadrovinou ke () v bodé X.

Diikaz. Zvolme pevné bazi prostoru V" *! a ozna¢me B matici odpovidajici symetrické biline-
arni formy vzhledem k této bazi.

1. Prolibovolné X = (xy, 9, ..., T,+1) hledejme polarné sdruzené body. Bod Y = (y1, vz, -, Ynt1)
je polarné sdruzen s X préavé tehdy kdyz

XT"BY =0.
S——

Px

AvSak XTB +# 0 je nenulovy fadek (B je reguldrni) a tedy ziskdvdme jednu linedrni
podminku na Y danou jako nulovani linedrni formy px = X7 B. Tyto body tedy tvoii

nadrovinu.
2. Méjme naopak néjakou nadrovinu popsanou jako jadro formy p = (pi,...,pns1)*. Pak

diky regularit& B existuje pravé jedno X takové, ze p = X1 B.
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3. Trividlné plyne ze symetrie B, protoZe
X'BY =0« Y'BX =0.
Povsiméme si, Ze

4. Bod X je z definice sdruZzen sam se sebou pravé tehdy kdyz X7 BX = 0, coZ piesnd
znamend, ze X € Q.

Definice 4.12. M&jme dva projektivni prostory P™ = P(V™ 1) a P" = P(V"*!) nad stejnym
télesem 7" a néjakou podmnoZzinu A C P™. O zobrazeni

F:A—-P"

fekneme, Ze je projektivni, jestlize existuje linedrni zobrazeni ' : V™! — V"+l tak, Ze pro
kazdé v € V™! takové, ze LO{v} € A plati

F(LO{v}) = LO{F(v)}.

Poznamka 4.13. Omezeni na podmnozinu A v definici 4.12 je nutné z toho divodu, Ze kdyz
line4rni zobrazeni F' neni prosté, tak zobrazeni F' nemiiZe byt definovano na bodech reprezen-
tovanych vektory z ker ', nebot LO{0} neni projektivni bod. Jestlize je F' prosté, pak je F
definovano na celém prostoru P”, v opacném piipadé na dopliiku projektivniho podprostoru (od-
povidajictho ker F'). Budeme studovat zejména projektivni zobrazeni na témze prostoru (tedy
m = n) generovana reguldrnimi linedrnimi zobrazenimi na V"1,

Véta 4.14. Projektivni zobrazeni F' : P" — P" z afinniho prostoru do sebe jsou bijektivni pravé
tehdy, kdyZ odpovidajici linedrni zobrazeni F jsou bijektivni. Tato zobrazeni F' nazveme projek-
tivni transformace. VSechny projektivni transformace daného prostoru tvori grupu vzhledem ke
skladdni, kterd se nazyva projektivni grupa.

Diikaz. Necht' [ je bijekce. Zvolme v, w z piislusného vektorového prostoru V"' a oznaéme
X = LO{v},Y = LO{w}. Pfedpokladejme F'(X) = F(Y), z definice F plyne LO{F(v)} =
LO{F(w)}. JelikoZ se rovnajf line4rni obaly, musi se generujici vektory lisit pouze o n&jaky
nenulovy nasobek A, tedy F(v) = AF(w) = F(\w), nebot F' je linedrni zobrazeni. Diky
prostoté F' mame v = Aw a nakonec LO{v} = LO{w}, neboli X = Y a F je prosté. Z
toho, ze barF' je surjektivni plyne, Ze v jeho obrazu jsou vSechny vektory a tedy i vSechny
jednodimenziondlni podprostory a tedy £’ je surjektivni.

Jestli-7e naopak predpokldddme, 7e F je bijekce, pak musi byt F' prosté, protoze jinak by
F nebylo definovano pro linedrni obaly vektord z KerF. Ze surjektivity F pak plyne, Ze pro
libovolné v # 0 mus{ existovat \ # 0 takové, 7e \v € ImF a z linearity jeiv € ImF.

Projektivni transformace F' tvoii grupu, protoZe sklddani, identita a brani inverzniho zob-
razeni odpovidaji témto operacim pro bijektivni linedrni zobrazeni F. Ob& grupy vsak nejsou
isomorfni, protoze F' a AF odpovid4 stejnému projektivnimu F. Linedrni zobrazeni tvoii tak
zvanou obecnou linedrni grupu GL(n + 1), zatimco projektivni transformace tak zvanou pro-
jektivni grupu PGL(n) = GL(n + 1)/T*, kde T* oznaCuje multiplikativni grupu nenulovych
skalart. []
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Véta 4.15. Projektivni transformace zachovavaji dvojpomér. Jestli-Ze je tedy F' projektivni trans-
formace, pak
(A, B,C, D) = (F(A),F(B), F(C), F(D)).

Dukaz. Necht’ a, b, c, d jsou vektorovi reprezentanti bodi A, B, C, D a déle necht’

c = a1a+/81b
d = a2a+52b.

Pak plati

(c) = F(aya+ Bib) = ay F(a) + B, F(b)

(d) = F(asa+ Bb) = auF(a) + B F(b),

F(C) =
F(D) =

=S TREES]]

kde F je linedrni zobrazeni pfislusné F'. Vektory F'(a), F(b), F(c) a F'(d) reprezentuji body
F(A),F(B),F(C)aF(D). Vidime, ze F' zachovava koeficienty linedrni kombinace, a proto se
dvojpomér nezméni. ]

Véta 4.16. V projektivnim prostoru P* = P(V"*1) nad télesem 7' m&me ddno n + 2 bodi
X1, ..., X492 znichz Zadnych n + 1 nelezi v jedné nadroviné. Pak existuje projektivni soustava
souradnic takova, Ze

X; = (1,0,...,0,0)
X, = (0,1,...,0,0)

X, = (0,0,...,1,0)
Xpi1 = (0,0,...,0,1)
Xn—|—2 = (1,1,...71,1).

Diikaz. Body X, ..., X, 41 lze vyjadfit jako X; = LO{v1}, Xy = LO{va},.... Xs11 =
LO{v,i1},kde vy, ..., v, 1 € V" jsou linedrné nezdvislé vektory. Oznaime B = (vy, ..., V,i1)
bazi prostoru V!, Soufadnice bodu X; vzhledem k soustavé projektivnich soutadnic C' pro-
storu P budeme znacit [X;]c. Pak mdme

Xy, = (1,0,...,0,0)
[X2]31 = (0,1, 0,
[X”]Bl (0707 y Ly

[XnJrl]Bl = (0707"'7071)'

Uvazujme [X,,12]p, = (c1,...,¢ny1). VSechna &isla ¢; jsou nenulovd, jinak by totiz X, o le-
Zel v né¢jaké nadroviné spolecné s n body X;, a to je spor s predpoklady véty. Polozme B, =
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(c1V1, CaVa, ..., Chr1Vny1) Projektivni soustavu soufadnic. Pak ale miZeme zapsat

[(Xilp, = (¢',0,...,0,0) = (1,0,...,0,0)
[(Xa]p, = (0,¢5%,...,0,0)=(0,1,...,0,0)
[Xalp, = (0,0,...,¢,",0)=(0,0,...,1,0)
[Xot1lp, = (0,0,...,0,¢,1,) =(0,0,...,0,1)

Xpiolp, = (1,1,...,1,1),

jelikoZ soutadnice bodu projektivniho prostoru vynasobené nenulovou konstantou urcuji stejny
bod. [

Dusledek 4.17. V projektivnim prostoru P* = P(V"™!) nad t€lesem T mé&jme ddno n + 2 bodi
X1,..., X0 z nichz Zadnych n + 1 neleZi v jedné nadroviné a také n + 2 bodd Y7, ..., Y, 1o
z nichz zadnych n + 1 nelezi v jedné nadrovin€. Pak existuje pravé jedno projektivni zobrazeni
F . P* — P, pro které plati

F(X) =Y, i=1,... (n+2).

Dikaz. Necht X; = LO{x;} a X; = LO{y;}. V duchu dikazu Véty (4.16) nalezneme jed-
noznacné (aZ na pripadny spolecny stejny nasobek) skaldry ¢; tak, aby linedrni zobrazeni dané
jednoznacné predpisem F'(x;) = ¢;y;, ¢ = 1,...,n+ 1 sphniloi F(X,12) = Ynio-

Véta 4.18. Kazdd regularni kuZelosecka v redlné projektivni roviné P? = P(R?) je projektivni
transformaci kuzelosecky dané rovnici

r]+ a5 — a3 =0.
Kazda reguldrni kvadrika v redlném projektivnim prostoru P? = P(R?) je projektivni trans-
formaci pravée jedné z kvadrik

ri+as+as—a7 = 0 (nepfimkova kvadrika)

4wl —a22—22 = 0  (piimkovd kvadrika).

Diikaz. M¢&jme néjakou regularni kvadriku @ v P? danou kvadratickou formou ¢ a odpovidajici
symetrickd bilinedrni forma b ma matici B. JelikoZ nenulovy ndsobek urCuje stejnou formu,
muZeme bez 4jmy na obecnosti pfedpokladat, Ze matice B ma4 signaturu (0, 3,0), nebo (0,2, 1).
Nulita musi byt 0, jinak B nemiZe byt reguldrni matice. Pfipad (0, 3, 0) v8ak neni moZny, protoZe
to urCuje pozitivné definitni formu, takZe kvadrika () by byla prazdna. B m4 tedy signaturu
(0,2,1). Existuje proto matice P takovd,Ze

0
0
-1

= PT'BP

o O =
O = O
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Takovou matici P ziskdme metodou symetrickych dprav. Oznac¢me K kvadriku
K = {(21,29,23) : 2° + 25 — 25 = 0}.

Bod X = (x1, 75, 23) € P? ndlezi K pravé kdyz

1 0 O Ty Ty
(xl To xg) 01 O To :(:Ul To xg) P'BP [z | =0
00 -1 T3 T3

Z toho ale plyne, ze PX € (). Dostavime ekvivalenci X € K < PX € (). Matice P je
regularni a urCuje tedy projektivni transformaci. Kuzelosecku () tak dostaneme zobrazenim bodd
na K pomoci matice P.

Diikaz pro kvadriky v P? je zcela obdobny s tim, Ze dvé piipustné signatury jsou (0,3,1) a
(0,2,2). [

Véta 4.19 (Pappova véta). V redlné projektivni roviné P? = P(R?) m&jme dvé& piimky p, g, které
se protinaji v bodé S. Na pfimce p méjme body P, P,, P; rizné navzdjem a rizné od S. Podobné
na piimce Na piimce ¢ mé&jme body ()1, )2, (Y3 rizné navzdjem a rizné od S. Pak plati, Ze body

X =hQnBQ, Yi=POsnPhQl. Z:=P0sn PQs

leZi na pfimce.

Diikaz. Nejprve si v§imneme, Ze bod X neleZi na piimce P; (@), protoZe pak by body P, a P,
splyvaly. Podle véty 4.10. miZeme zvolit soustavu projektivnich soufadnic tak, ze S = (1,0, 0),

P, =(0,1,0), @, = (0,0,1) a X = (1,1, 1). Popis pifimky ﬁ ziskdme jako feSeni soustavy

1 00
010/
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Neboli 57, = (0,0,1)*. Podobné ziskame ?Q; = (0,1,0)%, ﬁx = (1,0,—1)* a Qli =
(1,—1,0)*. Body P», (), spocitime jako priniky piimek Qli a W, respektive FIX a w . To

odpovida feSeni soustav
1 -1 0 10 —1
o0 1)*\01 0)

Tedy P, = (1,1,0), Q2 = (1,0,1). Bod P; lezi na ptimce ﬁl, 1ze ho tedy zapsat jako linearni
kombinaci ¢15 + t2P;. Oba tyto koeficienty musi byt zfejmé nenulové, jinak by P splyval s
S nebo P;. Mizeme proto polozit P; = t1(1,0,0) + t2(0,1,0) = (t1,%2,0) = (1,,0), kde
o= :—f Stejnou ivahou dostaneme ()3 = (1,0, 5). Nyni spofteme P3Q); = (a, —1,0)*, P3Qy =

(—a, 1, )", m = (6,0,—1)*a P,Q3 = (-0, 5,1)*. Pomoci soustav

g 0 -1 . -5 B 1
a —1 0 —a 1 «a)’
které odpovidaji hledani préniku P,Q5 N P3Q1 a P,Q5 N P3Q3, spotteme Y = (1, a, 8) a Z =

(af—1,af —a,af — B). To, ze body X,Y,Z lezi na jedné piimce ovéiime z definice znamen4,
ze vektory (1,1,1), (1,, 5) a (af — 1, a8 — a, a5 — [3) jsou linedrné zavislé, coz je ziejmé. [

5 Projektivni rozsireni afinniho prostoru

Definice 5.1. Mé&jme n-dimenziondln{ afinn{ prostor A se zaméfenim V" nad télesem 7" a (n+1)-
dimenziondln{ afinni prostor B se zamé&fenim V"' nad stejnym t&lesem a prosté afinni zobrazen{
¢:A— Babod P € B\ Im(p). Pak je zobrazeni ® : A — P(V"*!) zadané predpisem

(X) := LO{p(X) — P},
prosté a nazyva se vnoreni A do projektivniho prostoru P(V 1),

Definice 5.2. Pro libovolné téleso spliiuje zobrazeni ® : T™ — P(T"!) zadané piedpisem
O(xq,...,x,) = LO{(x1,..., 25, 1)}

definici 5.1 a nazyva se kanonické vnoreni aritmetického afinniho prostoru do aritmetického pro-
jektivniho prostoru stejné dimenze. P(T"!) se pak nazyva kanonickym projektivnim rozsifenim
nebo téZ ziplnénim afinniho prostoru 7. Pfifazeni (xy,...,x,) — (x1,...,x,,1) je zdroven
vyjadfenim & vici kanonickym afinnim soufadnicim 7™ a kanonickym homogennim soufadni-
cim P(T™1).

Poznamka 5.3. Nasledujici definice a véty by bylo ¢asto mozno uvazovat v obecném afinnim
prostoru a jeho libovolném projektivnim rozsiteni. Pro jednoduchost vykladu se v§ak budeme

omezovat jen na aritmeticky afinni prostor a jeho kanonické projektivni rozsifeni, nebo dokonce
jen na redlnou afinnf a projektivni rovinu.
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Definice a lemma 5.4. Necht' P" = P(T™"!) je kanonickym projektivnim rozsffenim afinniho
prostoru 7™, pak P" = &(7™) UP"~!, kde P"~! je nadrovina s homogenn{ rovnici x, 1 = 0,
tedy se soufadnicemi (0, ..., 0, 1)*. Tato nadrovina se nazyva nevlastni nadrovina, oznacuje se
Poo @ jeji body se nazyvaji nevlastni body.

Jestlize A C T™"! je afinni podprostor dimenze k pak je jeho obraz ®(A) obsaZen pravé
v jednom projektivnim podprostoru A C P" dimenze k. O A hovoifime jako o projektivnim
rozsiteni nebo téz projektivnim zuplnéni podprostoru A a o A hovorime jako o afinni verzi A.
Nevlastni body A povaZujeme i za nevlastni body A.

Dukaz. Nejprve se ujistéme, Ze kanonické vnoreni @ je skutecné prosté. Opravdu,

LO{(z1,...,2n,1)} = LO{(y1, .-, Yn, 1)}
pouze v pripadé, ze
(1, xn, 1) = LO{(y1, .-, Yn, 1)}

Jeho obrazem jsou pravé projektivni body, které maji posledni sloZku nenulovou, protoZe v tom
pripadé mame

_I(LO{(zl,...,zn,an)}):( a1, )

Zn+1, Zz+1
Projektivni body, které maji posledni sloZzku nulovou tvoii nevlastni nadrovinu a tedy dostdvame
P = (T) UPrL,

Nyni uvazujme libovolny afinni podprostor A C T™"! dimenze , ktery podle Véty 3.14
muZeme psat ve tvaru A = X + W, kde X = (z1,...,x,) je bod a W je vektorovy podprostor
T dimenze k. V obrazu ®(A) jsou pravé projektivni body tvaru LO{(z; + wy,..., T, +
Wy, 1)}, kde (wy, ..., w,) € W. Tyto sméry lezi pravé v jednom k + 1 dimenziondlnim prostoru
VEHL = LO{(x1,...,2,,1), W}, ktery zdroveil generuji. Projektivni prostor A = P(Vk+1)
dimenze je projektivnim rozsifenim A. Jeho nevlastni body tvofi projektivni podprostor P(WW)
dimenze k& — 1.

Véta 5.5. V projektivné rozsifené roviné R? m4 kazda afinni pfimka p v R? se smérovym vek-
torem v = (v,, v,) pravé jeden nevlastni bod (v, vy, 0). Tento bod budeme rovnéZz nazyvat smér
.

Dukaz. Diikaz plyne z 5.4, kde se vyuZivd parametrické vyjadreni afinniho podprostoru A (v
tomto pripadé piimky, tedy A = p). Ukazeme si vsak, Ze stejny vysledek ndm vyjde i z rovnico-
vého vyjadreni.

Pfimka p ma normalovy vektor (—v,, v, ) a tedy afinni rovnicové vyjadieni — vyw+vxy+c = O
pro néjaké ¢ € R. Vyjadreni jejiho projektivniho rozsiteni ziskdime dosazenim =z = oY=
prendsobenim celé rovnice 3. Dostdvdme —v,x1 + v,2 + cx3 a toto rozsifeni ma tedy dualnl
soufadnice (—vy, v,, ¢)*. Nevlastni pfimka md dudln{ soufadnice p., = (0,0, 1)*, a nevlastni bod
najdeme jako p N ps vypocteme jako (v, vy, 0). O

Poznamka 5.6. V projektivné rozsfiené roving R? se vSechny rovnobézky protinaji v jednom
nevlastnim bodé - ve svém sméru. Pfitom vSechny nevlastni body leZi na (projektivni) pfimce
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(0,0, 1)*. Redlnou projektivni rovinu P? je tedy mozno chapat jako R?, ke kterému se pfidd jeden
bod v kazdém smeéru. Pfitom ale po tomto pfidani vznikne dokonale symetrickd (projektivni)
geometrie. Mnoho rtiznych afinnich problému je moZno pievést na stejny projektivni problém -
napf. afinni verze Pappovy véty.

Priklad 5.7 (Pocitani v afinni a projektivni roving€). UvaZzujme afinni rovinu R? s kanonickymi
afinnimi soufadnicemi [z, y| a jeji kanonické projektivni rozsifeni P? s kanonickymi homogen-
nimi soufadnicemi (xy, zo, 3).

1.

6.

Naleznéte projektivni bod, ktery odpovidd afinnimu bodu A = [3, —1], pfesnéji tedy na-
leznéte ®(A).

Naleznéte afinni bod, ktery odpovida projektivnimu bodu B = (—6,9, 3), piesnéji tedy
naleznéte ®~!(B).

Naleznéte projektivni roz$iteni afinni pfimky 2x+3y+4 = 0 a urcete vSechny jeji nevlastni
body.

Naleznéte afinni verzi pfimky s dudlnimi soufadnicemi (2, —1,5)*.

Rozhodnéte, zda-li afinni body A = [1,2], B[4, —4] a C[3, —2] leZi na piimce. Urlete
obecnou rovnici této primky.

Naleznéte bod A8 N DE, kde A, B jsou jako v piedchozim bod a D = [3,5], E = [1,7].

Definice 5.8 (Afinni pojmy pro kvadriky). Necht P" = P(T™"!) je kanonickym projektivnim
roz§ifenim afinntho prostoru 7™, pak

1.

O mnoziné ) C T" fekneme, Ze je to regularni afinni kvadrika, jestlize to je mnoZina
vlastnich bodt reguldrni kvadriky @@ v P". O @) hovoiime jako o projektivnim rozsifen{
nebo téZ projektivnim ziplnéni Q a o Q hovofime jako o afinni verzi (). Nevlastni body ()
povaZujeme i za nevlastni body Q).

Te¢né nadroviny ke Q definujeme jako afinni verze te¢nych nadrovin ke () ve vlastnich
bodech.

JestliZe je pol nevlastni nadroviny p., vlastnim bodem, pak jej nazyvame stiedem kvadriky

Q.

Jestlize mé kvadrika v nevlastnim bodé te¢nou nadrovinu, kterd neni nevlastni, nazyvame
tuto nadrovinu asymptotickou k Q).

Pokud nebude hrozit nedorozuméni, budeme stejnym pismenem oznacovat afinni objekt (nadro-
vinu, kvadriku, prostor) a jeho projektivni ztiplnéni.
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Definice 5.9 (Afinnf klasifikace kuZelosedek). V projektivné rozsifené roving R? méjme regu-
larni kuZelosecku Q. Rekneme o ni, Ze to je elipsa, jestlize nemd z4dny nevlastni bod, parabola,
jestlize ma pravé jeden nevlastni bod a hyperbola, jestlize ma dva nevlastni body, jiné moZnosti
nejsou. Témto ndzvim fikdme afinni typ kuzelosecky. O dvou vlastnich pfimkéch fekneme, Ze
maji sdruzené sméry, jestliZze jsou jejich nevlastni body polarné sdruzené viici ().

Priklad 5.10. Vsechny pojmy si postupné vyzkousSejme na afinni kuzelosecce
2?4 2xy — 2y + 2 = 0.

Véta 5.11. Elipsa a hyperbola maji stfed, parabola stfed nema. Hyperbola ma dvé rtizné asymptoty,
parabola ani elipsa asymptoty nemaji. Pro elipsu jsou vZdy dva rizné sméry po dvou sdruzené.
Pro hyperbolu jsou sméry asymptot sdruzené vzdy samy se sebou a ostatni sméry jsou po dvou
sdruZené. Pro parabolu existuje jeden smér (jeji nevlastni bod), ktery je sdruZen sdm se sebou i
se vSemi ostatnimi sméry.

Diikaz. Necht' () je dana symetrickou matici B = (b;;). Parametrické vyjadfeni nevlastn{ pfimky
je (s,t,0), jestlize ho dosadime do rovnice kuzelosecky, dostaneme homogenni kvadratickou
rovnici v s, t

b115% + 2b195t + byot? = 0,

kterd mé 0, 1 nebo 2 feSeni (aZ na ndsobek) a tedy kuZelosecka ma odpovidajici pocet nevlastnich
bodu. O tom ktery z téchto piipadl nastane pritom rozhoduje signum diskriminantu

bll b12
b12 b??

b%z - bllb22 = -

Nyni studujme, kdy je poldrou néjakého nevlastniho bodu nevlastni ptimka (0, 0, 1)*. Nastane
to jisté v parabolickém pripadé, kdy snadno vidime, Ze nevlastni pfimka je bud’ polarou bodu
(b12, b11,0), nebo (v piipadé Ze bjs = by; = 0) bodu (1,0, 0).

Predpoklddejme naopak, Ze poldrou n&jakého (s, ¢, 0) je nevlastni piimka (0,0, 1)*. Pak jisté
plati

(s,t,0)- B = (0,0, ),

kde A # 0. Vzhledem k symetrii matice B z toho vyplyva

bir bz _ —t? st
b12 ng —H st —52 ’

kde 1 € R* a tedy jsme v parabolickém piipadé, pfi¢emz (s,t,0) je dvojndsobnym bodem
paraboly. Ve vSech ostatnich pripadech je polédra nevlastniho bodu vlastni pfimkou.

Vidime tedy, Ze pdl nevlastni pfimky je vlastni v ptipad¢€ elipsy a hyperboly, které tedy maji
stied. V pripadé€ paraboly je tento pdl nevlastni a tedy parabola stfed nema.

Okamzité také dostdvdme tvrzeni o asymptotach, které jsou definovéany jako vlastni teCny v
nevlastnim dobé. Elipsa Zddné nevlastni body nemd. Parabola ma jeden nevlastni bod, ale jeho
polara (teCna) je nevlastni. Hyperbola ma dva nevlastni body a jejich polary jsou vlastni, tedy
jsou to te¢ny a asymptoty.
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Kromé piipadu, Ze nevlastni bod X je dvojndsobnym bodem paraboly tedy sdruzeny smér
nalezneme jednoznacné jako Y = px N ps. Tento bod je roven X pravé tehdy X € Q). Tim
je dokézéno tvrzeni o sdruZenych smérech pro elipsu a hyperbolu. V piipadé paraboly je jediny
bod X paraboly sdruZen sdm se sebou a vSemi ostatnimi nevlastnimi doby, protoZe px = poo.
Polary vSech ostatnich bodt jsou vlastni pfimky, které maji jeden nevlastni bod X.

Definice 5.12 (Eukleidovské pojmy pro kuZelosecky). V projektivné rozsifené roviné R? s ka-
nonickym skaldrnim sou¢inem méjme reguldrni kuzelosecku (). Smér (nevlastni bod) nazyviame
hlavni, jestliZze existuje smér sdruzeny, ktery je na néj kolmy. Osu kuzelosecky definujeme jako
polaru hlavniho sméru, pokud tato poldra neni nevlastni pfimkou. Vrcholy kuZelosecky definu-
jeme jako vlastni priisediky os s kuzeloseckou. Usecka spojujici stfed a vrchol se nazyvé poloosa.

Véta 5.13. Pro kruznici je kazdy bod jejim vrcholem. Elipsa, kterd neni zaroven kruznici ma
Ctyfi vrcholy a dvé vzdjemné kolmé osy, které prochdzeji sttedem. Hyperbola mé dva vrcholy a
dvé vzajemné kolmé osy, které prochazeji stfredem. Parabola ma jeden vrchol a jednu osu, ktera
prochazi vrcholem a nevlastnim bodem paraboly. Tecna ke kuZelosecce v jejim vrcholu ma vzdy
hlavni smér.

Véta 5.14. V projektivné rozsifené roviné R? uvazujme rizné body A, B, C, D leZici na jedné
pfimce. Pak pro dvojpoméry a délici poméry plati

1. Jestlize jsou vSechny tyto body vlastni, pak

AC
=5 AC BD
(A,B,c,D)= <8 _ 20 BT
55 (B DA
2. Jestlize D je nevlastni,pak
(A,B,C,D) = AC
) ) ) - CB .
3. Speciélng, pokud je (A, B, C, D) harmonicka ¢tvefice a bod D je nevlastni, pak C' je stie-

dem AB.

Dukaz. 1. UvaZujeme nasledujici vlastni body a jejich projektivni verze bereme zaroveri jako
jejich vektorové zastupce:

A laz, ay] ~ (az,a,,1) = a
B = [bsb,]~ (bs,b,,1) =: b
C = [eu eyl ~ (cayey, 1) =:cC
D = [dyd)~ (ds,d,1)=:d

Vsechny tyto body leZi na jedné pfimce, zvolime tedy barycentrickou soustavu této pfimky
jako (A, B) a vyjadiime C' = ;A + B, D = d; A + dy B pomoci barycentrickych sou-
fadnic (¢, c2) a (dq,ds). Z 3.27 plyne

AC Co AD d2

— =—a—-—=—.

CB C1 DB d1
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Vsimneme si také, Ze

cC = Cla—f—CQb
d = d1a+d2b.

To plati protoze
c = cia+ b = (c1a, + by, cray + c2by, c1 + c2) = (c1a, + C2bs, cray + c2by, 1)
Stejné to plati i pro d. MZeme tedy spocitat dvojpomér jako

dic; ¢ di  AC BD £5
ABCD)=-"2-2.1_22 22 _CB
(4,5,6,D) dyey ¢ do CB DA 4D

DB
2. Bod D je nevlastnim bodem pfimky j@ a tedy podle véty 4.32 spocitd jako D = (b, —
az, b, — a,,0). Pak je zfejmé, Ze d = —a + b, coZ dava dvojpomeér
d1C2 (—1) + Co Co AC

( T ) dgCl 1'61 C1 CB

3. Je-li (A, B,C, D) harmonicka Ctvefice a D nevlastni bod, pak

AC

(A,B,C, D) - —1 - —@

To plyne z bodu 2 ¢asti tvrzeni. Pak ale % = 1, neboli C' je stfedem dsecky AB.
O

Lemma 5.15 (Obahjoba definice te¢ny). Necht' () je regularni projektivni kuzelosecka v redlné
projektivni roviné a X € () jeji bod. Pak tecna px ma s () v bodé X dvojnasobny prisecik. Jiny
prisecik tedy s () mit nemutze.

Diikaz. Necht' b je pfislu$nd bilinedrni forma a x vektorovy zastupce bodu X a Y = LO{y}
libovolny jiny bod na te¢né px. Tecna je tedy parametrizovdna jako sx + ty. Tuto parametrizaci
dosadime do kvadriky, poloZime nule a upravime

b(sx + ty, sx + ty) = s2b(x,x) +2st b(x,y) +t*b(y,y) = t*b(y,y) = 0.
=0 =0

Kdyby b(y,y) = 0, pak je cela pfimka podmnoZinou kuZelosecky, coZ je ve sporu s jeji regu-
laritou. Vidime tedy, Ze ¢t = 0, které odpovida bodu X je jedinym a dvojndsobnym priisecikem
kuzelosecky a teCny py.

Lemma 5.16. V projektivni roviné P(R?) m&me reguldrni kuZelosecku Q. Necht' pifmka p
protina () ve dvou rtiznych bodech A, B. Necht' C' € prizné od A, B anecht’ D € p je polarné
sdruzen s C'. Pak (A, B, C, D) tvoii harmonickou Ctvefici.
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Dukaz. Necht' b je piislu$nd bilinedrni forma a a, b, ¢, d, vektorovi zéstupci odpovidajicich
bodu. Pak plati b(a,a) = b(b,b) = 0, protoZe body A, B leZi na kuZelose¢ce a rovnéz b(c,d) =
0, protoZze C, D jsou polarné sdruzené. Vyjadieme si linedrni kombinace

c = ma+ /b
d = aga—i‘ﬁzb.

a mizeme psat

0 = b(c,d) =blaja+ Bib,aza+ Bob) =
= aazb(a,a)+(a1f2 + fiaz) b(a,b) +5: 5, b(b,b) .
=0 20 =0

Nenulovost b(a, b) pfitom plyne z Lemma 5.15. Musi se tedy a; 52 = — 1z aproto (A, B, C, B) =

—gll‘;; = —1 a body tvofi harmonickou Ctveftici.

Véta 5.17. Necht' primka p prochazi stredem S kuzelosecky @) (elipsy nebo hyperboly) a pro-
tind kuzelosecku ve dvou rGznych bodech A, B. Pak S je stfedem tsecky AB. Tecny ke () v
bodech A, B jsou rovnobézné a maji smér sdruZeny se smérem p. Jestlize ma piimka se smérem
sdruzenym k p s kuZeloseckou () dva priseciky X, Y, pak pfimka p puli dsecku XY'.

Diikaz. Pfimka p protind nevlastni pfimku p,, v néjakém bodé D. Body (A, B, S, D) leZi na
jedné piimce a A, B, jsou na kuZelosecce a S, D jsou polarné sdruZené. Proto podle Lemma
5.16 body (A, B, S, D) tvoii harmonickou ¢tvefici, pficemZ D je bod nevlastni. Podle Véty 5.14
je tedy S stiedem usecky AB.

Protoze p prochdzi stfedem je jeji p6l P nevlastnim bodem. P a D jsou sdruzené sméry.
Protoze body A, B leZi na piimce p, jejich polary (které jsou te¢nami) prochazi bodem P a maji
tedy smér sdruZeny se smérem piimky p.

Jestlize néjakd pfimka prochdzi bodem P a protind kuZelosecku v bodech X, Y, pak jisté
protind i pffmku p v néjakém bodé Z. Protoze P a Z jsou polarné sdruzené je (X,Y,Z, P)
harmonicka Ctvefice a v disledku je Z stfedem XY. O]

Véta 5.18. Necht' vlastni piimka p prochdzi jedinym nevlastnim bodem X paraboly a protina ji
v dal$im (vlastnim) bod€ Y. Necht' pfimka rovnobéZznd s tecnou v bod¢ Y protind parabolu ve
dvou bodech A, B. Pak piimka p pili usecku AB.

Dukaz. Podobné jako v diikazu véty 5.17 prochézi teCna pélem P pifimky p a ze stejnych divodi
piimka p puli tétivy rovnobézné s touto tecnou.

Véta 5.19. Uvazujme kanonicky projektivné rozsifeny afinni prostor 7. Projektivni transfor-
mace uvazovand na vlastnich bodech maji tvar linedrnich lomenych zobrazeni. Afinity tvofi pod-
grupu projektivnich transformaci a jsou to pravé ta zobrazeni, které vlastni body zobrazuji na
vlastni body a nevlastni body na nevlastni body.
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Dikaz. Vétu dokdZeme v rozsifené roviné R?. Analogie pro vyssi dimenze a jind télesa pak
bude ziejma. Projektivni transformaci popiSme regularni matici F' a zobrazme néjaky vlastni
bod (z,y,1):

a11z+ai2y+ai3 /

a1 G2 Q13 T a11% + a2y + a3 @312t azoytazs x
_ a212+a2y+az3 —

(91 Q22 Q23 Yyl = |0axr +anytams | ~ | Sr e | = |V

azy Gz2 0A33 1 az1% + a3y + as3 1

>

(.

Z toho je zfejmy tvar linedrné lomenych zobrazeni. VSechny afinity; ziskdme poloZzenim a3; =
3o = O0a as3 = 1. Pak totiz

ail G2 a13 T a1 + apy + a3
a1 Ay Q23 y | = [ anx + axny+axs | . (2)
0 0 1 1 1

To odpovidd zndmému tvaru afinnich zobrazeni

11 Q12 X + 13
21 Q22 ) 23
vcetné znamého skladani.

Podminka ag; = a3 = 0 je nutnd, jinak nalezneme bod [z, y| takovy, Ze jeho obraz bude mit
posledni slozku 0 a tedy nepijde o afinni (vlastni) bod. Pokud a3 # 1 (nemuze platit azz3 = 0
protoZe pak by byla F' singuldrni), tak miizeme celou matici F' vydélit timto ¢islem a dostaneme
stejné projektivni zobrazeni.

Z toho taky vidime, Ze (2) jsou pravé ta projektivni zobrazeni, kterd zobrazuji vlastni body
na vlastni a nevlastni na nevlastni. Pokud zobrazujeme nevlastni bod, tj. s nulou ve tfeti sloZce,
pak

ail G2 Q13 T a1 + apy + a3
az1 Q22 QA23 Yy | = | aa1x + any + a3
0 0 1 0 0

je nevlastni bod. Afinity tedy zobrazuji vlastni body na vlastni a nevlastni body na nevlastni. [
Priklad 5.20. Zkoumejte linearni lomena zobrazeni, napfiklad

_2x+3

f(x)—m,

z hlediska analyzy a z hlediska projektivnich zobrazeni na piimce.

Poznamka 5.21 (Meta-véta o projektivnich, afinnich a eukleidovskych pojmech). Projektivn{
zobrazeni zachovévaji (spravné zobrazuji) projektivni pojmy, afinni zobrazeni zachovévaji afinni
pojmy a shodnosti zachovdvaji eukleidovské (na skaldrnim soucinu zavisejici) pojmy.

Véta 5.22 (Pfiklad afinné zachovaného pojmu). V projektivné rozsitené roviné R? m&jme elipsu
@ se stiedem S. Jestlize F je afinita, pak F'(Q)) je opét elipsa a F'(.5) je jejim stfedem.
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Diikaz. Elipsa v rozsifené roving R? nemd zadny nevlastni bod. Podle Véty 5.19 F zobrazuje
vlastni body na vlastni a nevlastni na nevlastni, takZe F'(poo) = P @ F(Q) N ps = (. Obraz
elipsy proto nemd zZadny nevlastni bod a je to opét elipsa. Ozna¢me b bilinedrni formu ptivodn{
elipsy. Pak bilinedrni forma jejtho obrazu je ddna jako b(X,Y) = b(F~1(X), F~1(Y)).
Je-li S stfedem @, pak pro kazdy X € p., plati b(X, S) = 0 a dostavame tedy, Ze i pro kazdy
Y € pso
b(F(S),Y) =b(S, F(Y)) =0,

protoze F~1(Y) € ps. F(S) je proto skutedné stfedem F(Q). O
Véta 5.23. V projektivné rozsifené roviné R? plati, Ze

1. kazda elipsa je afinni transformaci elipsy z? + y? — 1 = 0,

2. kazdd parabola je afinni transformaci paraboly 22 — y = 0,

3. kazd4 hyperbola je afinni transformaci hyperboly xy — 1 = 0.

V dasledku jsou tedy kazdé dvé kuZelosecky stejného afinniho typu mezi sebou zobrazitelné
afinni transformaci.

Definice a lemma 5.24 (Projektivni a afinn{ klasifikace kvadrik v prostoru). V projektivné roz-
§fteném prostoru R? definujeme tyto afinni typy regularnich kvadrik

1. elipsoid jako nepifimkovou kvadriku, kterd nema Zadny nevlastni bod,
2. elipticky paraboloid, jako nepiimkovou kvadriku, kterd ma pravé jeden nevlastni bod,

3. dvojdilny hyperboloid jako nepfimkovou kvadriku, jejiz nevlastni body tvoii regularni ku-
ZeloseCku

4. jednodilny hyperboloid, jako pfimkovou kvadriku jejiz nevlastni body tvoii regularni ku-
ZeloseCku

5. hyperbolicky paraboloid, jako pfimkovou kvadriku jejiz nevlastni body tvori dvé pfimky.
Kazdé dvé kvadriky stejného afinniho typu jsou mezi sebou zobrazitelné afinni transformaci.

Dukaz. Afinni klasifikace plyne z vy¢tu vSech moZnosti polohy nevlastni roviny (secnd, te¢n4,
mimo) vuci kvadrice. Piimkova kvadrika nemtZe mit neprazdny prinik s Zddnou rovinou, proto
je tfid jen 5. Existenci transformaci dokazovat nebudeme.

P¥iklad 5.25 (Uloha o tarotech). Nalezni 5 riznych rozdé€leni (kol) 16 hract do 4 skupin (stoli)
tak, aby kazdy hra¢ potkal kazdého hrace v pravé jedné skupiné (u jednoho stolu). Hint: uvazu
rozSitenou afinni rovinu nad ¢tyfprvkovym télesem [F,.
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