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Priklad 1.1. V roviné analyticky vyjadiete osovou soumérnost podle primky

pu oy — ¥ =0,

Definice 1.2. Zobrazeni f : R” — R" se nazyva shodné (nebo shodnost), jestlize zachovava
eukleidovské vzdalenosti, tedy pro kazdé dva body X,Y € R" plati

1 (X) = F(Y)[| = [IX = Y]I.

I\Y—’T\ '{ (7-'4"“34\ A L (x,- a,)

Lemma 1.3. Slozeni dvou shodnosti je shodnost, shodnosti jsou prosta zobrazeni a inverzni
zobrazeni ke shodnosti (tam kde je definovano) rovnéz zachovava vzdalenosti.



Véta 1.4. Shodna zobrazeni f : R" — R" jsou pravé zobrazeni tvaru

kde p € R™ je libovolny vektor a A je matice n x n spliujici ATA = I, (ortogonalni
matice).

Disledek 1.5. Shodnosti jsou bijekce a vzhledem ke skladani zobrazeni tvori grupu, kterou
budeme oznacovat E(n). Jestlize

f(X)=AX+p, ¢(X)=BX+q

pak
X)) =AT X+ (=A7'p), (9o f)(X)=(BA)X + (Bp +aq).
- Y
A= A
Definice 1.6. Shodné zobrazeni f nazveme piimé jestlize det(A) = 1 a nepiimé jestlize
det(A) = —1. Pfima zobrazeni tvoii podgrupu, kterou oznac¢ime E,(n). Zobrazeni, pro

ktera je A jednotkova matice a p néjaky vektor z R™ nazyvame posunuti. Mnozina vSech
posunuti tvoii podgrupu oznacovanou (pokud nehrozi nedorozumeéni) rovnéz R”. Zobrazen,
pro kterd je p nulovy vektor tvoii tzv. ortogonalni podgrupu oznacovanou O(n) (linedrni
zobrazeni zachovavajici skalarni souc¢in). Podgrupa O(n) tvofena pfimymi zobrazenimi se
zna¢i bud O, (n), nebo ¢astéji SO(n) (specidlni ortogonalni grupa).

Véta 1.7. Pro kazdou shodnost f € E(n) tvaru f(X) = AX + p, plati maticova rovnost

zapsand blokové jako
SX)N_ (A p X
1 0 1 1 )

Navic zobrazeni, které kazdé shodnosti ptirazuje tuto matici (n+ 1) x (n+ 1), tedy

A p
=(5 1)

je vnoteni grupy E(n) do grupy regularnich matic GL(n + 1).
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Definice 1.8. Mé&me shodné zobrazeni f(X) = AX + p. Body splhujici f(X) = X
nazyvame jeho samodruznymi body. Linearni zobrazeni f4 : R" — R" dané matici A
nazyvame asociovanym homomorfismem k zobrazeni f a vlastni sméry tohoto zobrazeni
nazyvame samodruzné smeéry zobrazeni f.

Rekneme, e mnozina M je samodruzna mnoZina zobrazeni f, jestlize plati f (M) =M,
tedy zobrazeni ji zobrazeni zachovava (jako celek, ne nutné kazdy jeji bod zv1ast).

Lemma 1.9. Piimka Q+ LO{v} je samodruznou mnozinou shodnosti f pravé tehdy, kdyz
LO{v} je jeho samodruzny smér a f(Q) — Q je nasobkem v.
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Véta 1.10. Pro kazdou shodnost f € E(2) nastane pravé jedna z téchto moznosti.
e f je piima shodnost a
— ma vSechny body samodruzné a vSechny smeéry samodruzné s vl. ¢islem 1, pak

jde o identitu.

— ma pravé jeden samodruzny bod, pak ji nazyvame otoceni. Samodruzné sméry
pak nemé bud zadné, nebo vSechny s vl. ¢islem —1. V tomto poslednim piipadé
jde o otoceni o m neboli o stfedovou soumérnost.

— nemad zadné samodruzné body a vSechny sméry jsou samodruzné s vl. ¢islem 1,

pak ji nazyvame posunuti .

e [ je nepiiméa shodnost. Pak mé pravé dva samodruzné smeéry, jeden s vlastnim c¢islem
1 a jeden s vlastim ¢islem —1 a

— bud maéa pravé jednu primku samodruznych bodi, pak ji nazyvame osova sou-
mernost

— nebo nema zadné samodruzné body, pak ji nazyvame posunuta osova soumeér-

nost.
, . Neidentické| Neidentické Osova Posunuta
Zobrazeni Identita , ,
posunuti otoceni soumérnost | soumeérnost
Samodruzné| . L 0sa soumeér-
vSechny - stfed otoceni : -
body nosti
vSechny
Samodruzné| . (stfedovd sou- | smér osy a | smér osy a
vSechny vSechny . . .
smeéry mérnost) nebo | kolmy na osu | kolmy na osu
zadné (jinak)
vSechny jdouci
_ vSechny stfedem »
Samodruzné| 5 . ) osa a primky | . -,
Y. vSechny ve sméru | (stfedova sou- ) ) jedna primka
primky ) _ na ni kolmeé
posunuti mérnost) nebo
zadné (jinak)
Ptimé e e e v e
Y fimé fimé fimé nepiimé nepiimé
nepiimé P P P P P




Véta 1.11 (Rodriguesova formule). Méjme dva vektory n, r € R?, pii¢emz n je jednotkovy.
Pak pro vektor r’ € R?, ktery dostaneme oto¢enim vektoru r kolem vektoru n € R? o tihel
¢ v kladném sméru plati:

' = (1 —cos¢)(r-n)n+ cosg¢r + sing(n x r).

Otocenim v kladném sméru piitom myslime, ze pii ahlu ¢ € (0, 7) tvoii vektory (n,r,r’)
kladné orientovanou bazi R?® a pii tihlu ¢ € (—7,0) zdporné orientovanou.

Definice 1.12. Piipomenme si z inearni algebry (LA, cviceni 3.5.5), ze kvaterniony tvoii
nekomutativni téleso (oznac¢ované H) a maji tvar ¢ = s + xi + yj + 2k, pricemz i? = j* =
k?=-1aij=—ji=k, jk=—kj =i, ki= —ik = j. V této pfednasce budeme s nazyvat
skalarni ¢ast, vektor v = (a, b, ¢) vektorova ¢ast a budeme kvaterniony zapisovat ve tvaru

= (37 (SC,y,Z))
gl

v

Realna ¢isla jsou do kvaternionti vnoiena jako s — (s,0) a vektorovy prostor R? je do nich
vnoren jako v — (0, v).

Pro tato vnoreni a jejich inverzy nebudeme zavadét zadné oznaceni, z kontextu a z
aplikovanych operaci bude jasné, kdy zachazime napi. s vektorem a kdy s kvaternionem
vektoru odpovidajicim. Napiiklad ve Vété 1.17 by na pravé strané bylo presnéjsi psat vektor
vznikly ,,odvnofenim* kvaternionu ¢(0,r)g, coz by ale zbytetné zaplevelovalo znaceni.

Lemma 1.13 (Geometricky vyznam kvaternionovych operaci). Pro libovolné kvaterniony
q1 = (51,V1), g2 = (52, Va) plati

G +q = (s1+ S2,V1+ Va)

a1 - G2 (5182 — V1 - Va, V1 X Vg + §1Va + SaVq).
R NN T R e N T A
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«
Definice 1.14. Pro libovolny kvaternion g = (s, v) definujeme konjugovany kvaternion § =

(s,—v) ajeho normu ||q|| = \/q7 = /7 = V2 + v - v = \/s2 + 22 + y2 + 22. Kvaterniony,

7 2z sz . ’ ’/———\
které maji normu rovnou 1 nazyvame jednotkové.

Lemma 1.15. Jednotkové kvaterniony (oznac¢ované H) tvoif multiplikativni grupu. Kazdy
jednotkovy kvaternion s nenulovou vektorovou ¢asti lze jednoznacné zapsat ve tvaru

‘ q = (cosa,nsina), \

kde n je jednotkovy vektor a a € (0, 7). -

C la2\=A1 esy A+ A )

Véta 1.17. Pro pevny jednotkovy kvaternion ¢ = (cosa,nsina) je linearni zobrazeni
R, : R? — R? definované jako =

Ry(r) = qrq O+(‘S)
otoceni kolem osy n flhe kladném sméru. \|—\\
Piiklad 1.18. Vypocitejte vektor, ktery vznikne otoc¢enim vektoru (1,0, 0) kolem vektoru
(3,4,0) o uhel ¢ = w/3 v kladném sméru.
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Vé&ta 1.19. Kazda piima shodnost v R? ma alespoii jednu samodruznou piimku a lze
ji slozit z otoCeni kolem této pifimky a posunuti ve sméru této piimky (ma tedy tvar
sroubového pohybu).

Véta 1.20 (Cartan-Dieudonné). Kazdy prvek O(n) je mozné vyjadiit jako slozeni nejvyse
n soumérnosti podle nadroviny prochézejici poc¢atkem a kazdy prvek E(n) je mozné vyjadrit
jako slozeni nejvyse n + 1 soumérnosti podle nadrovin.
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2 Diferencialni geometrie kiivek

Priklad 2.1. Uvazujme v R? jednotkovou kruZnici 2? +4* — 1 = 0 bez bodu (—1,0). Tuto
mnozinu parametrizujme jako c(t) = (cost,sint)? pro t € (=7, 7) a uvaZujme reparamet-
rizaci t = 2arctan s pro s € (—oo,00). Nova parametrizace ma tvar

O ) 5 € (=00, 00).

145271+ 2

Tuto parametrizaci racionalnimi funkcemi lze také primo geometricky zkonstruovat jako
mnozinu pruseciki kruznice s pfimkami z bodu (—1,0) se smérnici s € R.

Definice 2.2. Bud I C R interval (pfipadné neomezeny), spojité zobrazeni ¢ : I — R"
se nazyva parametrickd kiivke v R™. Mnozina (c) := c(I) C R" se nazyva obraz krivky.
Parametrickd kiivka se nazyva hladkd, jestlize c je t¥idy C* (tedy méa kazda jeji slozka

spojitou derivaci viech fadi) a reguldrni, jestlize c/(t) # (0,0,...,0)" pro kazdé t € I.

VT

—
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Poznamka 2.3. C()cs)

1. Je-li I uzavieny nebo polouzavieny interval, rozumime hladkym zobrazenim na I
restrikci na / hladkého zobrazeni definovaného na néjakém otevieném nadintervalu.

2. Parametricka kiivka je popsana n-tici funkei c(t) = (ci(t), -, ca(t))? jedné pro-
ménné definovanych na I.

3. Pro hladkou regularni parametrickou kiivku definujeme jeji funkei rychlosti ||c/(2)]],

C——

ktera je hladka a kladna. 2 B
=1 ale's .+ e @

4. Ve vétach a definicich budeme pro jednoduchost pracovat s hladkymi kiivkami (tfidy
C™), ale vétsina pojmu a vysledku plati i pro nizsi tiidu hladkosti.




Definice 2.4. Je-li ¢ : I — R" hladkd regularni parametricka kiivka a ¢ : I — I hladkeé
bijektivni zobrazeni I na I s vlastni a vSude nenulovou derivaci (tzv. difeomorfismus), je

¢:=cog¢g:I—>R"

regularni parametricka kiivka se stejnym obrazem jako c. Difeomorfismus ¢ pak nazyvame
zmeénou parametru a € reparametrizact c. Je-li navic ¢’ > 0 na I, nazveme € reparametrizaci
c zachovdvagici orientact.

Definice a lemma 2.5. Byti reparametrizaci je relace ekvivalence (kterou ozna¢ime ~) na
mnoziné vsech hladkych regularnich parametrizovanych kiivek a kazdou jeji t¥idu nazyvame
krvka. Kazdého zastupce prislusné tiidy ekvivalence nazyvame parametrizaci této krivky.
Byti reparametrizaci zachovéavajici orientaci je rovnéz relace ekvivalence (kterou oznac¢ime
~) na mnoziné vSech regularnich parametrizovanych kiivek a kazdou jeji t¥idu nazyvame
orientovand krivka.
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Poznamka 2.6. Pokud nebude nebezpeci omylu, budeme slovem kfivka (pfipadné ori-
entovana kiivka) oznaCovat nejen tiidu ekvivalence, ale i jejitho reprezentanta (regulérni
parametrizovanou ktivku), se kterym pravé pracujeme, nebo dokonce jeji obraz.

Poznamka 2.7. V diferencidlni geometrii studujeme vlastnosti kiivek, které se pri re-

parametrizaci neméni nebo méni odpovidajicim zpusobem (napiiklad méni znaménko pii

zméné orientace). Nadale budeme pouzivat zkraceny zapis parametrizaci téze kiivky. Na-

piiklad pokud mame parametrickou kiivku c(¢) budeme jeji reparametrizaci ¢(s) = c(¢(s))

oznacovat jednoduse c(s). Koneéné kvili zjednodusSeni zapisu budeme nékdy vynechavat

hodnotu parametru a budeme psat napiiklad ¢’ misto ¢’(¢) a podobné. Pokud nefekneme
d

jinak, ¢arka znac¢i derivaci 4 o a tecka derivaci .

Lemma 2.8. Pro derivace dvou parametrizaci c(t) a ¢(s) = c(¢(s)) téze hladké regularni

N

o(s)
kiivky v kazdém odpovidajicim bodé plati

¢

¢? 3

(€] &) = (¢|e"]c")

nya ' d ( ! ¢3
— c (s, = (sy- d

e ()= 5o \ elsy= A4 \

o O -

< (BesY) = ‘;i Cte) . AT de(g)‘-
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Definice 2.9. V kazdém bodé hladké regularni parametrické kiivky c(¢) v R? definujeme
jednotkovy tecny vektor

a znaménkovou krivost
det(c'(t)|c"(1))
'@

Bod, ve kterém je znaménkova kiivost nulova, nazyvame inflexni.

Bt} =

Priklad 2.10. Studujme kiivku c(t) = (t,1?), kde ¢ € (—2,2) v jejim bodé ¢ = 1.

Vé&ta 2.11. Pii reparametrizaci kiivky v R? zachovavajici orientaci se v daném bodé teény
vektor, orientovany normalovy vektor a znaménkova kiivost neméni. Pii reparametrizaci
ktera meéni orientaci se tyto vektory méni na opacné a znaménkova kiivost pouze zméni

znaménko. <) C(sH)=— c( :t(s\) +
~- \
Pl ¢ . : ' -~ 7
— £ - N C—— £k
(s) = \ c.\( [ [ ? e = Y ‘t )

—L o - ) © e
n, (=)= (DA ,f\*’:(‘% (° : 2ism {-,L«vr)rscu* n )

’ RIS U’f-. g
Q, ()= *F e ety (88 )]

Q,(+).



Véta 2.12. Znaménkova krivost, te¢ny a normalovy vektor jsou ekvivariantni vici shod-
nostem R2. Presnéji, méjme shodnost ve tvaru f(X) = AX + p, parametrickou kiivku
c(t) a v jejim libovolném bodé veli¢iny &, t, n,. Pak kfivka ¢(t) = f(c(t)) = Ac(t) + p
ma v odpovidajicim bodé znaménkovou kiivost £, = (det A)k,, teény vektor t = At a
normélovy vektor ny = (det A)Ang,

C ~
% o i t
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3

Dk Sy = Ay tp

'Y= A - ded = A <
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Definice 2.13. Pro kazdou kiivku c¢ definujeme v kazdém bodé jeji tecnou primku jako

mnozinu c(t) + LO{t(t)} a normdlovou primku jako mnozinu c(t) + LO{n,(t)}. Déale v
kazdém neinflexnim bodé definujeme jeji polomeér kiiwosti jako R(t) = lnz—l(t)l’ jeji stred
kFivosti jako bod S(t) = c(t) + %(t)n*(t) a kruznici se stiedem S(t) a polomérem R(t)

nazyvame oskulacéni kruznice v bodé c(t).

Disledek 2.14. Tec¢na primka, normalova primka a oskulac¢ni kruznice se nemeéni pii
reparametrizaci a jsou ekvivariantni vii¢i shodnostem.



Poznamka 2.15. Kiivka ma v kazdém svém bodé kontakt nejvyssiho radu s te¢nou prim-
kou (ze vSech primek) a v kazdém neinflexnim bodé s oskula¢ni kruznici (ze vSech kruznic).
Navic, jestlize oznac¢ime N (t) normalovou piimku v bodé ¢, pak v kazdém neinflexnim bodé
c(to) plati

S(to) = Lim N(tp) N N(t).

t—>tg

Vé&ta 2.16. Pro hladkou regularni parametrickou kiivku ¢ : I — R? plati

t'(t) = [|c'(#)]|x- ()0 (2).

Déle plati, ze existuje hladka funkce () : I — R splhujici t(¢) = (cos6(t),sinf(t)) pro
t € I a pro znaménkovou krivost pak plati

0'(t)
gt == , tel.
) (@)l
Pokud je tedy kiivka parametrizovana konstantni jednotkovou rychlosti ||c/(t)|| = 1, pak

je tedy znaménkova kiivost rychlosti zmény smeéru krivky.
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Véta 2.17. Na otevieném intervalu I budiz zadany dvé hladké realné funkce f(t), r(t),
pricemz r(t) > 0 pro t € [. Pak existuje az na piimou shodnost pravé jedna hladka
parametricka rovinna kiivka c(t), t € I, pro kterou plati

IOl =r(),  s(t) = f(D). 0-28
7
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Kwiy N “}.3
Defifri : sdérmbodé hladké regularni parametrické kiivky ¢(t) v R?® definujeme
jednotkovy tecnyj vektor t(t) a kfivost k(t)

e x ]
S FTOIE

Bod, ve kterém je kiivost nulova, se nazyva inflexni bod. V kazdém neinflexnim bodé dale
definujeme jednotkovy binormdlovy vektor b(t), jednotkovy normdlovy vektor n(t) a torzi

7(t)

a8 e - :det(c’(t)|c”(t)|c’”(t))
“e@xe MO =POXE. 0= P

Z definice plyne, Ze trojice vektoru {t(¢),n(¢), b(t)} tvoii v kazdém neinflexnim bodé kladné
orientovanou ortonormalni bazi R?, ktera se nazyva Frenetiv repér.

o

Véta 2.19. Pii reparametrizaci kiivky v R? zachovavajici orientaci se v daném bodé kii-
vost, torze a Frenetiv repér neméni. Pri reparametrizaci, kterd méni orientaci se krivost,
torze a normalovy vektor rovnéz neméni, zatimco tecny a binormalovy vektor se méni na

vektory opacné.

AYA a(s) = ¢ ()

— M ¢

(606 6\ L IBmHA 2.9,
(cle]e) = (c[c"[c”) | 0 ¢* 3¢¢
0 0 ¢

el s (D x e ) - (8D ()

d\Jz
n
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Véta 2.20. Kiivost, teény a normalovy vektor jsou ekvivariantni vii¢i shodnostem R3.
Pfesnéji, méjme shodnost ve tvaru f(X) = AX + p, parametrickou kfivku c(t) a v jejim
libovolném bodé veli¢iny s, t a v neinflexnim bodé navic 7, n, b. Pak kiivka ¢(t) =
f(c(t)) = Ac(t) + p ma v odpovidajicim bodé kiivost & = x a tefny vektor t = At. V
neinflexnich bodech ma navic torzi 7 = (det A)7, normalovy vektor n = An a binormalovy

vektor b = (det A)Ab.

6.\.?& ’bL

Definice 2.21. Pro hladkou regularni kivku ¢(t) v R? definujeme v kazdém bodé tecnou
primku jako mnozinu c(t) + LO{t(t)} a dale v kazdém neinflexnim bodé definujeme

= Lo {cdw, A

e oskulacni rovinu jako mnozinu c(t) 4 LO{t(t), n(t
e rektifikacni rovinu jako mnozinu c(t) + LO{t(t),b(t)},
e normdlovou rovinu jako mnozinu c(t) + LO{n(t), b(t)}.

Definice a lemma 2.22. O hladké parametrizované kiivce c(t) fekneme, Ze je parametri-
zovand obloukem nebo jednotkovou rychlosti, jestlize pro vSechna t € I plati ||c/(t)|| = 1.
Kazdou hladkou regularni k¥ivku lze parametrizovat obloukem. Je-li ¢(t) néjaka paramet-
rizace obloukem, pak vSechny ostatni parametrizace této kiivky obloukem ziskdme repara-
metrizaci t = ¢(s), ¢(s) = £s + sg, kde sq je libovolna konstanta.
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Lemma 2.23. Pro regularni hladkou kiivku c() v R*® parametrizovanou obloukem v kaz-
dém bodé plati t(t) = c/(t) a k() = ||c”(t)|| = ||c/(t) x " (t)]|. V kazdém neinflexnim bodé

. "t
navic n(t) = ”3,78” :

|
3(«_ 'é = = = C_‘
o M
d
dery - ety = A | 5¢
e . Ll

Ldeay - ')
= e xe'll - PZZzlen = Uetll
!

2 Nexel] ey \
nes .
W 0.7 el e = o b (c'x Yye' =
W = ‘o xt = e x e\ W e'll e %

= L c'x (cxc') - 2 (e ). - ce.e) C")

I\ C‘l “ ~ v w “ C\tl\ - 5 R .

C“
T e

Lemma 1.16. Pro kazdé tii vektory u, v, w € R? plati
ux (vxw)=(a-w)v—(u-v)w.



Véta 2.24 (Frenetovy vzorce). Je-li c(t) hladka kiivka v R?® parametrizovani obloukem,
pak v kazdém neinflexnim bodé plati

t =xn, n' = —kt + 7b, b’ = —n,

coz lze vyjadrit maticové jako

0 —k O
(t'|n'|b") = (tjn|b) | & 0 —7
0 71 0

nebo s vyuzitim takzvaného Darbouxova vektoru d = 7t + kb jako

= a5 n =d xn, b'=d x b.
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Véta 2.26. Necht f(t) > 0,g(t) jsou hladké funkce definované na otevieném intervalu /.

Pak existuje az na p¥imou eukleidovskou shodnost pravé jedna hladka kiivka c(t) v R?
parametrizovana obloukem na intervalu [ tak, ze

K(t) = f(t),  7(t) = g(t).

Tyto rovnice se nékdy nazyvaji prirozené rovnice krivky.

Véta 2.27. Pro regularni hladkou parametrizovanou kiivku ¢ : I — R? bez inflexnich
bodu plati, ze lezi v né&jaké roviné pravé tehdy, kdyz 7(t) = 0 pro kazdé t € I.
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Véta 2.28. Pro regularni hladkou parametrizovanou kiivku ¢ : I — R? vnofenou do R?

zobrazenim (z,y) — (x,y,0) plati kK = |k.| a v neinflexnich bodech n = sign(x. )n..
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Definice 2.29. Méjme regularni hladkou parametrickou kiivku c(t),
realnou funkci f definovanou na Pdk definujeme Krivkovy integrdal 1. druhu
¥ C

/fde:—/f Nlle/ (1)1,

pokud integral napravo existuje jako Lebesguetv integral.

Véta 2.30. Kiivkovy integral prvniho druhu nezavisi na (re)parametrizaci
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Definice 2.31. Délku kiivky definujeme jako integral prvniho druhu z konstantni jednot-

kové funkce 0
((c) ::/Ids. = S i di
< &

. . , e ) sz v sk v
Definice 2.32. Parametrizovana kiivka c : o, 5] — R* se nazyva uzavrend, jestlize c(a) =
c(B). Tuto kiivku navic nazveme jednoduchou, je-li ¢ prosté na [«, ). Jednoduché uzaviena
rovinna ktivka se rovnéz nazyva Jordanova.

Véta 2.33 (Umlaufsatz). Je-li c(t), t € [, ] regularni hladka uzaviena kiivka, pro kterou
navic t(a) = t([), pak existuje k € Z (nazyvané index kiivky) takové, ze

/I{Z ds =2k,

Je-li navic ¢ jednoducha kladné orientovana krivka, pak k =1.  gg « DL
~ . ’ - ™ I-
‘W ML S ML \AQ&»\MV3Ql\ nu.voo.L

a(p\ -
((:c ) j S\(’EQE?HZL-.T
o) = 2.AC. )
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e p) = O eor
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A
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w w

p
-'-/[OCL\]N = 2kt )

Definice 2.34. Méjme regularni hladkou parametrickou kiivku c(t), t € (a,3) v R" a
zobrazeni (vektorové pole) F : (c) — R". Pak definujeme Krivkovy integral 2. druhu

/c FdX = /a i F(c(t)) € (t)dt,

pokud integral napravo existuje jako Lebesguetv integral.

Véta 2.35. Krivkovy integral 2. druhu nezavisi na reparametrizaci zachovavajici orientaci
a méni znaménko pii zméné orientace.
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Véta 2.36 (Greenova véta). Necht c je jednoduché, hladka, uzaviena, regularni, kladné ori-
entovana (proti sméru hodinovych ruci¢ek) kiivka v R2 Necht F(x,y) = (Fi(z,y), F»(2,y))
je hladké vektorové pole definované na néjakém okoli uzavéru Int c. Pak
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Lemma 2.37 (Obsah oblasti). Bud c(t) = (c.(t),¢,(t))", t € [a, ] kladné orientovana,
hladka, regularni jednoducha, uzavirena krivka. Pak ploSny obsah oblasti Int ¢ je roven

5 1 B
A= / EAl o | (cxc; — c.c,)dt.
(g emd R'M‘”&B

¢ ¢ (0 w)



A
¥
L5

5,

4

Q.

o~

y
=l

o

rl

x e —
__? q_.-lal‘k\Ai = _(‘hmz"'A* ~
? 0 W
V4 = 4
3
vl = 5 (ad& readd)od = Iz
A

F:(o\x\ :} bFL— SFA o
dX 53
B 5
f‘: o ) 5 (°| Cx C*\) ' (C,‘xc.ﬂ\ c_‘n(.n\ e = {cx""\fa(-ﬂd'l
()
F= ("3\5) -, — "S‘QB('\'\Q; A
v

F =5 Gux) PR maie

Véta 2.39 (Isoperimetricka nerovnost). Bud ¢ : [a, b] — R? jednoducha uzaviena regularni
hladka krivka délky [ a bud A plosny obsah Int c. Pak
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pritom rovnost nastane, pravé kdyz c je kruznice.
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Lemma 2.38 (Wirtingerovo). Necht f(t) : [0,7] — R je hladka funkce, pro kterou plati

0] =0 =0, Pak
/ 1Ryt > / P

a rovnost nastane pravé tehdy, kdyz f(t) = Dsin(t), kde D je konstanta.
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Definice 3.1. M¢jme vektorovy prostor V' dimenze n nad télesem 1. Neprazdnou mnozinu
A spolu se zobrazenim & : AXV — A nazveme afinnim prostorem se zamérenim V jestlize

o—p @ v
x & ]
2.VX,. Ye A dlveV  : Xdv =Y, tento vektor znacime v=Y & X.

1.VuuveVVXeA: Xpu)dov=Xd(ut+vV)

Prvky A nazjvame body afinniho prostoru. Dimenzi afinniho prostoru definujeme jako
dimenzi jeho zamereni. Pokud nebude hrozit nedorozumeéni, budeme misto & psdl obycejné
+ a misto & psdt —.

Priklad 3.2. V prikladech se budeme zavyvat jen nasledujicimi afinnimi prostory:
e Mnozina A = R? je afinnim prostorem nad vektorovym prostorem V = R3.

e Obecné pro libovolny vektorovy prostor miuzeme klast A =V a zistkime aritmeticky
afinni prostor.

e Mnozina J -2
A={(z,9,2)T eR*: 2 +2y+32—-6=0}= [ 4 4&(4

je afinnim prostorem nad d A 0
”

V= LO{(=2,1,07,(=3,0,1)T}. — —" o

e Obecné je kazdy linearni ttvar (feSeni soustavy linearnich rovnic) afinnim prosto-
rem nad svym zaméfenim (FeSenim pfislusné homogenni soustavy). Jedna se o afinni
podprostor aritmetického afinni prostoru.

Véta 3.3. M¢jme afinni prostor A se zamérenim V', pak pro libovolné prvky A, B, C,D €
A; u, v € V plati

1. AGo=A C
2. (BoA)=—(ASB) ///x
3. (AOB)+ (BOC)=AoC v — .

i e = A G
. (A®u)—-(Bov)=ASB)+ (u—vV)

5. (A6B)+ (CoD) = (AoD)+ (CoB)

Dikaz. Pro afinni prostory z Prikladu 3.2 jsou tvrzeni zjevna, neb()ﬁi P® = +.!V() obecném

pripadé se vlastnosti musi technick dokizat z definice.



Definice 3.4. Afinni soustavou soufadnic (nebo také repérem) v afinnim prostoru A di-

menze n rozumime (n+1)-tici S = (P,uy, uy,...,u,), kde P € A je bod nazyvany pocatek
a B = (uy,uy,...,u,) je baze V. Pro libovolny bod X € A definujeme jeho soufadnice v

soustavé S vztahem | X
[T
X[~ (X - Pls. : Mo
Jedn4 se tedy o jednozna¢né uréenou n-tici skalara (t,...,t,)7 tak, Ze
U
§:E+tlul+t2u2+---+tnun- P u, p Moy

Pro jednoduchost se i pro vektory dovoluje zapis [v]s := [v]p.

Véta 3.5. Méjme v afinnim prostoru A dvé soustavy soutadnic S = (P, uj,ug,...,u,) a

B
S" = (P’,u},u),...,ul). Pak pro libovolny bod X € A plati

-~
Bl

 —

X]s = d]5[X]s + [P]s.
Zaroven pro kazdy vektor v € V' trividlng plati [v]s = [Id]5,[v]s. 2 LA sl e ,

Dl .

S {X}S‘ = [X—?‘]B‘ = [Cx-p) +Cp~?|):|$‘ _
= [<x—vﬂ &n * [_CP'?\)} ol —-[Id]é[c,_(,)]g(‘_ﬂsl

\/V'\.a

(<]

B3
Definice a lemma 3.6. Pro libovolné body By, ... B v afinnim prostoru A a koeficienty
k
c1,...c, € T splhujici ¢q + co + - - - + ¢, = 1 definujeme afinni kombinaci ZciBi jako bod
i=1

k

P+) «(B;—P), (1)
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e (P
Disledek 3.7. ]esthze mame jakoukoliv soustavu souradnic S, pdk v nqu‘v]adlmle afinni
k
kombinaci X = Z ¢;B; snadno jako [X]g = Z ¢;[Bils. Navic v aritmetickych prostorech

a podprostorech (Pfiklad 3.2) mizeme afinni kombinaci chapat jako linearni kombinaci.

D .
- [X]S = [ ( X—-?§jb: ,;%4c (B, -")]3 gAc [(3&..9)];
P"c.cu‘IL sowiabune P = .%C.{ LB‘] <

WQ&‘W *';vov.w"\ \"Lﬁ
bad P 2 dkt- 3.6
Vb sk, k k
. v - — c,;&,;
X= 2@_‘\.’5_\- z T+ % e; (3; ?) ,;Z:A

R <A

Definice a lemma 3.8. O libovolnych bodech Bq, Bs,...B; v afinnim prostoru A rek-
neme, ze jsou v obecné poloze pravé tehdy, kdyz vektory {(Bs — By), (B3 —By),..., (B —
B1)} jsou linearné nezavislé. Vlastnost bijti v obecné poloze nezavisi na poradi bodi.
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Definice a lemma 3.9. V afinnim prostoru A dimenze n méjme (n+1) bodi By, ... B,
v obecné poloze. Pak lze kazdy bod X € A vyjadrit pravé jednim zpusobem jako afinni
kombinaci téchto bodiu

n+1 n+1
- i=1 i=1
Posloupnost bodu Z = (By, ... B,41) naayvame barycentrickd soustava soutadnic a (n+1)-
tici skalari (cq, ..., c,11)? nazyvame barycentrické soufadnice bodu X.

k. Koo'~ P

A
(5(*9> Z PZ C,-\Cﬁ,;—?>

Sfu&hl 3 Tm = %4:

oo )
C . .-
(X-%y) = C*{/‘_f‘\* z. “CB“\E‘\'
a) o

X ) Baae pﬁbkf&

\ 'EZ M“MO‘M

A LN paledaad
! .
\._d,a Gl\ Sy CM**\ \éouw “MB v d‘ml..
- - -C .
o W @,= 4 e - Gy

Piiklad 3.10. V prostoru A = R? vrcholy B; jakéhokoliv trojihelniku By, Bo, By tvoii
barycentrickou soustavu souradnic a souradnice tézisté jsou (1/3,1/3,1/3). =T

3
RY A
(01 %175
v
(°| | _ix

B2



Disledek 3.11. Jestlize Z = (By,...B, 1) je barycentricka soustava souadnic a (cq, ..., cpe1)?
odpovidajici barycentrické souradnice bodu X, pak

o (BI: (B2 . Bl): (B3 — Bl), #iis (Bn+1 = Bl))

je afinni soustava soufadnic a [X]g = (¢, ..., cny1)T
Obecnéji, jestlize mame libovolné body By,...,B, a skalary cq,..., ¢, spliujici ¢ +

cg+---+c =1, pak

k k
ZCiBz’ =B+ ZCi(Bi — By),
i=1 i=2

tedy vSechny afinni kombinace danych bodu odpovidaji tomu, Ze se k prvnimu bodu pri¢tou
vSechny linearni kombinace rozdilovych vektori. PovSimnéme si, Ze druhd summa zacina od
i = 2, tedy koeficienty linearni kombinace jsou libovolné bez omezeni a ¢; = 1—(co+- - -+cx).

Definice 3.12. Necht A je afinni prostor nad télesem 1" se zaméfenim V. Afinni prostor
B nad télesem T se zamérenim W nazveme afinni podprostor prostoru A, pokud B C A,
W <V a sc¢itani bodu a vektoru v B je ztizenim sc¢itani bodu a vektoru v A.

m——

Véta 3.13. Necht A je afinni prostor nad télesem 71" se zamérenim V', X € A libovolny
bod a W < V libovolny vektorovy podprostor. Pak mnozina

|X+WJ

je afinni podprostor A a kazdy afinni podprostor lze vyjadrit timto zpusobem, ktery nazy-
vame parametrické vyjadrent. )= 2% 34
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A ™ 8354
v Z W<V . 3
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Definice 3.14. Necht Z je neprazdna mnozina bodu afinniho prostoru A. Afinnim obalem
mnoziny Z rozumime mnozinu AO(Z) vSech afinnich kombinaci bodu z Z.

Véta 3.15. Pro kazdou konec¢nou neprazdnou mnozinu bodu je AO(Z) afinnim podpro-
storem. Kazdy afinni podprostor dimenze k lze vyjadiit jako afinni obal (k+1) bodu. Toto
vyjadieni nazyvame bodové vyjddrent.

Véta 3.16. M¢jme soustavu linearnim rovnic s matici M typu m X n nad télesem T a
pravou stranou c. Pak jeji feseni {x : Mz = ¢} tvori afinni podprostor aritmetického
afinniho prostoru 7". Navic kazdy afinni podprostor 1" 1ze vyjadrit timto zpusobem. Toto
vyjadreni nazyvame rovnicové vyjddrent.

M 2= (B\\’"\ BL) L“awoﬁw‘)' X € Ao (%)

Cv g e bywo Qs
&29—/ U\X\od\nﬂl} . 9- /Q\
A A R S S

_ A=A ~
7’ \/\/‘\/
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(
Pl 3. WL raul « + s M CLa. A MYCL- "o Lo
W 2SS A e o Mo ie W= et o
Piiklad 3.17. Uvazujme podprostor afinniho prostoru R* e wdlove oS-
W
% 1\ /1 \ ™M o= M'X\

1 1 0
B= 1 + LO ol 11
1 0 0

Chceme, aby nase zamétreni W bylo jadrem matice M, budeme tedy fesit homogenni sou-
stavu, kde do radku vlozime bazi prostoru, ktery mame.

1100 1 1 00
1 010 g 1 & 0

O O = =
O = O =



Mame dva pivoty, dvé volné proménné, tedy reseni bude mit dimenzi 2. (Obecné to 2 byt
nemusi. )
1

Reseni: LO

—_o O O

1
1
0
Vektory z béaze feSeni dame do radku matice M.

(=111 0 o
M_(O = & 1), ker M = W

Jesté urcime pravou stranu c tak, aby X byl feSenim  jen dosadime.

c=M-

P4
I
—_ = =

—_ = =
I

T N
— =
N

Ziskali jsme soustavu Mz = ¢, jejimz feSenim je zadany afinni podprostor, a jde to takto
udélat vzdy.

Definice 3.18. (Pod)prostor dimenze 0 je bod, (pod)prostor dimenze 1 se nazyva primka,
(pod)prostor dimenze 2 se nazyva rovina, podprostor dimenze (n — 1) v prostoru dimenze
n se nazyva nadrovina.

Definice a lemma 3.19. M¢jme tii body A, B, X na afinni primce nad télesem T,
pricemz A # B a X # B. Pak definujeme délici pomér

hi?

— = A

XB ’
jako jediny skalar, pro ktery plati A(B — X) = (X — A). Potom plati, ze X je afinni
kombinaci bodiu A, B \ — |

1 A

X = A B
Nl © Pl

a tedy naopak, jsou-li (¢q,c9) barycentrické souradnice X v soustavé (A, B), pak

AX ¢

— =2 (2)

XB C1

< v
D reime R = (B A o el (6-a) = R
o-kévé (&—X\ = (*-@p
IS } - =7
= (>~ vt 4

. A-—CL/
c A a
S AN _ + — .8
X= RAY—N (B-A) = T DA

jen - f =
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Definice 3.20. Necht A je afinni prostor a B = X + U, C' =Y + W jeho podprostory.
Rikame, ze B a C' jsou
e rovnobézné, pokud U < W nebo W < U

e riznobézné, pokud nejsou rovnobézné a mnoziny bodu maji neprazdny prunik BNC.

e mimobézné pokud nejsou ani rovnobézné, ani riznobézné.

Definice 3.21. M¢jme afinni prostory A, B se zamérenimi V', W nad stejnym télesem
T. Rekneme, ze zobrazeni f : A — B je afinni, jestlize zachovava afinni kombinace, tedy
jestlize pro libovolné body By,...B, € A a koeficienty c¢q,...¢, € T spliujici ¢q + ¢o +

--- 4+ ¢ =1 plati
k k

FOQeBi) =) af(Bi).
Afinni zobrazeni f : A — A z afinniho prostoru do sebe nazveme afinita, jestlize je bijek-
tivni.

Disledek 3.22. Afinni zobrazeni zachovavaji délici poméry. Presnéji, jestlize f(A) #
f(B), pak
f(A)f(X)  AX
: f(X)f(B) ~ XB’ L)
X

P ¥ — )

Feay



Véta 3.23. Zobrazeni mezi aritmetickymi afinnimi prostory f : T™ — T" je afinni prave

tehdy kdyz ma tvar
fX)=A-X+ p,

kde A je matice n xm a p je vektor nx 1. V pripadé m = n je toto zobrazeni afinitou prave
tehdy, kdyz je matice A regularni. Linearni zobrazeni dané matici A nazyvame asociovany)

homomorfismus. J"“ ) T e sy
u - .
D Wil L V= Axrp o = Z o<
o - “ «', éfm .
-Q— (= N (32:%;\4- p - &‘ZAC;(L\-S;) + 1p =

—(— (\(\ '\'(‘74\ A %L-\(E,\-\-.-A \am Q(gm\ L {(1)3 -

(- -'/\\C(En\%)\ R £ )

~—
A '3‘“"

e—



Disledek 3.24. Afinity z R" do sebe vzhledem ke skladani zobrazeni tvori grupu, kterou
budeme oznacovat A(n). Jestlize

fX)=A-X+p, 9gX)=B-X+q
pak
fFiX)=A"-X+(-A""p), (gof)X)=(B-A)-X+(B-p+q).

Vsechny shodnosti popsané v Dusledku 1.5 jsou i afinitami, E(n) je tedy podgrupou A(n).
Rovnéz afinni grupu muzeme vnofit do maticové grupy zptsobem popsanym ve Vété 1.7.

Disledek 3.25. Afinni zobrazeni f : T™ — T" je jednozna¢né dana obrazy m + 1 bodu v
obecné poloze. Specialné zobrazeni f : R?> — R? je dano obrazem 3 bodii, které neleZi na
jedné afinni primce.

Definice 3.27. Pro trojihelnik ABC v R? definujeme jeho orientovany obsah jako

SABC = %det(B — A|C — A)

Y
. C
C-A
/B‘_A’?. b
A
I .

Véta 3.28. Je-li f afinita v R? tvaru f(X) = AX + p, pak

Siaysm)fc) = (det A)Sapc.

Afinity v roviné tedy zachovavaji poméry obsahti.

—_—



Véta 3.29. Nechf Z = (A, B, C) tvoii barycentrickou soustavu soufadnic v R* a P, Q, R

jsou libovolné body R2. Pak plati

1. Body P, @, R lezi na piimce pravé tehdy kdyz det([P]z|[Q]z|[R]z) = 0.

2. Obecnéji plati SPQR = det([P]Zl[Q]ZHR]Z)SABC-

P1 41

®, - (%)
03~ (%)

det(Plo|QIARIZ) = [p2 @2 2 :\j ;

P3 g3

p1+ P2 + p3
— P2 q2
P% - %2
A e
= P2 Q2
P3 g3
1 _fO 0
= 1% | 42— P3
P3 |43 — P3

T2
3

fa— o
r3s —P3

*

.

q2 — P2
q3 — P3

9 — P9
r3 —p3

NW(C—— PqA—\-?z'l “"?;)Q
h

P=A+py(B—A)+p(C—A),
Q=A+q(B—-A)+q¢(C-A),
R=A+mr(B—-A)+r3(C—A),

s

1 +q+q3 r3+12+ T3

T2
T3

sz:

n

= dad (R-° [ n-e)

=1 o (92-pa) (8-a) + | Crpopa) (-A)+

(Qa-ea)(c -») |+ (ry- ) A
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Priklad 3.30. V libovolném trojuhelniku ABC vedme z kazdého vrcholu spojnici do

(vhodné) tretiny protilehlé strany. Pruseciky téchto spojnic ozna¢me P, ), R. Dokazte, Ze
obsah trojuhelniku PQR je jedna sedmina obsahu ABC.
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Véta 3.31 (Cevova véta). Méjme trojihelnik ABC a bod X, ktery nelezi na zadné ze
stran trojuhelnika (ani po prodlouzeni do primek). Predpokladejme, ze existuji priseciky

P=AXNBC,Q=BXNCAaR=CXnN AB. Pak plati

AR BP CQ _.
RB PC QA
A
R
)
X
B C




Véta 3.32 (Menelaova véta). Méjme trojihelnik ABC a primku p, ktera neprochéazi zad-
nym z vrcholi a neni rovnobézna se zadnou se stran. Oznacme si P = pNBC, Q =pNCA

a R =pnN AB. Pak plati
AR BP CQ _

-1.

RB PC QA

se (A D ‘c) ban. sauokwe
antodw«;\q

& R =

32 0 ML e grtee =k (195 1 \Tay,) 7O

A A0

W A .Y
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Definice 4.1. Mé&jme vektorovy prostor V*! dimenze n+1 nad télesem 7. MnoZinu viech
1-dimenzionalnich podprostori V nazveme projektivnim prostorem dimenze n nad télesem
T a oznac¢ujeme ho P(V"™ 1) nebo zkricené jen P™:

P" = P(V") = {LO{v}:v € V"' v #£ O}.

Prvky této mnoziny nazyvame projektivnim: body a odpovidajici vektory v jejich vektoro-
vymi zdastupci. Zjevneé, jestlize v je vektorovym zastupcem X, pak pro libovelné 0 £\ € T
je 1 Av vektorovym zastupcem X.

Definice 4.2. M¢éjme vektorovy prostor V' dimenze n + 1 nad télesem T a odpovida-
jici projektivni prostor P". Libovolnou bazi (vy,...V,41) nazveme soustavou projektivnich
soutadnic prostoru P". Souradnicemi bodu X € P" pak rozumime usporadanou n + 1-tici

skalari (cq, ... ch41) takovou, ze
n+1
X = L0 E C;V;
=1

Tyto souradnice jsou dany az na nasobek, protoze pro libovolné 0 # A € T zjevné

(c1,...cng1) @ (Acyy ... Acpg1) urcuji stejny projektivni bod X. Proto se témto sourad-
nicim nékdy rika homogenni a zjevné vzdy alespon jedno ¢; musi byt nenulové. Konecné
pro libovolné 0 # p € T zjevné baze (vi,...Vp1) a (uvy, ... gvpye1) uréuji stejny systém
projektivnich souradnic.
R,= R(2)  holived v, \\ e . Ve LBY) /o
A ro
o (3) 1 =) (2 s
3 BA N N}q_ (&7 €,c XN,

_—

\ seuaduianc™ (%} = (:E;

Definice 4.3. Podmnozinu projektivniho prostoru M C P" nazveme projektivnim pod-
prostorem dimenze k, jestliZe existuje vektorovy podprostor W < V™! dimenze k + 1 tak,
ze

M ={LO{v}:ve W, v +#£0}
Projektivni (pod)prostor dimenze 0 nazyvame bod, (pod)prostor dimenze 1 piimka, (pod)prostor
dimenze 2 rovina a podprostor maximalni dimenze n — 1 nadrovina.

Definice 4.4. Jestlize P(V**1) je podprostor P(V"*1) a (wy, ..., Wi, 1) néjaka baze V1,
pak lze kazdy bod X € P(V*1) vyjadrit jako
k+1
X =L0S ) tiw
i=1

Tomuto vyjadieni fikdme parametrické vyjadieni podprostoru. Pro libovolné 0 # A € T
zjevné (ti,...,tk1) a (M, ..., Mgy1) urcuji stejny projektivni bod X.



Definice 4.5. M&jme projektivni prostor P* = P(V"*1) nad télesem 7. Kazd4 nadrovina
P"~! c P" miiZe byt popsina pomoci nenulové linearni formy ¢ € V**!, ktera je prvkem
dualniho prostoru :

P! = {LO{v}:v € V¥ ¢(v) = 0,v # 0}.

Toto vyjadreni nazyvame rovnicové vyjidieni nadroviny. Navic, pro libovolné 0 # XA € T

popisuje Al tutéz nadrovinu. Soufadnice linearni formy oznacujeme jako radky s hvézdic-

kou.
Piiklad 4.6 (Vypocty v projektivni roviné.). V projektivni roviné P? = P(R?) kazdymi
dvéma ruznymi body prochazi pravé jedna primka a kazdé dvé rizné primky se protnou
v jednom bodé. Mé&me zadany body A = (1,2,3), B = (1,0,—1), C(0,1,1), D(5,2,1).
Urcete bod A§ N Z, 13 <> \A
Xé AD ;:TLG (%,'41)6 .

2o = Pw) 3

N = Lb{ (i_x Cé)} x=1of @) L°{£4(é)+fl (—{)J

(5
Gi}\ M';t\»&ad\ X = Lo ‘:(i) H_(_fﬂh”*’{(?}
(3) Y ABX Qi po pRima o

(%
&%— \:Q.-»-Qt: D“*"\‘—é“"*:' {:or\»ua_
Oy Q¥ t X =0 o AD

o, A *011+a3'.5=0
a, 4 +0a,0 +Q,c0)=0

v 2 A [ R}
(4 3_1> ~ (D-z—"\) (QAl°'1.|Q3)GL'D{ (A‘-l\ 4)3

{
L(xlﬁz‘\‘a\ . X - 2)‘2 4 X} 03 &R NSQ}_)L\‘-

A= (a,-2,8  Cpitmbe el leod )

. (o 4 4) <3 eLo{L}g‘_‘lA)K:LO{(A‘-gls))

52 1
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ad) = (4"5\§\

AR ~ ) (\-1 4_)"(4-11
A= 6. -3\
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Definice a lemma 4.7. Méjme v projektivnim prostoru P nad télesem 1’ ¢tyTfi navzajem
ruzné body A, B, C, D, které lezi na jedné projektivni piimce. Necht a, b, ¢, d jsou jejich
vektorovi zastupci a necht plati

\l

cC = a1a+61b
d = a2a+ﬂgb.

Pak definujeme dvojpomér usporadané ¢tverice bodu

B 0B
(A BCD)=2="21eP

B2 T g :
B = oy,
kteryzto vyraz nezavisi na volbé vektorovych zastupcu. Jestlize (A, B,C, D) = —1, fek-

neme, ze usporadana ¢tverice bodu tvori harmonickou ctverici.

Db mae vt\sQ,asl-; e T US 1&‘;&«\0&.

—_—

d. 2D

k b < ;D— g Fo
Lo{_'é’s Lq['gws

\nd
1

\-)_‘ilA oo—

e und L
3

= v [\,.3’.

Poznamka 4.8. Pro permutace poradi bodu plati rovnosti
(B.A. € D)—1{A BB Cr=(ABC D
(A,C,B,D)=(D,B,C,A)=1-(A,B,C,D)

Obecné tedy pro 24 permutaci ziskavame az 6 hodnot dvojpoméru k, 1 —k, k=1, 1 — k=1,
(1—-k)~%, 1—(1—k)~*. Pro harmonickou &tvefici jen tii: —1, 2, 1.



Definice 4.9. Mé¢jme dva projektivni prostory P™ = P(V™+1) a P* = P(V"+!) nad stejnym
télesem 1" a néjakou podmnozinu A C P™. O zobrazeni

F:A—-P"

fekneme, Ze je projektivni, jestliZe existuje linearni zobrazeni F : V™+l — Vntl tak 7e
pro kazdé v € V™! takové, ze LO{v} € A plati

F(LO{v}) = LO{F(v)}.

! /
Palamd  elred Mﬁww\- v SCM F s Y«bsx‘”

\“\,_ ACP(VM-'-A\\(M.E)

Véta 4.11. Projektivni zobrazeni F' : P" — P" z projektivniho prostoru do sebe jsou
bijektivni pravé tehdy, kdyz odpovidajici linearni zobrazeni F' jsou bijektivni. Tato zobra-
zeni F' nazveme projektivni transformace nebo téz projektivita. VSechny projektivni trans-
formace daného prostoru tvori grupu vzhledem ke skladani, ktera se nazyva projektivni
grupa.

AW — seodny  wc@wd - 3 LA

projektivni transformace tak zvanou projektivni grupu PGL(n) = GL(n + 1)/T*, kde T*

oznacuje multiplikativni grupu nenulovych skalart. —_— - []
TR
F . @1 ——> QL
- 3 3
=~ oW L CA)
A

AT { 14
0 A A4 2 = 5
A ©0 o ’3 A
— N - W



Véta 4.12. Projektivni transformace zachovavaji dvojpomér. Jestlize je tedy F' projektivni
transformace, pak

(4, B,C, D) = (F(A), F(B), F(C), F(D)).

Dikaz. Necht a, b, c,d jsou vektorovi reprezentanti bodu A, B,C, D a dale necht

Pak plati

F(c) = F(ama+ pib) = aiF(a) + 51 F(b)

F(d) = F(ma+ fb) =ayF(a)+ B2 F(b),
kde F je linearni zobrazeni piislusné F'. Vektory F(a), F'(b), F(c) a F(d) reprezentuji body
F(A),F(B),F(C)a F(D). Vidime, ze F zachovava koeficienty linearni kombinace, a proto

se dvojpomér nezméni. ]

| l l { ) /\/%Qj:ﬁ)
1 A |

kK & < D £()

F D)
Véta 4.13. V projektivnim prostoru P* = P(V"*+!) nad télesem T méjme dano n + 2
bodu Xi,..., X129 z nichz zadnych n+1 nelezi v jedné nadroviné. Pak existuje projektivni
soustava soutfadnic takova, ze
-
Xy = i B B
X, = (0,1,...,0,0)"
X = (001,00
1
Xy, — RO e O]
T
b 0T A i P SR B
Do K= L—o{;g.\3 ?g #3 LN 5 .
— _ - ~\ -
A POwnS ﬁ“ = ((‘2“ -\ _':-Mqlb 2. ee\u&.& 82 E(C‘FA \C,_F,_‘...VC-MITN:
§ssod
- -A - - 1,90 ¢ m= ‘b
xA=(4\°‘ ___\ (c'hlbl' \ID\ ( \ )
- -1 -
7‘1:("1'\\"'\ = (v 0y~ ) \
[}
H
Xoin = (o|a‘_.-‘l\) (o, \ w&l\)
X unaa * (C-.\\cz\"'\cm'i) = (AI‘\ "'\43 A

Qg#o



Diisledek 4.14. V projektivnim prostoru P* = P(V"*!) nad télesem T méjme dano n + 2
bodiu Xj,..., X492 z nichz zadnych n + 1 nelezi v jedné nadroviné, a také n + 2 bodu
Yi.,..., Y19 z nichz zadnych n + 1 nelezi v jedné nadroviné. Pak existuje pravé jedno
projektivni zobrazeni F': P® — P™, pro které plati

X=X, i1=1,...,n+2
ESA

el X,

T«

Véta 4.15 (Pappova véta). V realné projektivni roviné P? = P(R?) méjme dvé pifmky p,
q, které se protinaji v bodé S. Na primce p méjme body Py, P, P53 riuzné navzajem a ruzné
od S. Podobné na primce Na piimce ¢ méjme body Q1, 02, Q3 rizné navzajem a ruzné
od S. Pak plati, ze body

X :=PQ;NnPQi;, Y:=PQ:NPQ;, Z:=PQ:NPQ,

lezi na primce.




¥, =0

Definice 4.16. Mé&jme projektivni prostor P(V™*1) nad télesem T a kvadratickou formu
g na V" Neprazdnou mnozinu Cl ({_-V\ = ,éz? ({,”)

Q = {LO{v} :v e V¥ ¢q(v) = 0,v # 0} c P(V"])

nazveme projektivni kvadrikou. Tuto kvadriku nazyvame reguldrni, jestlize je forma ¢q re-
gularni, tedy ma hodnost n 4+ 1. Kvadriky v projektivni roviné nazyvame téz kuzelosecky.

Definice 4.17. Mé&me projektivni prostor P(V"*1) nad télesem T, charT # 2 a v ném
kvadriku @ danou kvadratickou formou g a necht b je prislusna symetricka bilinearni forma,
tedy g(v) = b(v,v). Rekneme, Ze dva body X = LO(v), Y = LO(w) jsou poldrné sdruzené,
jestlize b(v,w) = 0.

by

Pz R ()

Foxe
Px



Definice a lemma 4.18 (O polarité). Mé&jme projektivni prostor P(V"*1) nad télesem T
a v ném regularni kvadriku . Pak

1. Body sdruzené s libovolnym bodem X € P(V™*1) tvori nadrovinu, kterou nazveme
poldra k X a oznacime px.

2. Naopak kazda nadrovina je polarou k pravé jednomu bodu, ktery se nazyva jejim
polem.

3. Pro libovolné dva body X, Y plati
X Epy &Y € px.

4. Bod je X sdruzen sam se sebou (neboli lezi na své polare px) pravé tehdy, kdyz lezi

na Q).
Xepx e X eq.

V tomto pripadé px nazyvame tecnou nadrovinou ke @ v bodé X.

Te Q) L(PI) . pabe B=< >

1\

b (xF)

Y
R - -
X a A r&sm 3 Qg \wa) Q() =0
k\ (F\l '"‘PM-‘-A?\ CQV M B %-)g
N 8 .
1-\ V CF"‘-.PP.‘*.‘) g‘l x
3) SB e B
W Xep, ¢ XTpx =0 & Xe@&
P,
Lemma 4.19 (Vysvétleni definice tecny). Necht @ je regularni projektivni kuzelosecka v

realné projektivni roviné a X € @ jeji bod. Pak tecna px ma s @ v bodé X dvojnasobny
prusecik a zadny jiny prusecik s kuzeloseckou nema.

IR+ b (R ¥
R 2] W) = LDLQj

Y = i)
box

b e s.'>2+£'% ponmon "'X?\MW

-

b O& ¢ b (R4 s Fedg)e s‘kf.r«ms* b (2 §)+¢ o)
€=

0
xeQ 5"" O‘uvd'. ko ase



Véta 4.20. V projektivni roviné P(R?) méjme regularni kuzelosecku Q. Necht pi¥imka p
protina @) ve dvou ruznych bodech A, B. Necht C' € p rizné od A, B a necht D € p je
polarné sdruzen s C. Pak (A, B, C, D) tvoii harmonickou ¢tvefici. —

-4

}
=t My
J

ﬂ
do, O +(5,_b

e so
sew, b (2,2) + (4 Ras wz\lb NEIIE s 8 8)
V4 7

S—— N o
o]

3"4‘31
4=>
“L(sl
N = o

Véta 4.21. Kazda regularni kuZzelosecka v redlné projektivni roviné P? = P(R?) je projek-
tivni transformaci kuzelosecky dané rovnici

22+ 22—l =0. K Clan. odnila)

Kazda regularni kvadrika v redlném projektiviNm prostoru P? = P(R*) je projektivni
transformaci praveé jedné z kvadrik

3+ ratri—xz2 = 0 (nepfimkova kvadrika)

92 2 9 2
£y b-ao—xsg — %, = U

TSN Q -- q -- ) CUR

-‘ o=
(xnt,_xs\ P"" B ® = (X‘x,_xs)<,:;t; ) G:X {4— - —

oo-=\

b xe (%) P(Sé@ U -



Definice 5.1. Pro libovolné téleso zobrazeni ® : 7" — P(T™*!) dané piedpisem

Bl oy cuiimn) =SB0 G ssmd )

nazyva me kanonické vnorens aritmetického afinniho prostoru do aritmetického projektiv-
niho prostoru stejné dimenze. P(7T™*!) se pak nazyva kanonickym projektivnim rozsifenim
nebo téz zuplnénim afinniho prostoru 7™.

Definice a lemma 5.2. Necht P* = P(7™*!) je kanonickym projektivnim rozsifenim
afinniho prostorun 7™, pak P* = ®(7T™) UP"!, kde P*~! je nadrovina s homogenni rovnici
Tpe1 = 0, tedy se soufadnicemi (0, ..., 0, 1)* Tato nadrovina se nazyva nevlastni nadrovina,
oznacije se P a jeji body se nazyvaji nevlastni body.

Jestlize A C T™ je afinni podprostor dimenze k pak je jeho obraz ®(A) obsazen pravé
v jednom projektivnim podprostoru A C P" dimenze k. O A hovorime jako o projektivnim
rozsireni nebo téz projektivnim ziplnéni podprostoru A a o A hovorime jako o afinni verzi

A. Nevlastni body A povazujeme i za nevlastni body A. L .
TR e o) wxe W ‘ dcx) . P
. Cx
R - 4 [__1\/\3 - (2\41‘)
-4
$
A ™
/.X [2‘-3] < (Cl -9 '3)
2 o diim € (% -3,4)
i X, X,
§ (> %3) = (?‘; \ ,73]
IP-,."" ®,v . X. 40 *

Priklad 5.5 (Pocitani v afinni a projektivni roving). Uvazujme afinni rovinu R? s kano-
nickymi afinnimi soufadnicemi [z, y| a jeji kanonické projektivni rozsiteni P? s kanonickymi
homogennimi soufadnicemi (z1, 9, 3).

naleznéte ®(A). (3 =1, )

1. Naleznéte projektivni bod, ktery odpovida afinnimu bodu A = [3, —1], presnéji tedy

[N)

Naleznéte afinni bod, ktery odpovida projektivnimu bodu B = (—6,9, 3), presnéji
tedy naleznéte ®~1(B). Y]
edy naleznéte (B) [_2'3]

3. Naleznéte projektivni rozsiteni afinni primky 2z + 3y + 4 = 0 a urcete vSechny jeji
nevlastni body.

4. Naleznéte afinni verzi ptimky s dualnimi soufadnicemi (2, —1,5)*. &x - 3 +5 =0

5. Rozhodnéte, zda-li afinni body A = [1,2], B[4, —4] a C[3, —2] lezi na ptimce. Urcete

obecnou rovnici této piimky. =S [ A v 3
z— 5| =0
_ ) 4 14 4
bod ﬁ N ﬁ, kde A, B jsou jako v pfedchozim bodé a D = [3,5],

we (2,-3)

T v

6.
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Véta 5.3. V projektivné rozsifené roviné R? ma kazda afinni piimka p v R? se smérovym
vektorem v = (v,,v,) pravé jeden nevlastni bod (v,,v,,0). Tento bod budeme rovnéz
nazyvat smer p. c el

Nk ka*ATx\a-\-C =0

% X, _ [
—_ . —_— .\-Q,—O &
N-a XB N’x XS &
N‘ax,t- N,%, +ex, =0 X, =0
L)

ShEe_ - 4



Véta 5.6. V projektivné rozsitené roviné R? uvazujme rizné body A, B,C, D leZici na
jedné primce. Pak pro dvojpoméry a délici poméry plati

1. Jestlize jsou vSechny tyto body vlastni, pak

e
S5 AC B
(A,B,C,D) =38 — : ;
% CB DA
2. Jestlize D je nevlastni,pak
(A .B,C. B} — =0
’ ’ ’ _ CB
3. Specialné, pokud je (A, B, C, D) harmonicka ¢tvefice a bod D je nevlastni, pak C' je
stfedem AB.
Dle. L 3)d TV
o bR, o P,
@ A = lapey] =~ (ee 1)—a
B = [b,ble {00, 1) =i b
O = [656 weodeg65: 1) ::@ o
D = [dovdy] ~ (drydy,1) =i d
>
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Véta 5.7. Uvazujme kanonicky projektivné rozsiteny afinni prostor 7. Projektivni t}'ilt]!s—"'z
formace uvazovana na vlastnich bodech maji tvar linearnich lomenych zobrazeni. Afinity
tvori podgrupu projektivnich transformaci a jsou to praveé ta zobrazeni, které vlastni body
zobrazuji na vlastni body a nevlastni body na nevlastni body.

1 v O%8eNY  —Tvap
a11T+a12y—+a13 /
ap; Qi a3 x 117 + a1y + a13 a31z-+as2y+ass x
as1r+a +a /
a1 a2 A23 Y| = |anT +axny+as | ~ aziﬁaizzﬂzz e
as] Qs ass 1 a1 x + asoy + ass 1 1|
F an pro Xy
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Priklad 5.8. Zkoumejte linearni lomena zobrazeni, napriklad

2¢ + 3
@)= s

z hlediska analyzy a z hlediska projektivnich zobrazeni na piimce.
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Definice 5.9 (Afinni pojmy pro kvadriky). Necht P* = P(T"*1) je kanonickym projektiv-
nim rozsitenim afinniho prostoru 7", pak

1. O mnoziné Q C T™ fekneme, Ze je to regularni afinni kvadrika, jestlize to je mnozina
vlastnich bodi regularni kvadriky @ v P". O @ hovorime jako o projektivnim rozsifeni
nebo téz projektivnim zaplnéni @ a o Q hovorime jako o afinni verzi (). Nevlastni
body @ povazujeme i za nevlastni body Q

2. Tec¢né nadroviny ke () definujeme jako afinni verze tec¢nych nadrovin ke @) ve vlastnich
bodech.

3. Jestlize je pol nevlastni nadroviny ps vlastnim bodem, pak jej nazyvame stredem

kvadriky Q.

4. Jestlize ma kvadrika v nevlastnim bodé tecnou nadrovinu, ktera neni nevlastni, na-
zyvame tuto nadrovinu asymptotickou k Q).

Pokud nebude hrozit nedorozumeéni, budeme stejnym pismenem oznacovat afinni objekt
(nadrovinu, kvadriku, prostor) a jeho projektivni ztiplnéni.

Definice 5.10 (Afinni klasifikace kuzelosecek). V projektivné rozsifené roviné R? méjme
regularni kuzelosecku Q. Rekneme o ni, ze to je elipsa, jestlize nema zadny nevlastni
bod, parabola, jestlize ma pravé jeden nevlastni bod a hyperbola, jestlize ma dva nevlastni
body, jiné moznosti nejsou. Témto nazvium fikame afinni typ kuzelosecky. O dvou vlastnich
primkach rekneme, ze maji sdruzené sméry, jestlize jsou jejich nevlastni body polarné
sdruzené vuci Q).

Véta 5.12. Elipsa a hyperbola maji stfed, parabola stfed nema. Hyperbola ma dvé rizné
asymptoty, parabola ani elipsa asymptoty nemaji. Pro elipsu jsou vzdy dva rizné sméry po
dvou sdruzené. Pro hyperbolu jsou sméry asymptot sdruzené vzdy samy se sebou a ostatni
sméry jsou po dvou sdruzené. Pro parabolu existuje jeden smér (jeji nevlastni bod), ktery
je sdruzen sam se sebou i se vSemi ostatnimi sméry.



Definice 5.13 (Eukleidovské pojmy pro kuzelosecky). V projektivné rozsifené roviné R?
s kanonickym skalarnim sou¢inem méjme regularni kuzelosecku ). Smér (nevlastni bod)
nazyvame hlavni, jestlize existuje smér sdruzeny, ktery je na néj kolmy. Osu kuzelosecky
definujeme jako polaru hlavniho sméru, pokud tato polara neni nevlastni pfimkou. Vrcholy
kuzelosecky definujeme jako vlastni priseciky os s kuzeloseckou. Usecka spojujici stied a

vrchol se nazyva poloosa.
Priklad 5.11. VsSechny pojmy si postupné vyzkouSejme na afinni kuzelosecce

22+ 2xy — 2y +2=0.
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Véta 5.12. Elipsa a hyperbola maji stfed, parabola stfed neméa. Hyperbola ma dvé rizné
asymptoty, parabola ani elipsa asymptoty nemaji. Pro elipsu jsou vzdy dva rizné smeéry po
dvou sdruzené. Pro hyperbolu jsou sméry asymptot sdruzené vzdy samy se sebou a ostatni
sméry jsou po dvou sdruzené. Pro parabolu existuje jeden smér (jeji nevlastni bod), ktery
je sdruzen sam se sebou i se vSemi ostatnimi sméry.
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Véta 5.14. Pro kruznici je kazdy bod jejim vrcholem. Elipsa, ktera neni zaroven kruznici
ma ¢tyri vrcholy a dvé vzajemné kolmé osy, které prochazeji stredem. Hyperbola ma dva
vrcholy a dvé vzajemné kolmé osy, které prochazeji stredem. Parabola ma jeden vrchol a
jednu osu, kterd prochazi vrcholem a nevlastnim bodem paraboly. Tecna ke kuZzelosecce v
jejim vrcholu ma vzdy hlavni smér.

o K

Véta 5.15. Necht piimka p prochazi stfedem S kuzelosecky @ (elipsy nebo hyperboly) a
protina kuzelosecku ve dvou ruznych bodech A, B. Pak S je stfedem tsecky AB. Tecny ke
@ v bodech A, B jsou rovnobézné a maji smér sdruzeny se smérem p. Jestlize ma primka
se smérem sdruzenym k p s kuzeloseckou @) dva pruseciky X, Y, pak primka p puli isecku

XY.

boea Y29 (A\B Sf.b):"‘\

AR.




Véta 5.16. Necht vlastni pfimka p prochazi jedinym nevlastnim bodem X paraboly a
protina ji v dalsim (vlastnim) bodé Y. Necht pfimka rovnobézna s te¢nou v bodé Y protina
parabolu ve dvou bodech A, B. Pak primka p puli tsecku AB.

S
] ~N

N

4* [kel=18e|

Poznamka 5.17 (Meta-véta o projektivnich, afinnich a eukleidovskych pojmech). Projek-
tivni zobrazeni zachovavaji (spravné zobrazuji) projektivni pojmy, afinni zobrazeni zacho-
vavaji afinni pojmy a shodnosti zachovavaji eukleidovské (na skalarnim soucinu zavisejici)

pojmy. 0

Véta 5.18 (Priklad afinné zachovaného pojmu). V projektivné rozsifené roviné R? méjme
elipsu @ se sttedem S. Jestlize F' je afinita, pak F/(Q) je opét elipsa a F'(S) je jejim stifedem.
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Véta 5.19. V projektivné rozsifené roviné R? plati, Ze

Al b

1. kazda elipsa je afinni transformaci elipsy z? +y? — 1 =0, 5

2. kazda parabola je afinni transformaci paraboly 22 —y = 0,

3. kazda hyperbola je afinni transformaci hyperboly zy — 1 = 0.

V dusledku jsou tedy kazdé dvé kuzelosecky stejného afinniho typu mezi sebou zobrazitelné

afinni transformaci.

Definice a lemma 5.20 (Projektivni a afinni klasifikace kvadrik v prostoru). V projek-

\ tivné rozsifeném prostoru R? definujeme tyto afinni typy regularnich kvadrik

1. elipsoid jako neprimkovou kvadriku, ktera nema zadny nevlastni bod,

Q
K
‘{\}" 2. elipticky paraboloid, jako nepiimkovou kvadriku, ktera ma pravé jeden nevlastni bod,
3. dvojdilnyg hyperboloid jako neprimkovou kvadriku, jejiz nevlastni body tvori regularni
kuzelosecku

}_.- 4. jednodilny hyperboloid, jako primkovou kvadrikuy, jejiz nevlastni body tvori regularni
-\ ¥ kuzelosecku

-
5. hyperbolicky paraboloid, jako primkovou kvadriku jejiz nevlastni body tvori dvé primky.
Kazdé dvé kvadriky stejného afinniho typu jsou mezi sebou zobrazitelné afinni transformaci.

Dikaz. Afinni klasifikace plyne z vyc¢tu vSech moznosti polohy nevlastni roviny (se¢na,
teéna, mimo) vuci kvadrice. Pfimkova kvadrika nemuze mit neprazdny prunik s zadnou
rovinou, proto je tiid jen 5. Existenci transformaci dokazovat nebudeme.
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