2 Diferencialni geometrie krivek

Piiklad 2.1. Uvazujme v R? jednotkovou kruZnici x> + y?> — 1 = 0 bez bodu (—1,0). Tuto
mnoZinu parametrizujme jako c(t) = (cost,sint)? prot € (—n,7) a uvaZujme reparametrizaci
t = 2arctan s pro s € (—00, 00). Novd parametrizace md tvar

c(s):(1_82 25 ) 5 € (=50, 00).

1452714 52

Definice 2.2. Bud’ [ C R interval (pFipadné neomezeny), spojité zobrazenic : [ — R" se nazyvd
parametrickd kiivka v R". MnoZina (c) := c(I) C R"™ se nazyvd obraz kiivky. Parametrickd
krivka se nazyvd hladka, jestlize c je tiidy C* (tedy md spojité derivace vSech Fddii) a regularni,
jestlize c je reguldrni, tedy c'(t) # (0,0, ...,0)T pro kaZdét € I.

Poznamka 2.3.

1. Je-li I uzavreny nebo polouzavieny interval, rozumime hladkym zobrazenim na I restrikci
na I hladkého zobrazeni definovaného na néjakém otevieném nadintervalu.

2. Parametrickd kiivka je popsdna n-tici funkci c(t) = (ci(t), -, cn(t))T jedné proménné
definovanych na 1.

3. Jeji derivace je linedrni zobrazeni (totdlni diferencidl), které vyjddrime sloupcovym vek-
torem (matici n x 1) a budeme ho chdpat jako (tecny) vektor c'(t) € R", ktery zdvisi na
parametru. Pro hladkou reguldrni parametrickou krivku definujeme jeji funkci rychlosti
||c'(t)]], kterd je hladkd a kladnd.

4. Ve vétdach a definicich budeme pro jednoduchost pracovat s hladkymi kiivkami (t¥idy C*),

VVVVVV

Definice 2.4. Je-li ¢ : I — R reguldrni parametrickd kfivka a ¢ : I — 1 hladky difeomorfismus
intervalu I na I (tedy hladkd bijekce s hladkym inverznim zobrazenim), je ¢ = co ¢ : [ —
R™ reguldrni parametrickd kiivka se stejnym obrazem jako c. Difeomorfismus ¢ pak nazyvdme
zménou parametru a ¢ reparametrizaci c. Je-li navic ¢' > 0 na I, nazveme & reparametrizaci c
zachovdvajict orientaci.

Definice a lemma 2.5. Byti reparametrizact je relace ekvivalence na mnoZziné vSech reguldrnich
parametrizovanych krivek a kaZdou jeji tridu nazyvdame ktivka. KaZdého zdstupce prislusné tridy
ekvivalence nazyvame parametrizaci této krivky. Byti reparametrizaci zachovdvajici orientaci je
rovné?Z relace ekvivalence na mnoZiné vsech reguldrnich parametrizovanych krivek a kazdou jeji
tridu nazyvdme orientovana kiivka.

Dikaz. Difeomorfismus je zobrazeni ¢ : I — I kieré je bijekce, hladké C* a ¢/ # 0 viude. Z
toho plyne, Ze ¢~ " je také difeomorfismus.

an

e Trangitivita: sloZeni difeomorfismii je difeomorfismus, tedy (€ = coda ¢ = o)) =

co(¢o)
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o Symetrie: inverze defeomorfismu je difeomorfismus, tedy kdy?¢ = co¢p =c=co ¢!
* Reflexivita: identita je difeomorfismus a tedy ¢ = c o id

* Orientace: sloZent rostoucich funkci je rostouct a inverze k rostouct funkci je rostouct, tedy

(id' > 0); (¢’ > 0) = (671)' > 0; (¢' > 0& ¥’ > 0) = (g0 v)' > 0.
U

Poznamka 2.6. Pokud nebude nebezpeci omylu, budeme slovem kiivka (pripadné orientovand
krivka) oznacovat nejen tvidu ekvivalence, ale i jejiho reprezentanta (reguldrni parametrizovanou
krivku), se kterym prdvé pracujeme, nebo dokonce jeji obraz. V diferencidlni geometrii studujeme
pravé takové viastnosti kiivek, které se neméni pri reparametrizaci.

Poznamka 2.7. V diferencidlni geometrii studujeme vlastnosti krivek, které se p¥i reparametri-
zaci neméni nebo méni odpovidajicim zpiisobem (napriklad méni znaménko pri zméné orientace).
Naddle budeme pouZivat zkrdceny zdpis parametrizaci téZe krivky. Nap¥iklad pokud mdme pa-
rametrickou kiivku c(t) budeme jeji reparametrizaci ¢(s) = c(¢(s)) oznacovat jednoduse c(s).
Konecné kvili zjednoduseni zdpisu budeme nékdy vynechdvat hodnotu parametru a budeme psdt
napiiklad ¢’ misto ¢ (t) a podobné. Pokud nefekneme jinak, ¢drka znaci derivaci % a tecka
derivaci d%.

Lemma 2.8. Pro derivace dvou parametrizaci c(t) a c(s) = c(¢(s)) téze hladké reguldrni krivky
v kazdém odpovidajicim bodé plati

6 6 o
(clef€) = (c[c"[c”) [ 0 ¢* 399
0 0 ¢
Dukaz. Piimy vypocet derivace sloZené funkce,
L d d , . do
= — = —c(t)— = éc’
¢ =—-c(gs)) = Jelt) - = ¢
2. p
. N el
¢ = ¢c | o
é:QB~C/+¢~¢.§-C//:g.b.-C/—f-(QS)Q'CH
3.

'('3':?ﬁ'-cl%—q.b.-g.b-cﬁ—i—%é-g.zg-cﬂ—i—(¢)2-¢-C///:‘&'C/-f-?)q&f-q.b.-cu-l-(é)g'cm
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2.1 Rovinné krivky

Pokud se nefekne jinak, budeme v této kapitole terminem kiivka oznaCovat hladkou regularni
kfivku v R2.

Definice 2.9. V kazdém bodé hladké reguldrni parametrické kfivky c(t) v R? definujeme jednot-
kovy te¢ny vektor

a znaménkovou krivost
) det(c'(t)|c"(t))
HZ pry

e’ ()]

Bod, ve kterém je znaménkovd krivost nulovd nazyvdme inflexni.

Véta 2.10. Pri reparametrizaci kiivky v R? zachovdvajici orientaci se v daném bodé tecny vektor,
orientovany normdlovy vektor a znaménkovd kvivost neméni. Pri reparametrizaci kterd méni
orientaci se tyto vektory méni na opacné a znaménkovd krivost pouze zméni znaménko.

Dukaz. S vyuZitim lemmatu 2.8

" /

_i: §Z5C :sin. © :Sil’l.
t(s) = Tl Tigel g (cb)“d(t)” gn(o)t(t).
Ddle plati
Pt 0 -1 0 —1Y\ . : . :
0= (7 )= (1 ) sten@reo) = sgntim. 0.
Konecneé
o ¢
det (C/|CH) 12 et(c|c” .
o) = S - | ” d.)c,<|f 2l = sign() 5 5 = sign(@)r. (0,

O

Véta 2.11. Znaménkovd kfivost, tecny a normdlovy vektor jsou equivariantni viici shodnostem
R2. Presnéji, méjme shodnost ve tvaru f(X) = AX + p, parametrickou kiivku c(t) a v jejim
libovolném bod¢ veliciny k., t, n,. Pak kfivka ¢(t) = f(c(t)) = Ac(t) + p md v odpovidajicim
bodé znaménkovou krivost i, = (det A)k,, tecny vektor t = At a normdlovy vektor h, =
(det A)An,.
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Dukaz. Uvédomme si, Ze det A = +1. Navic plati, Ze

¢(t) = Ac(t) + p = €(t) = Ac'(t) = &"(t) = Ac"(¢).

% o

det(c’,c”)  det(Ac’, Ac”)  det(A)det(c’,c")
[{Z = 113 = A 13 = 13
el 1| [le'l]
nebot’ pro libovolny vektor ||v|| = VoTv = ||Av|| = /(Av)TAv = VoTAT Av =
Vol =|[v]].

Tedy

= (det A)k,,

- 0 —1\ - 0 —1 0 -1
O

Definice 2.12. Pro kaZdou k¥ivku c definujeme v kazdém bodé jeji teCnou ptimku jako mnoZinu
c(t) + (t(t)) a normalovou ptimku jako mnoZinu c(t) + (n*(t)> Ddle v kaZdém neinflexnim
bodé definujeme jeji orientovany polomér kiivosti jako R(L) = (t), Jeji stied kiivosti jako bod

S(t) = c(t) + R(t)n.(t) a kruznici se stiedem S(t) a polamerem R(t) nazyvdme oskulaéni
kruZnice v bodé c(t).

Véta 2.13. K¥ivka md v kaZdém svém bodé kontakt nejvyssiho vdadu s tecnou primkou (ze vSech
primek) a v kaZdém neinflexnim bodé s oskulacni kruZnict (ze vsech kruznic).

Dukaz. Kontaktem myslime nejvyssi moznou shodu derivace ve vhodné parametrizaci. UvaZujme
tedy dvé krivky a néjakym zpiisobem sjednocené parametrizace (napriklad obé obloukem) c;, co
a zajimd nds jejich kontakt v bodé 1
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e kontakt 0. Fddu — Cl(tg) = Cg(to)

c5 (o)

e kontakt 2. Fdadu — c/(ly) = c5(lo)

* kontakt 1. Fddu — ¢/ (to)

Diky linedrni reparametrizaci postaci tuto vlastnost studovat v bodé t = 0 a diky shodnosti
miiZeme navic predpoklddat, Ze c(0) = (0,0) a ¢/(0) = (c,(0),0), kde c,,(0) > 0. Mdme tedy

t(0) = (1,0) a n.(0) = (0,1). V tomto bodé uvazujme Tayloritv rozvoj kfivky
1 1
c(t) = <c;(0)t - 5c;;(o)lt2 + o(t?), §CZ(O)t2 + o(t2)) .

Dosazenim do obecné rovnice piimky Ax + By + C' = 0, pro A # 0 nebo B # 0 dostdvdme:

2

Odtud vyvodime, Ze pro kontakt ¥ddu 0 (jednondsobny priisecik) musi platit C' = 0 a pro
kontakt Fddu 1 (dvojndsobny priiseik) musi navic platit A = 0, ¢imZ dostdvime By = 0, tedy
osu x a tim tecnou primku a B must byt nenulové. Kontakt vyssiho rddu neni mozny, nebot’ pro
kontakt ¥ddu 2 by c;/(0) = 0 = £.(0) = 0, coZ je spor s predpokladem neinflexniho bodu.

1 1
O + A ()t + [EAcgm) + —BCZ(O)] 2 4+ o(t?) = 0

Dosazenim do obecné rovnice kruZnice (x — S;)* + (y — Sy)? — R* = 0 dostdvdme:

1 1
(S2+ S — R?) — 25,¢,(0)t + [c;(o)2 — QS@C;;(O) — 2Sy§cg(o) 2 +o(t?) =0

Tedy pro kontakt Fadu 0 (jednondsobny priisecik) musi platit R?> = 5% + S; a pro kontakt rddu
1 (dvojndsobny prusecik) musi platit S, = 0. Pro kontakt ¥ddu 2 (trojndsobny prusecik) pak
Sy = ¢,(0)?/c)(0) = 1/k.(0), nebor

(0) (0)
0 0
ko (0) = ———2 L — (0)/c(0)?,
¢imZ dostdvdame oskulacni kruznici. Kontakt vyssiho rddu neni obecné moZny, nebot’ jsme vycer-
pali vSechny volné parametry. MiiZe nastal pouze v p¥ipadé, Ze r,(0) = 0, tedy v kritickém bodé

krivosti, napriklad v jejim maximu. O

Véta 2.14. Pro hladkou reguldrni parametrickou k¥ivku c : I — R? plati

t'(1) = [l (O] |k (On.(0).
Ddle plati, Ze existuje hladkd funkce 0(t) : I — R spliiujici t(t) = (cos6(t),sind(t)) prot € I
a pro znaménkovou krivost pak plati

0'(t)
Ko(t) = 57—, tel.
’ e’ (D)l
Pokud je tedy kiivka parametrizovdna konstantni jednotkovou rychlosti ||c'(1)|| = 1, pak je tedy
znaménkovd krivost rychlosti zmény sméru krivky.
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Dikaz. Uvédomme si, Ze ||c'|| = /' - . Derivovdnim a vipravami dostaneme

[z
= (%) S RGP (e
lIc'[| - lIe'[[?
Skaldrnim soucinem pfedchozi rovnice ziskdme c' - t' = 0 a proto je t' ndsobkem n,(t), tedy
t' = Kn.(t). Z rovnosti

det(t,t') = det(t, Kn,(t)) = K det(t,n.(t)) = K
T

a

o ||C/||2C// — (- ") o ||C/||2C// ¢ (")
det(t, t') = det , =det | ——, —det , =
lIe'[| lIe'[I? e[ [le’[[? e[l [le’]?

N

0

1 det(c,c")
el el
—_————— =r

Rz

det(c’, ") 1|

dostaneme, Ze K = rk,.
Funkce 0 je spojitou verzi argumentu funkce t(1) a jeji existence a diferencovatelnost je zndmd z
komplexni analyzy. t'(t) = 0(t)' (—sin6(t), cos6(t)) z predchozi ¢dsti mdme 6'(t) = r(t)k.(t).

(. /
~

n.(t)

O

Véta 2.15. Na otevieném intervalu I budiz zaddny dvé hladké redlné funkce f(t), r(t), pficemZ
r(t) > 0 prot € I. Pak existuje aZ na primou shodnost pravé jedna hladkd parametrickd rovinnd
kFivka c(t), t € I, pro kterou plati

IO =r), k()= f().

Dukaz. Zafixujme ty € I libovolné a definujeme funkci 0(t) aby platilo

o 0'(1) = ||/ ()| - k(L) = 7(L) - f(L), tedy O nalezneme jako primitivni funkci k r(t) - f(1),

kterd jisté existuje, protoZe r(t) - f(t) je hladkad,

* O(ty) = 0o, kde b, je libovolnd konstanta.

Nyni poloZime
t(t) = (cosO(t),sinf(t)).

Ziejmé ||t (t)|| = 1 a miiZeme tedy konecné definovat

c(t) = || (@)|] - t(¢) = r(t) - (cosO(¢),sinB(t)).

c(t) nalezneme jako primitivni funkci k c'(t), coz Ize, protoZe c'(t) je hladkd funkce. Zvolime
X,Y € R libovolnd a necht’ c,(ty) = X acy(ty) =Y.

V pritbéhu konstrukce funkce c(t) jsem volili polohu bodu c(ty) = [X,Y] a smér te¢ného
vektoru t(ty) = (cosby,sinby), cimZ jsme urcili kiivku jednoznacné aZ na p¥imou podobnost.

O
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2.2 Prostorové krivky

Pokud se nefekne jinak, budeme v této kapitole terminem kiivka oznaCovat hladkou regularni
kfivku v R3.

Definice 2.16. V kazdém bodé hladké reguldrni parametrické kiivky c(t) v R? definujeme jed-
notkovy te¢ny vektor t(¢) a kiivost r(t)

'(t () x c"(t
(= S0 €]
e ()] e/ ()]
Bod, ve kterém je krivost nulovd se nazyvd inflexni bod. V kazdém neinflexnim bodé ddle definu-
Jjeme jednotkovy binormalovy vektor b(t), jednotkovy normalovy vektor n(¢) a torzi 7(t)

_dWxew) oy det(@Ole" ()" (1)
b(t) - (t) - b(t) X t(t)7 (t) ||C/(t) % C//(t)”Q .

[le' () x e ()1
Z definice plyne, Ze trojice vektorii {t(t),n(t), b(t)} tvoii v kaZdém neinflexnim bodé kladné
orientovanou ortonormdlni bdzi R3, kterd se nazyvd FrenetQv repér.

Véta 2.17. Pii reparametrizaci kiivky v R? zachovdvajict orientaci se v daném bodé kiivost,
torze a Frenetuv repér neméni. PFi reparametrizaci kterd méni orientaci se krivost, torze a nor-
mdlovy vektor rovnéZ neméni, zatimco tecny a binormdlovy vektor se méni na vektory opacné.

Dukaz. VyuzZijeme lemmatu 2.8 a oznacime

o 0 ¢
M=1|0 ¢ 3¢¢
0 0 ¢

Ddale spocitame
ex €= (¢ ¢)x (oc +¢°c") = (¢ ) x (o) + (- ') x (¢°c") = 0+ &%(c’ x ).

Nyni uz mdame vSe potiebné k dukazu véty, a pocitame

= ¢ = — gﬁc’ = sign(¢) - t(1
t(‘ ) - ||C|| ‘¢| ] HC/” 8 ((/b) t(ﬂ?
g = exé P x ) — sion(d) .
b(s) Texel 3 o xe ¢ (¢) - b(?),
n(s) = b(s) x t(s) = sign(qfﬁ)b(t) X sign(qﬁ)t(t) =b(t) x t(t) = n(t),
Ml 1Bl e
R T T PR

(o) = QCUEIETE) _ det(M) - det(elle’le")

lle x € 90 - [’ x ||

17



Véta 2.18. Krivost, tecny a normdlovy vektor jsou equivariantni vii¢i shodnostem R®. Presnéji,
méjme shodnost ve tvaru [(X) = AX + p, parametrickou kfivku c(t) a v jejim libovolném bodé
veli¢iny k, t a v neinflexnim bodé navic T, n, b. Pak kiivka ¢(t) = f(c(t)) = Ac(t) + p md v
odpovidajicim bodé kfivost i = r a tecny vektor t = At. V neinflexnich bodech md navic torzi
7 = (det A)T, normdlovy vektor i = An a binormdlovy vektor b = (det A)Ab.

Dikaz. DokaZme nejprve, Ze pro ortonormdlni matici A a libovolné vektory x,y € R? plati
Ax x Ay = det(A)A(x X y). Skutecné, Vz € R? dostdvdme

z - (Ax x Ay) = det(z, Ax, Ay) = det(A) det(ATz,x,y) = det(A)(ATz) - (x x y) =

det(A)(z- A(x xy) =2z (det(A)A(x X y)).

YV

Nyni uz snadno ovérime dokazované vztahy. Plati totiz, Ze
c(t)=Ac(t)+p=27¢(t) = Ac'(t) = &"(t) = Ac"(t) = &"(t) = A" (1).

Primym vypoctem dostdvdme
¢ Ac

E = —— = — = At/
el el
) ) / !/
b © ><(~: _ det(A)A(c’ x c”) _ det(A)Ab,
[le" > e [le" > e”|

f=bxt=det(A)(Ab x At) = A(b x t) = An,

- [ler x| [det(A)] - [JA(e x )] _ |¢" x c"]]
KR = = = = =

el | AC[[? lle|f?
a kOneéné d t S & s d t A d t APN/api

o det(@@len)  det(A) det(eleie”) o

||é/ % é”||2 - ||C/ % C//||2
O

Definice 2.19. Pro hladkou reguldrni kiivku c(t) v R? definujeme v kazdém bodé te¢nou pfimku
Jjako mnoZinu c(t) + (t(t)) a ddle v kazdém neinflexnim bodé definujeme

* oskulani rovinu jako mnoZinu c(t) 4+ (t(t), n(t)),
» rektifikaéni rovinu jako mnoZinu c(t) 4+ (t(t), b(1)),
* normalovou rovinu jako mnoZinu c(t) + (n(t¢), b()).

Definice a lemma 2.20. O hladké parametrizované kfivce c(t) Fekneme, Ze je parametrizovand
obloukem nebo jednotkovou rychlosti, jestlize pro vsechna t € I plati ||c'(t)|| = 1. KaZdou
hladkou reguldrni kfivku lze parametrizovat obloukem. Je-li c(t) néjakd parametrizace oblou-
kem, pak vSechny ostatni parametrizace této kFivky obloukem ziskdme reparametrizaci L = ¢(s),
o(s) = £s + so, kde s je libovolnd konstanta.
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Dikaz. Mé&jme libovolnou hladkou reguldrni k¥ivku c(t). Pak plati, Ze ||c'(t)|| > 0, coZ je jisté
hladkd funkce, a tudiz miiZeme definovat

w(t) = [ llear
Pak tedy plati vztah (1) = ||c(1)]|. 1 je prostd, tudiZ definujeme ¢ = ™.
Definujeme nyni c(s) = c(¢(s)), z ¢ehoZ plyne

/
/ 1 / C

= — - C = — =
(4 e/l

Z toho ovsem plyne, Ze ||¢|| = 1, tedy jsme nalezli parametrizaci obloukem.
Predpoklddejme nyni, Ze mdme kiivku c(t) parametrizovanou obloukem a jeji obloukovou repa-
rametrizaci c(s) = c(¢(s)). Pak

('::(;.5~c t.

1=lell =lell - 1¢] = 1-]él,

tedy numé |¢p| = 1= ¢ = £1 = ¢ = +5 + 5.
Naopak, méli bychom kfivku c(l) parametrizovanou obloukem, pak takovou reparametrizaci
o(s) = s + so opét dostaneme parametrizaci obloukem z vypoctu vySe. O

Lemma 2.21. Pro kfivku hladkou c(t) v R® parametrizovanou obloukem v kazdém bodé plati
t(t) = c/(t) a v kazdém neinflexnim bodé navic plati n(t) = % a k(t) = ||["®)]| =

[Ie"(t) > " (D).

Duikaz. M¢&jme c(t) parametrizovanou obloukem. Ziejmé plati t(t) = c'(t).
Ze vztahu ||c'(t)|| = 1 odvodime

/ oy d
c(t)-c(t)=1 ¥
2c¢'(t) - c"(t) =0,

tedy /(1) L ¢'(1), deho? plyne, ze ||’ x || = (||| - le”]| = [["]]
Nyni snadno spocitame, Ze v neinflexnich bodech

|| x "]
— —||C/||3 — ||C//||
a uZitim Lemdtka mdme
¢ xc c 1 -1
n=bxt= = (' xcYxcd)=— (c"x(cxc)) =
ool el ~ Jrerq] (€ € @) =y (€ ()
_1 C//
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Véta 2.22 (Frenetovy vzorce). Je-li c(t) hladkd kfivka v R3 parametrizovand obloukem, pak v
kaZdém neinflexnim bodé plati
!/

t' = kn, n = —kt + 7b, b’ = —7n,

co? Ize vyjddrit maticové jako

0 —k O
(t'|[n'[b") = (tjnb) [k 0 —7
0 7 0

nebo s vyuZitim takzvaného Darbouxova vektoru d = 1t + kb jako
t'=dxt, n =d xn, b'=d x b.

Dikaz. UvaZme tfi vektory (v1(t), va(t), vs(t)), které zdvisi na parametru a pro jeho libovolnou
hodnotu t € I tvoii ON bdzi R3. Libovolny vektor v € R? Ize (pro pevné t) vyjddrit jako

v=(v-vy)vi+ (V- Vva)vy + (V- V3)vs.
Tedy specidlné pro kaZdé pevné t plati
vi = (Vi vi)vi + (Vi - va)va + (V] - v3)vs, proi = 1,2,3.

Ziejmé lze psdt
/ / / y
(Vlv Vo, VS) = (Vlv Va, V3)]\[7
kde M je matice 3 x 3 s polozkami mj; = Vv - v;.
ProtoZe plati v; - vj = 0y, derivovdnim podle t dostdvdme rovnost vi - v; + v’ - v; = 0, il

Vi Vvj = —V.-v;atedy M musi byt antisymetrickd
0 —A —-B
M=1A 0 -C
B C 0

V nasem pripadé, kdy N(vi,vs,v3) = (t,n,b) a t odpovidd parametrizaci obloukem plati
podle Lemma 2.21

C//

t'=c" =" = Kn
e e =
a tedy dostavame A = k, B = 0. Snadno nahlédneme, Ze C = n’ - b, a tedy pocitdme
/ !/
, b ( C// ) C/ X C// (C//) C/ X C// KJC/// _ f'/fz/C// C/ X C//
n - = —_— . —= . e

e’ll) e x|~ \w K K2 K

L (o ey = det(elelen) _ det(ele’le”)
/{2 ||C' X C//||2

K2
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Tudiz

0 —x 0
M=|x 0 -1
0 7 0

Ddle primym vypoctem za uZiti vyse dokdzanych vztahit mezi vektory Frenetova repéru a je-
Jich derivacemi mdme

dxt=(tt+xb)xt=rxbxt=rn=t

dxn=(tt+xb)xn=71b—kt=n'
dxb=(rt+xb)xb=—-rn=">b"
O

Poznamka 2.23. Vidime tedy, Ze v parametrizaci obloukem (kdy se poloha bodu méni jednotko-
vou rychlosti) krivost vyjadiuje rychlost okamZité zmény tecného vektoru (a tim i tecné primky) a
torze rychlost okamZité zmény binormdlového vektoru (a tim i oskulacni roviny). RovnéZ miiZeme
okamZitou zménu celého Frenetova repéru chdpat jako rotaci kolem Darbouxova vektoru, jejiz
rychlost je dand jeho délkou, tedy \/k? + T2, které se nékdy Fikd celkovd k¥ivost.

Véta 2.24. Nechr’ f(t) > 0, g(t) jsou hladké funkce definované na otevieném intervalu I. Pak
existuje aZ na primou eukleidovskou shodnost pravé jedna hladkd krivka c(t) v R3 parametrizo-
vand obloukem na intervalu I tak, Ze

Tyto rovnice se nékdy nazyvaji ptirozené rovnice kiivky.

Véta 2.25. Pro reguldrni hladkou parametrizovanou kiivku c : I — R3 bez inflexnich bodii plati,
Ze leZi v néjaké roviné pravé tehdy, kdy? T(t) = 0 pro kazdé t € 1.

Dukaz.

* (=) LeZi-li ¢ = (cy, ¢y, C») v néjaké roviné, existuji p,q,r, s € R takovd, Ze (p,q,r) #
(0,0,0) aprovSechnat € I je pc,(t)+qcy(t)+rc.(t) = s, tedyc-(p,q,r) = s. Postupnym
derivovdnim podle t dostaneme

C/ : (p7q7r) = 07
c”- (p7Q7r) = 07
C/// : (p7 qal") = 0.

Vektory c/, ", ¢" vSechny lezi v prostoru {(p,q,r))* dimenze dva, takZe jsou linedrné
zavislé. Z toho plyne rovnost det(c’|c”|c") =0 atedyi T = 0.
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s (<= ) BUNO uvaZujme c parametrizovanou obloukem. Je-li (t) = 0 pro viechna t € I,
potom b’ = —7tn = o, tedy b je konstatni. Zvolme 1o € I libovolné a definujme

h(t) = (c(t) — c(l)) - b(1), L € 1.

Platih(typ) =0ah’ =c'-b=t-b =0, rakfe h = 0, neboli c-b = c(ly) - b. K¥ivka tedy
leZi' v roviné c(ty) + (b)=. O

Véta 2.26. Pro reguldrni hladkou parametrizovanou kiivku c : 1 — R? vnovenou do R3 zobra-
zenim (x,y) — (z,y,0) plati k = |k,| a v neinflexnich bodech n = sign(r,)n,.

Dikaz. Necht' ¢ = (c,,c,) = (¢s, ¢y, 0). Snadno spocteme

/ !
d e
T T
det (C, c”)
Y Y

e ET

c
z “y
(¢, 0) x (¢, 0)] _H(‘)’O’det(czé ))

K= = = |k.|.

(VEF T 0 (VE+ )

Ddle v neinflexnich bodech oznacme t = (1, 1,,0). Dostdvdme

KRy, =

n, = (—ty,1;,0),
¢ xc’
m (0 0 szgn(/@z))
n=b xt =sign(k,)(—t,,1,,0) = sign(k,)n,

2.3 Krivkovy integral

Definice 2.27. Mé&jme hladkou parametrickou kiivku c(t), t € («, ) v R"™ a redlnou funkci f
definovanou na (c). Pak definujeme K¥ivkovy integrdl 1. druhu

/fds—/f DIl (B,

pokud integrdl napravo existuje jako Lebesquettv integrdl.
Véta 2.28. Krivkovy integrdl prvniho druhu nezdvisi na (re)parametrizaci.

Dikaz. Ar c(t),t € («, B) je hladkd parametrickd kiivka v R™, c(s) = c(¢(s)), s € (&, B) je
jeji reparametrizace a [ je redlnd funkce definovand na {c).
Rozlisime dva pripady a pocitime:
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