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Zakladni definice

@ Bud / C R interval (pfipadné neomezeny), spojité
zobrazeni ¢ : | — R" se nazyva parametricka kfivka v R".
MnoZina (c¢) := ¢(/) C R" se nazyvéa obraz krivky.
Parametricka kfivka se nazyvéa hladka, jestlize c je tfidy C>
(tedy ma spojité derivace vSech fadu) a regularni, jestlize

c'(t) # (0,0,...,0)7 prokazdé t € |.

@ Jelic:/— ]R” hIadka regularni parametricka kfivka a
¢ : 1 — I hladké bijektivni zobrazeni T na I s vlastni a v8ude
nenulovou derivaci (tzv. difeomorfismus), je

¢:=co¢:/—>R"

regularni parametricka kfivka se stejnym obrazem jako c.
Difeomorfismus ¢ pak nazyvame zmenou parametru a ¢
reparametrizaci ¢. Je-li navic ¢' > 0 na I, nazveme &
reparametrizaci ¢ zachovavajici orientaci.
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Priklady na parametrizaci

@ Hypocykloida. Uvazujme kruznici o poloméru r, ktera se
vali po vnéjsi strané kruznice o poloméru R. Parametricky
popiste trajektorii zvoleného bodu na pohyblivé kruznici.
Nacrtnéte tuto kiivku pro pfipad R = r, urCete parametricky
interval na némz se kfivka uzavre a spoctéte jeji délku.

@ Kissoida. Uvazujme kruznici k o poloméru r a néjakou jeji
teCnu p. OznaCme jako S bod dotyku pfimky p s kruznici k
a necht bod A lezi na kruznici k naproti bodu S. Pro
polopfimku g, kterd vychazi z bodu A a ktera se protina s
primkou p, oznaCme jako R bod priniku p a g, jako Q bod
priniku k a q. Oznaéme jako P bod na g, ktery splhuje
|A— P| =|Q — R|. Najdéte rovnici, kterd ur€uje mnozinu
v§ech takovych bodl P, a najdéte parametricky popis této
mnoziny.

@ Vivianiho kfivka. Parametrizujte prinik sféry s valcovou
plochou, ktera prochazi sttedem sféry a ma polovicni

prumer.
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Klicové pojmy

@ Délku krivky ¢(t) na intervalu | = (a, b) definujeme jako
f: ||c’(t)||dt, kteryzto integral nezavisi na zméné
parametru.
@ V kazdém bodé hladké reguléarni parametrické kfivky ¢(f) v
R? definujeme jednotkovy teény vektor
c'(t)
= eI

dale orientovany jednotkovy normalovy vektor

n.(t) = (? 01) (1)

a znaménkovou krivost
det(c'(t)|c"(1))
H=——"~7"17/
5= e

Bod, ve kterém je znaménkova kfivost nulova nazyvame
inflexni.

Zbynék Sir Geometrie pro pocitacovou grafiku



@ P¥i reparametrizaci kfivky v R? zachovavaijici orientaci se v
daném bodé teCny vektor, orientovany normalovy vektor a
znaménkova krivost nemeéni. Pfi reparametrizaci ktera
méni orientaci se tyto vektory méni na opacné a
znaménkova kfivost pouze zméni znaménko.

@ Znaménkova krivost, te¢ny a normalovy vektor jsou
ekvivariantni vaci shodnostem R?. Presnéiji, méjme
shodnost ve tvaru f(X) = AX + p, parametrickou kfivku
c(t) a v jejim libovolném bodeé veli€iny x, t, n... Pak kfivka
¢(t) = f(c(t)) = Ac(t) + p ma v odpovidajicim bodé
znaménkovou kfivost %, = (det A)x, teény vektor t = At a
normalovy vektor n, = (det A)An..
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@ Pro kazdou kfivku ¢ definujeme v kazdém bodé jeji tecnou
pfimku jako mnozinu ¢(t) + LO{t(t)} a normalovou pfimku
jako mnozinu ¢(t) + LO{n.(t)}. Déale v kazdém neinflexnim
bodé definujeme jeji polomer kfivostijako R(t) = m jeji
stred krivosti jako bod S(t) = ¢(t) + %mn*(t) a kruznici se
sttedem S(t) a polomérem R(t) nazyvame oskulacni
kruZnice v bodé c(t).

@ Krivka ma v kazdém svém bodé kontakt nejvys§Siho fadu s
teCnou ptrimkou (ze vSech pfimek) a v kazdém neinflexnim
bodé s oskulacni kruznici (ze vSech kruznic). Navic,
jestlize oznacime N(t) normélovou pfimku v bodé ¢, pak v
kazdém neinflexnim bodé c¢(1) plati

S(ty) = tﬂg]to N(ty) N N(t).
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@ V kazdém bodé hladké reguléarni parametrické kfivky ¢(f) v
RR3 definujeme jednotkovy teény vektor t(t) a kfivost r(t)

c'(t) _ [lef(t) x " ()]

W=eor W= R

Bod, ve kterém je kfivost nulova se nazyva inflexni bod. V
kazdém neinflexnim bodé dale definujeme jednotkovy
binormalovy vektor b(t), jednotkovy normalovy vektor n(t)
a torzi r(t)

/ !
c'(t) x c"(t)
b()y= —FF7——— n(t) =b(t) x t(t
(1) OETZO (1) = b(t) x (1)
() = det(c’(t)|c”(1)|c™ (1))
- e xe @)
Z definice plyne, ze trojice vektort {t(¢), n(t),b(t)} tvofi v
kazdém neinflexnim bodé kladné orientovanou
ortonormalni bazi R3, ktera se nazyva Frenettv repér.
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@ Je-li ¢(t) hladké kfivka v R3 parametrizovana obloukem,
pak v kazdém neinflexnim bodé plati

t' = ||c/||kn, n' = ||c||(-xt + 7b), b’ = —||c/||mn,

coz Ize vyjadrit maticove jako

0 -k O
(t|n'|b") = [|c'|(tinb) | « O —7
0 0

nebo s vyuzitim takzvaného Darbouxova vektoru
d = 7t + kb jako

t =dxt, n=dxn, b'=dxb.
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@ O ortonormdlnim repéru {eq, e,, e3} fekneme, Ze je to pro
kfivku ¢ repér s minimalni rotaci (RMF) jestlize pro kazdou
hodnotu parametru plati

er=t e,-e3=0.

Takovy repér je vzdy k dispozici a je velmi uziteCny pro
aplikace.
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Vektor s minimalni rotaci

Nalevo je hlavni normalovy vektor, napravo vektor s minimalni
rotaci.
v = cos ¢(S)N + sin ¢(s)B,

kde ¢/ = —7.
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Pohyb podél kfivky

@ Méjme kfivku v roviné c(t), pak mé matice pohybu po ni
tvar

0 0 1

<T(f) T(1)+ c(1‘)> (=N el

(T(t) +N(t) c(t))
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Pohyb podél kfivky

@ Méjme kfivku v roviné c(t), pak mé matice pohybu po ni
tvar

< Tgt) T((z;)l cgt) > _ ( Tét) ﬂ\(l)(t) cgt) )

@ V prostoru ma matice pohybu tvar

<T(t) N(t) B(1) C("))
0 0 0 1
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Pohyb podél kfivky

@ Méjme kfivku v roviné c(t), pak mé matice pohybu po ni
tvar

< Tgt) T((z;)l cgt) > _ ( Tét) ﬂ\(l)(t) cgt) )

@ V prostoru ma matice pohybu tvar

<T(t) N(t) B(1) C("))
0 0 0 1

@ Mozno nahradit pohybem minimizujicim rotaci kolem osy.
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Pohyb podél kfivky

@ Méjme kfivku v roviné c(t), pak mé matice pohybu po ni
tvar

< Tgt) T((z;)l cgt) > _ ( Tét) ﬂ\(l)(t) cgt) )

@ V prostoru ma matice pohybu tvar

<T(T) N(t) B(1) CU))
0 0 0 1

@ Mozno nahradit pohybem minimizujicim rotaci kolem osy.

@ Ale pohyb ve 3D je vhodné popsat kvaterniony, ty budeme
probirat priste.
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