Geometrie pro pocitaCovou grafiku

Priklad 1. V roviné analyticky vyjadfete osovou soumérnost podle piimky p : x + 2y + 3 = 0.

Definice 2. Zobrazeni f : R” — R” se nazyva shodné (nebo shodnost), jestlize zachovava
eukleidovské vzdalenosti, tedy pro kazdé dva body X, Y & R" plati

1F(X) = FY)|] = [X =Y.

Lemma 3. Slozeni dvou shodnosti je shodnost, shodnosti jsou prostd zobrazeni a inverzni zob-
razeni ke shodnosti (tam kde je definovdno) rovnéz zachovéava vzdalenosti.

Dukaz. Necht' f, g : R® — R" jsou shodnosti a X, Y € R".
* Ziejmé ||g(f (X)) = g(f(Y)I| = [[f(X) = f(V)[[ = X =Y

* Je-li f(X) = f(Y), potom plati 0 = [|f(X) — f(Y)|[ = [X =Y
je prosté.

, tedy g o f je shodnost.
,tedy X =Y. Cili f

o Jestlize X, Y € Im(f), pak nalezneme P, Q € R takovd, ze f(P) = X, f(Q) =Y.
Potom plati

17X = W= 1P -Ql =[If(P) - f(Ql = X -Y]|.

Tedy f~! zachovdva vzdélenosti.

Véta 4. Shodna zobrazeni f : R” — R" jsou pravé zobrazeni tvaru
kde p € R" je libovolny vektor a A je matice n x n spliujici ATA =1T,,.

Dikaz. Poznamenejme, Ze plati AT A = I, (to jest A m4 ortonormalni sloupce) pravé tehdy,
kdyz AAT =1, (to jest A m4 ortonormdlni F4dky). JestliZe totiZ plati AT A = I,, nebo AAT =
I,, pak A~! = AT a tedy plati i druh4 rovnost.

RovnéZ si pfipomefime, Ze pro libovolny vektor u = (uy, - -+ ,u,)? =€ R™ plati

llul| = Vu-u=vulu

Piedpoklddejme nejprve, Ze f(X) = AX +pprop € R"a A € R, ATA = I,,. Pro
libovolné dva body v R™: X = (z1,- - ,2,)", Y = (y1,- -+ ,y,)7T plati

1/(X) = F(Y)|| = [|AX + p — (AY +p)|| = [[A(X — Y)|| = vAX — Y))"(A(X - Y))
— VX - YJTATAX - Y) = /X - Y)TX - Y) = X - Y|
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atedy f je shodné zobrazeni.

(OPACNA IMPLIKACE SE NEBUDE ZKOUSET, JEN PRO ZAJIMAVOST)
Naopak ptedpokladejme, Ze f je shodnost a chceme ukézat, Ze je nutné tvaru f(X) = AX + p.
Definujme body O = (0,0,...,0)7, E; = (0,...,0,1,0,...,0)T proi € {1,...n} v R".
Vektory e; = E; — O tvofii ortonormalni (kanonickou) bazi R™.

Ukézeme, ze také vektory f; = f(E;) — f(O) tvofi ortonormalni bazi R". Zobrazeni f je
shodné, tedy pro kazdé i dostdvame

I:l] = [[f(E:) — f(O)]| = [|E; = O] = 1
a vektory jsou tedy jednotkové. Dale pro kazdé i # j dostdvame
1£ = £11 = [1F(E:) = £(0) = (F(Ej) = FO))I| = |If (Ei) — F(E))l| = ||E:i — Ejl| = V2
a protoze

dostdvame f; - f; = 0 a vektory jsou po dvou kolmé.
Definujme nyni matici A = (f;|---|f,), vektor p = f(O) a zobrazeni g(X) = AX + p,
které je podle prvnim ¢dsti dikazu shodné a pro jeho invers plati g 7! (X) = ATX — AT p. Navic
zjevné plati g(O) = f(O) a g(E;) = f(E;) pro viechna i. Definujme kone¢né h = g~ ' o f,
které je shodné a pro které tedy plati h(O) = O a h(E;) = E;. DokdZeme, Ze takové h uz musi
byt identické zobrazeni.
Uvazujme libovolny bod Y = (y1, 92, ..., yn) € R™ajehoobraz h(Y) = (hi1(Y), ha(Y), ..., ha(Y)).
Pak plati

1Y) = MO = hi(Y) + h5(Y) + -+ hp(Y) = yi + 45+ +y, = [[Y = O %,
12(Y) = ME:)|* = [[M(Y) = E|* = i (Y) + -+ + (h(Y) = 1)* + - + b (Y)
=yl (=)t =Y B

Odecteme-li druhou rovnici od prvni, dostaneme 2h;(Y) — 1 = 2y; — 1, tedy pro kazdé i €

{1,2,...,n} mame h;(Y) = y;, tedy h je identita a tedy f(X) = g(X) = AX + p.
Poznamenejme, Ze v definici shodnosti se vyuzivd pouze toho, Ze R" je metricky prostor.

Tato véta ukazuje hlubokou souvislost s jeho strukturou linedrniho prostoru. ]

Dusledek 5. Shodnosti jsou bijekce a vzhledem ke sklddani zobrazeni tvoii grupu, kterou bu-
deme oznacovat E(n). Jestlize

fX)=A-X+p, ¢g(X)=B-X+q
pak
X)) =A" X+ (A" p), (9o /HX)=(B-A)-X+(B-p+q).
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Véta 6. Pro kazdou shodnost f € E(n) tvaru f(X) = A-X+ p, plati maticovd rovnost zapsand

blokove jako
() =(53)(T)

Navic zobrazeni, které kazdé shodnosti pfifazuje tuto matici (n + 1) x (n + 1), tedy

A p
(5 7)
je vnofeni grupy E(n) do grupy regularnich matic GLL(n + 1).

Dukaz. Plyne trividlné z blokového maticového ndsobeni.

Definice 7. Zobrazeni f nazveme piimé jestlize det(A) = 1 a nepfimé jestlize det(A) = —1.
Pfima zobrazeni tvoii podgrupu, kterou oznacime E, (n). Zobrazeni, pro kterd je A jednotkova
matice nazyvame posunuti a tvoii podgrupu oznacovanou (pokud nehrozi nedorozumeéni) rovnéz
R™. Zobrazeni, pro ktera je p nulovy vektor tvoif ortonormdlni podgrupu oznacovanou ON(n)
(linearni zobrazeni zachovéavajici skalarni soucin).

Jeho body spliiujici f(X) = X nazyvame samodruzné body. Linedrni zobrazeni f, : R” —
R"™ dané matici A nazyvdme asociovanym homomorfismem k zobrazeni f a vlastni sméry tohoto
zobrazeni nazyvame samodruzné sméry zobrazeni f.

Véta 8. Kazdd pfima shodnost f € [E(2) je identita nebo posunuti nebo otoceni.

Dukaz. Podle véty 1.4 je f tvaru
fX)=AX+p

pro néjakou A € R"*" ortogondlni a p € R". Samodruzné body f jsou pravé feSeni soustavy
( I,-A \ P ) a samodruzné sméry f odpovidaji vlastnim vektorim A. Jestlize je f, pfimé,

pak det(A) = 1. Potom je
A — cosa —sina
| sina  cosa

pro néjaké a € [0, 27). Ddle rozliSujeme dva piipady:

e a =0, tedy A = I, a vSechny sméry jsou samodruzné s vlastnim ¢islem 1. Pro p = o
jde o identitu — pak jsou vSechny body samodruzné. Pro p # o jde o posunuti, a to nema
74dné samodruzné body (soustava ( I, — A | p ) nemé feseni).

* a # 0. Potom plati det(I,, — A) = 2(1 — cosa) # 0, tedy soustava ma pravé jedno feSeni
pro libovolné p a tey f md pravé jeden samodruzny bod S. Lze psat

fX)=AX-S)+AS+p=A(X—-S)+S,
takZe jde o otoceni kolem S. Pro a = 7 je A = —I,,, tedy vSechny sméry jsou samodruzné
s vlastnim ¢islem -1 a jde o stfedovou soumérnost. V opaéném piipadé A nemd Zadné

vlastni vektory, tedy f nema samodruzné sméry.
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Véta 9. Slozeni dvou osovych soumérnosti je otoeni nebo posunuti (pfipadné identita). Navic
kazdé otoceni ¢i posunuti 1ze jako sloZeni dvou osovych shodnosti vyjadrit.

Dukaz. SloZeni dvou soumérnosti je pfimé zobrazeni a podle Véty 8 jde o identitu, otoceni nebo
posunuti. Naopak méjme ...



