Geometrie pro pocitaCovou grafiku

Priklad 1. V roviné analyticky vyjadiete osovou soumérnost podle piimky p : x + 2y + 3 = 0.

Definice 2. Zobrazeni f : R” — R” se nazyva shodné (nebo shodnost), jestlize zachovava
eukleidovské vzdalenosti, tedy pro kazdé dva body X, Y € R" plati

1F(X) = FY)I] = [X =Y.

Lemma 3. Slozeni dvou shodnosti je shodnost, shodnosti jsou prostd zobrazeni a inverzni zob-
razeni ke shodnosti (tam kde je definovdno) rovnéz zachovéava vzdalenosti.

Dukaz. Necht’ f, g : R® — R" jsou shodnosti a X, Y € R".
* Ziejmé ||g(f (X)) —g(f(Y) = [[/(X) = f(O)|| = [X =Y

* Je-li f(X) = f(Y), potom plati 0 = [|f(X) = f(Y)|| = [X =Y
je prosté.

, tedy g o f je shodnost.
,tedy X =Y. Cili f

o Jestlize X, Y € Im(f), pak nalezneme P, Q € R” takovd, ze f(P) = X, f(Q) =Y.
Potom plati

17X = WO =1P-Ql =[If(P) - f(Q = X -Y]|.

Tedy f~! zachovdva vzdélenosti.

Véta 4. Shodna zobrazeni f : R” — R" jsou pravé zobrazeni tvaru
kde p € R" je libovolny vektor a A je matice n x n spliujici ATA =1T,,.

Dikaz. Poznamenejme, Ze plati ATA = I, (to jest A m4 ortonormalni sloupce) pravé tehdy,
kdyz AAT =1, (to jest A md ortonormdlni F4dky). JestliZe totiZ plati AT A = I,, nebo AAT =
I, pak A~! = AT atedy plati i druh4 rovnost.

RovnéZ si pfipomefime, Ze pro libovolny vektor u = (uy, - -+ ,u,)? =€ R™ plati

llul| = Vu-u=vulu

Piedpoklddejme nejprve, Ze f(X) = AX +pprop € R"a A € R, ATA = I,,. Pro
libovolné dva body v R™: X = (z1,- -+ ,2,)", Y = (y1,- -+ ,y,)7T plati

1/(X) = F(Y)I| = [|AX + p — (AY +p)|| = [[A(X — Y)|| = (AX — Y))"(A(X - Y))
— VX - YJTATAX - Y) = /X - Y)TX - Y) = X - Y|
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atedy f je shodné zobrazeni.

(OPACNA IMPLIKACE SE NEBUDE ZKOUSET, JEN PRO ZAJIMAVOST)
Naopak ptedpokladejme, Ze f je shodnost a chceme ukézat, Ze je nutné tvaru f(X) = AX + p.
Definujme body O = (0,0,...,0)7, E; = (0,...,0,1,0,...,0)T proi € {1,...n} v R".
Vektory e; = E; — O tvofii ortonormdlni (kanonickou) bazi R™.

Ukézeme, ze také vektory f; = f(E;) — f(O) tvofi ortonormalni bazi R™. Zobrazeni f je
shodné, tedy pro kazdé i dostdvame

I:l] = [[f(E:) — f(O)]| = [|E; = O] = 1
a vektory jsou tedy jednotkové. Dale pro kazdé i # j dostdvame
1€ — £ = [1£(E:) = £(0) = (F(Ej) = FO))I| = [If (E:) — F(E))l| = ||Ei — Ejl| = V2
a protoze

dostavame f; - f; = 0 a vektory jsou po dvou kolmé.
Definujme nyni matici A = (f;|---|f,), vektor p = f(O) a zobrazeni g(X) = AX + p,
které je podle prvnim ¢dsti dikazu shodné a pro jeho invers plati g 7! (X) = ATX — AT p. Navic
zjevné plati g(O) = f(O) a g(E;) = f(E;) pro viechna i. Definujme kone¢né h = g~ ' o f,
které je shodné a pro které tedy plati h(O) = O a h(E;) = E;. DokdZeme, Ze takové h uz mus{
byt identické zobrazeni.
Uvazujme libovolny bod Y = (y1, 92, ..., yn) € R"ajehoobraz h(Y) = (hi1(Y), ha(Y), ..., ha(Y)).
Pak plati

1Y) = MO = hi(Y) + h5(Y) + -+ hp(Y) = yi +y5 + - +y, = [[Y = O| %,
1Y) = ME)|* = [[M(Y) = Bi|[* = 1Y) + -+ (h(Y) = 1)* + - + Iy (Y)
=yt (=Dt =Y B

Odecteme-li druhou rovnici od prvni, dostaneme 2h;(Y) — 1 = 2y; — 1, tedy pro kazdé i €

{1,2,...,n} mame h;(Y) = y;, tedy h je identita a tedy f(X) = g(X) = AX + p.
Poznamenejme, Ze v definici shodnosti se vyuzivd pouze toho, Ze R" je metricky prostor.

Tato véta ukazuje hlubokou souvislost s jeho strukturou linedrniho prostoru. ]

Dusledek 5. Shodnosti jsou bijekce a vzhledem ke sklddani zobrazeni tvoii grupu, kterou bu-
deme oznacovat E(n). Jestlize

fX)=A-X+p, ¢g(X)=B-X+q
pak
X)) =A" X+ (A" p), (9o HHX)=(B-A)-X+(B-p+q).
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Véta 6. Pro kazdou shodnost f € E(n) tvaru f(X) = A-X+ p, plati maticovd rovnost zapsand

blokove jako
() =(53)(T)

Navic zobrazeni, které kazdé shodnosti pfifazuje tuto matici (n + 1) x (n + 1), tedy

A p
(5 7)
je vnofeni grupy E(n) do grupy regularnich matic GLL(n + 1).

Dukaz. Plyne trividlné z blokového maticového ndsobeni.

Definice 7. Zobrazeni f nazveme piimé jestlize det(A) = 1 a nepfimé jestlize det(A) = —1.
Pfima zobrazeni tvoii podgrupu, kterou oznacime E, (n). Zobrazeni, pro kterd je A jednotkova
matice nazyvame posunuti a tvoii podgrupu oznacovanou (pokud nehrozi nedorozuméni) rovnéz
R™. Zobrazeni, pro ktera je p nulovy vektor tvoif ortonormdlni podgrupu oznacovanou ON(n)
(linearni zobrazeni zachovéavajici skalarni soucin).

Jeho body spliiujici f(X) = X nazyvame samodruzné body. Linedrni zobrazeni f, : R” —
R™ dané matici A nazyvdme asociovanym homomorfismem k zobrazeni f a vlastni sméry tohoto
zobrazeni nazyvame samodruzné sméry zobrazeni f.

Véta 8. Kazda piimad shodnost f € [E(2) je identita nebo posunuti nebo otocen.

Dukaz. Podle véty 1.4 je f tvaru
fX)=AX+p

pro néjakou A € R™*" ortogondlni a p € R"™. Samodruzné body f jsou pravé feSeni soustavy
( I,-A \ P ) a samodruzné sméry f odpovidaji vlastnim vektorim A. Jestlize je f, pfimé,

pak det(A) = 1. Potom je
A — cosa —sin«
| sina  cosa

pro néjaké a € [0, 27). Ddle rozliSujeme dva piipady:

e o = 0, tedy A = I, a vSechny sméry jsou samodruzné s vlastnim cislem 1. Pro p = o
jde o identitu — pak jsou vSechny body samodruzné. Pro p # o jde o posunuti, a to nema
74dné samodruzné body (soustava ( I, — A | p ) nemé4 fesent).

* a # 0. Potom plati det(I,, — A) = 2(1 — cosa) # 0, tedy soustava ma pravé jedno feSeni
pro libovolné p a tey f md praveé jeden samodruzny bod S. Lze psat

fX)=AX-S)+AS+p=A(X—-S)+S,
takZe jde o otoceni kolem S. Pro o = 7 je A = —I,,, tedy vSechny sméry jsou samodruzné
s vlastnim ¢islem -1 a jde o stfedovou soumérnost. V opaéném piipadé A nemd Zadné

vlastni vektory, tedy f nema samodruzné sméry.
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Véta 9. Slozeni dvou osovych soumérnosti je oto¢eni nebo posunuti (pfipadné identita). Navic
kazdé otoceni ¢i posunuti 1ze jako sloZeni dvou osovych shodnosti vyjadrit.

Dukaz. SloZzeni dvou soumérnosti je pfimé zobrazeni a podle Véty 8 jde o identitu, otoCeni nebo
posunuti. Naopak méjme ...

Definice 10. Pripomenime si z LA, Ze kvaterniony tvofi nekomutativni téleso (oznacované H) a
maji tvar ¢ = s + zi + yj + 2k, piiCemz i’ = j? = k? = —laij = —ji = k, jk = —kj =i,
ki = —ik = j. V této pfedndsce budeme s nazyvat skalarni ¢dst, vektor v = (a, b, ¢) vektorova
¢ast a budeme kvaterniony zapisovat ve tvaru

q= (5 (1,9, 2))-
——

Redlnd &isla jsou do kvaterniond vnoiena jako s — (s,0) a vektorovy prostor R? je do nich
vnofen jako v — (0,v).

Lemma 11 (Geometricky vyznam kvaternionovych operaci). Pro libovolné kvaterniony ¢; =
(51,V1), g2 = (52, V2) plati

G+ q = (s1+s82,vi+Va)
q1 G2 = (8182 —V1-Va, V1 X Vg +51Vy + 59V1).
Dukaz. Plyne piimo z rozepséni ¢; a g, pomoci Cty¥ sloZek.

Definice 12. Pro libovolny kvaternion ¢ = (s,v) definujeme konjugovany kvaternion § =
(s,—v) ajeho normu ||g|| = \/q7 = \/7q = Vs> + Vi vy = /52 + 22 + 32 + 22. Kvater-

niony, které maji normu rovnou 1 nazyvame jednotkové.

Lemma 13. Jednotkové kvaterniony (oznacované H;) tvori multiplikativni grupu. Kazdy jed-
notkovy kvaternion s nenulovou vektorovou ¢asti 1ze jednoznacné zapsat ve tvaru

q = (cosa,nsina),
kde n je jednotkovy vektor a o € (0, 7).

Dukaz. Snadno ovéfime, Ze pro libovolné dva kvaterniony plati 1 - gz = @2 - g;. Multiplikativn{
invers jednotkového kvaternionu ¢ je g, protoZe ¢q¢ = 1 = qq a ||g|| = ||¢|| = 1. Dale jsou-li ¢,
g2 jednotkové kvaterniony, pak

l|1qe|| = \ (@) (1%2) = Vo (e@)a = Vag =1,

tedy q1¢- je jednotkovy kvaternion. Jednotkové kvaterniony tak tvofi neprdzdnou podmnoZinu
multiplikativni grupy vSech nenulovych kvaternioni uzavienou na skladani a inverze, Cili pod-

grupu.




Je-li ¢ = (s, V) jednotkovy kvaternion a v # o, potom nutné

[s| = Vgl = [IvI* < 1.

Jedind moZna vyhovujici volba a € (0, ) je a = arccos s. Z toho plyne

VIl = Vllgl* = s* = sina,

tedy ¢ = (s,v) = (cos a, Ty SR a) a oznatime n = - O

Véta 14. Pro pevny jednotkovy kvaternion ¢ = (cos o, nsin ) je linedrn{ zobrazeni R, : R®* —
R3 definované jako

R,(r) =qrq

otoCeni kolem osy n thel 2« v kladném sméru.

Priklad 15. Vypoditejte vektor, ktery vznikne otolenim vektoru (1,0,0) kolem vektoru 77 =
(3,4,0) o dhel ¢ = 7/3 v kladném sméru.

Definice 16. M&jme vektorovy prostor V"1 dimenze (n + 1) nad t€lesem 7. MnoZinu vSech
1-dimenziondlnich podprostorti V' nazveme projektivnim prostorem dimenze n nad télesem 7" a
oznatujeme ho P(V""1) nebo zkrdcené jen P":

P" =P(V"™) = {LO{v} : v € V"' v # 0}.

Prvky této mnoZiny nazyvame projektivni body a odpovidajici vektory v jejich vektorové za-
stupce. Zjevne, jestlize v je vektorovym zastupcem X, pak pro libovelné 0 £ A € T je i A\v
vektorovym zastupcem X.

Definice 17. Méjme vektorovy prostor V' dimenze n+1 nad télesem 7' a odpovidajici projektivni
prostor IP,,. Libovolnou bazi (v, . .. v,41) nazveme soustavou projektivnich souradnic prostoru
IP,.. Soufadnicemi bodu X € P, pak rozumime uspofddanou n + 1-tici skaldrd (cq,...c, 1)

takovou, ze
n+1

i=1

Tyto soufadnice jsou ddny aZ na nasobek, protoze pro libovolné 0 # X € T zjevné (c1, ... Cpi1)
a (Acy, ... Acpa1) urCuji stejny projektivni bod X. Proto se témto soufadnicim nékdy fika ho-
mogenni a zjevné vzdy alespon jedno ¢; musi byt nenulové. Konecné pro libovolné 0 # p € T
zjevné baze (vy,...Vy1) a (uvy, ... uv,y1) urCuji stejny systém projektivnich soufadnic.

Definice 18. PodmnoZinu P* C P" nazveme projektivnim podprostorem dimenze k, jestlize
existuje vektorovy podprostor V1 < V! dimenze (k + 1) tak, Ze

P = {LO{v} : v € VF*! v £ 0}.

Projektivni (pod)prostor dimenze 0 nazyvame bod, (pod)prostor dimenze 1 pfimka, (pod)prostor
dimenze 2 rovina a podprostor maximélni dimenze (n — 1) nadrovina. Rekneme, ze bod LO{w}
lezi v podprostoru P*, jestlize LO{w} < V*+1,
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Definice 19. Jestlize P(V**!) je podprostor P(V"**1) a (wy, ..., Wy, 1) n&jakd baze V**+1, pak
Ize kazdy bod X € P(V**1) vyjadfit jako

k+1

i=1

Tomuto vyjadieni fikdme parametrické vyjddreni podprostoru. Pro libovolné 0 # \ € T zjevné
(t1,...trs1) @ (Mtq, ... Atgyq) urCuji stejny projektivni bod X.

Definice 20. Mé&jme projektivni prostor P* = P(V/"!) nad t€lesem T'. Kazd4 nadrovina P"~! C
P" miiZze byt popsana pomoci nenulové linearni, kterd je prvkem dudlniho prostoru formy ¢ €
V*n+1:

P! = {LO{v}: v € V* ((v) = 0,v # 0}.
Toto vyjadreni nazyvame rovnicové vyjadreni nadroviny. Navic, pro libovolné 0 # A € T' popi-

suje A/ tutéz nadrovinu. Soutadnice linearni formy oznacujeme jako fadky s hvézdickou.

Priklad 21 (Vypocty v projektini roving.). V projektivni roving€ P? = P(R3) kazdymi dvéma
riznymi body prochdzi pravé jedna piimka a kazdé dvé rizné piimky se protnou v jednom bode¢.
M&jme zaddny body A = (1,2,3), B = (1,0,—1), C(0,1,1), D(5,2, 1). UrSete bod A5 N C'D.

Definice a lemma 22. Méjme v projektivnim prostoru P” nad télesem 7" Ctyfi navzdjem zGzné
body A, B, C, D, které lezi na jedné projektivni piimce. Necht’ a, b, ¢, d jsou jejich vektorovi
zastupci a necht’ plati

c = Oéla+61b
d = a2a+ﬂgb.

Pak definuji dvojpomér usporadané Ctvetice bodi

(A.B.C,D)= L cp
a1
ktery7to vyraz nezavisi na volbé vektorovych zastupct. Jestlize (A, B, C, D) = —1 fekneme, Ze

usporadana Ctverice bodu tvoii harmonickou ¢tverici.

Dukaz. Vektory a, b, c, d jsou nenulové (kazdy je zastupcem projektivniho bodu, tedy generuje
jednodimenzionalni podprostor), Zddny neni ndsobkem jiného (projektivni body jsou rizné) a
lezi v dvoudimenziondlnim prostoru (body leZi na projektivni pfimce). Libovolné dva z nich
tedy tvofi bazi onoho dvoudimenzionalniho prostoru.

Navic uvedeny zlomek definujici dvojpomér nezavisi na volbé vektorovych zastupca. Jestlize
namisto vektort a, b, ¢, d zvolime jako jiné zdstupce jejich ndsobky

a=X\a, b=XMb, ¢=\c, d=\d,



pak plati

~ )\c ~ )\c L
c = /\—aoq a—+ )\—bﬁl b
—~— —~—
a1 B1
- A A -
d = A—daz a+ A—% b
\%,./ \%,./
o2 B2
a tedy 3
o _ a2
dlgg 05162.

Poznamka 23. Pro permutace potadi bodu plati rovnosti
(B,A,C,D)=(A,B,D,C) = (A B,C,D)!
(A,C,B,D)=(D,B,C,;A)=1—-(A,B,C,D)

Definice 24. M&jme dva projektivni prostory P™ = P(V™t1) a P? = P(V""!) nad stejnym
té€lesem 7" a néjakou podmnozinu A C P™. O zobrazeni

F:A—-P"

fekneme, Ze je projektivni, jestliZe existuje linedrni zobrazeni ' : V™! — V"+l tak, Ze pro
kazdé v € V™! takové, ze LO{v} € A plati

F(LO{v}) = LO{F(v)}.

Poznamka 25. Omezeni na podmnozinu A v definici 24 je nutné z toho diivodu, Ze kdyZ linedrn{
zobrazeni F neni prosté, tak zobrazeni F' nemiZe byt definovdno na bodech reprezentovanych
vektory z ker F, nebot’ LO{0} neni projektivni bod. JestliZe je F prosté, pak je F definovano
na celém prostoru P”, v opa¢ném piipadé na dopliku projektivniho podprostoru (odpovidaji-
ciho ker F'). Budeme studovat zejména projektivni zobrazeni na témZe prostoru (tedy m = n)
generovand regularnimi linedrnimi zobrazenimi na V"1,

Véta 26. Projektivni zobrazeni F' : P — P™ z afinniho prostoru do sebe jsou bijektivni praveé
tehdy, kdyZ odpovidajici linedrni zobrazeni F jsou bijektivni. Tato zobrazeni F' nazveme projek-
tivni transformace. VSechny projektivni transformace daného prostoru tvori grupu vzhledem ke
skladani, kterd se nazyva projektivni grupa.

Véta 27. Projektivni transformace zachovavaji dvojpomér. Jestli-Ze je tedy F projektivni trans-

formace, pak
(A,B,C,D)=(F(A),F(B),F(C),F(D)).



Dukaz. Necht’ a, b, c, d jsou vektorovi reprezentanti bodt A, B, C, D a déle necht’

c = aa+fib
d = a2a+,62b.

Pak plati

F(C) = F(c) = Flaa+ Bib) = a1 F(a) + B F (b)
F

F(D) = F(d) = F(asa+ fb) = ayF(a) + 3, F(b),

kde F' je linedrni zobrazeni piislusné F'. Vektory F'(a), F(b), F((c) a F'(d) reprezentuji body
F(A),F(B),F(C)aF(D). Vidime, ze F' zachovava koeficienty linedrni kombinace, a proto se
dvojpomér nezméni. ]

Véta 28. V projektivnim prostoru P* = P(V"!) nad télesem 7" m&me ddno n + 2 bodd
Xi,..., Xn+o znichZ Zadnych n + 1 neleZi v jedné nadroviné. Pak existuje projektivni soustava
souradnic takova, Ze

X, = ..,0,0)
X, = (0,1,...,0,0)

—~
-
=

X, = (0,0,...,1,0)
Xpi1 = (0,0,...,0,1)
Xpio = (L,1,...,1,1).

Dukaz. Body Xi,..., X, lze vyjadfit jako X7 = LO{vi}, Xy = LO{vs},..., X1 =
LO{v,i1},kde vy, ..., v, 1 € V" jsou linedrné nezdvislé vektory. Oznalme By = (vy,...,V,i1)
bazi prostoru V" *!. Soufadnice bodu X; vzhledem k soustavé projektivnich soufadnic C' pro-
storu P budeme znacit [ X;]c. Pak mdme

[Xilp, = (1,0,...,0,0)
[Xa]p, = (0,1,...,0,0)
[Xn]Bl ( > ) 17

(Xuslp, = (0,0,...,0,1).

Uvazujme [X,, 2], = (¢1,...,¢ny1). VSechna &isla ¢; jsou nenulovd, jinak by totiz X, o le-
Zel v néjaké nadroving spole¢né s n body X;, a to je spor s predpoklady véty. Polozme By =



(c1V1, CaVa, ..., Chr1Vay1) Projektivni soustavu soufadnic. Pak ale miZeme zapsat

(Xilp, = (c;%,0,...,0,0) = (1,0,...,0,0)
(Xolp, = (0,¢,%,...,0,0)=(0,1,...,0,0)
(Xnlp, = (0,0,...,¢,1,0) =(0,0,...,1,0)

[Xolp, = (0,0,...,0,¢,1,) = (0,0,...,0,1)
[Xnsolp, = (1,1,...,1,1),

jelikoZ soutadnice bodu projektivniho prostoru vynasobené nenulovou konstantou urcuji stejny
bod. [

Dusledek 29. V projektivnim prostoru P* = P(V""!) nad t€lesem 7" m&jme ddno n + 2 bodd
Xq,..., X0 z nichz Zadnych n + 1 neleZi v jedné nadroviné a také n + 2 bodl Yy, ..., Y, 1o
z nichz zadnych n + 1 nelezi v jedné nadroviné. Pak existuje pravé jedno projektivni zobrazeni
F P — P, pro které plati

Diikaz. Necht X; = LO{x;} a X; = LO{y;}. V duchu dikazu Véty (28) nalezneme jed-
noznacné (aZ na pripadny spolecny stejny nasobek) skalary ¢; tak, aby linedrni zobrazeni dané
jednoznaéné predpisem F'(x;) = ¢;y;, i = 1,...,n+ 1 splniloi F(X,42) = Ypio-



