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Projektivní zobrazení = kolineace = homografie

Je zobrazení indukované lineárním zobrazením na vektorových
prostorech. Tedy

H : Pm → Pn

je projektivní zobrazení právě tehdy, když existuje lineární zobrazení
L takové, že pro všechny vektory platí

H(〈~v〉) = 〈L(~v)〉.

Projektivní zobrazení je pak dáno násobením (x0, x1, x2) libovolnou
regulární maticí. V obvyklých souřadnicích se jedná o lomená lineární
zobrazení:

 h1,1 h1,2 h1,3
h2,1 h2,2 h2,3
h3,1 h3,2 h3,3

 x
y
1

 =

 h1,1x + h1,2y + h1,3
h2,1x + h2,2y + h2,3
h3,1x + h3,2y + h3,3

 ≡


h1,1x+h1,2y+h1,3
h3,1x+h3,2y+h3,3

h2,1x+h2,2y+h2,3
h3,1x+h3,2y+h3,3

1

 .



Příklad
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Projekce jsou projektivními zobrazeními.
V R3 definujeme dvě roviny π : y = 0 a ρ : x = 0. Napište analytické vyjádření
projekce se středem [−1, 1, 0] z roviny π do roviny ρ. Uvědomte si, že se
jedná o lineární lomené zobrazení. Dále ztotožněme souřadnici x roviny π se
souřadnicí y roviny ρ (geometricky se jedná o sklopení) a popište zmíněnou
projekci jako projektivní zobrazení z roviny do roviny. Napište jeho matici.

Pomocí jednoduché prostorové geometrie zjistíme, že projekce z π do ρ má
vyjádření

[x, 0, z]→
[
0,

x
x + 1

,
z

x + 1

]
,

po ztotožnění obou rovin můžeme toto zobrzení chápat jako zobrazení z
roviny do sebe s vyjádřením

[u, v ]→
[

u
u + 1

,
v

u + 1

]
,

kterému odpovídá projektivní matice
1 0 0

0 1 0

0 1 1





Příklad

Spočtěte matici projektivního zobrazení H : P2 → P2 tak, aby:

H(2,0,1) = (1,3,−2)
H(1,1,2) = (1,−4,1)
H(1,2,3) = (−2,6,−1)
H(1,0,0) = (2,2,−2)

a spočtěte obraz bodu (1,1,1) a vzor bodu (1,2,3).



Dvojpoměr

Nechť A,B,C,D jsou čtyři navzájem různé body, které leží na
projektivní přímce a pro jejich vektorové zástupce platí

~c = α1~a + β1
~b

~d = α2~a + β2
~b.

Pak číslo
(A,B,C,D) =

α2β1

α1β2

nazveme dvojpoměr uspořádané čtveřice bodů A,B,C,D.

Věta Dvojpoměr je dobře definován (nezávisí na výběru
vektorových reprezentantů) a jedná se o projektivní invariant,
tedy pro libovolné projektivní zobrazení H platí
(A,B,C,D) = (H(A),H(B),H(C),H(D)).



Afinní zobrazení mezi projektivními

Která projektivní zobrazení zachovávají konečné body v
konečnu?
Pro každé x , y máme h1,1 h1,2 h1,3

h2,1 h2,2 h2,3
h3,1 h3,2 h3,3

 x
y
1

 =

 x ′

y ′

1


Tedy h3,1 = h3,2 = 0 a můžeme i klást h3,3 = 1. Tím
dostáváme afinní zobrazení. Pokud je navíc matice(

h1,1 h1,2
h2,1 h2,2

)
ortonormální, tak se jedná o shodné zobrazení.


















































