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1. Uvop 1

1 Uvod

Kvaterniony jsou zobecnénim komplexnich ¢isel v trojrozmérném prostoru. U zrodu kvater-
nionu stal Sir William Rowan Hamilton (1805-1865). Nalezl vztah pro nasobeni ¢tyf za-
kladnich jednotek, pro néz plati # = 5> = k* = ijk = —1. Pfigel na to, Ze je zapotiebi
zavést jednu realnou a tfi imaginarni slozky, aby byla spravné vytvorena algebra kvater-
niont. Kvaternion s + ix + jy + kz lze zapsat jako uspofadanou étvefici [s, (z, y, z)]. Castdji
v8ak byva zapisovan ve zkraceném tvaru [s,v|, kde s je skalar a v je chapan jako vektor
v trojrozmérném prostoru (viz [44]).

Jednotkové kvaterniony ||¢||= 1 jsou vyznamné pro pocitacovou grafiku. Tento kvaternion se
dé zapsat jako ¢ = [cosf, vsinf)], kde ||v]|= 1. Kvaternion popisuje rotaci v trojrozmérném
prostoru, a to rotaci kolem jednotkového vektoru v o thel 26 (viz [6]).

Reprezentace rotace pomoci kvaternionti je vyhodnéjsi nez pomoci matic, protoze kvaterniony
obsahuji pouze ¢tyti slozky, zatimco matice typu 3 x 3 maji slozek devét. Pro rotaci dostavame
vztah p = gpg~!, kde ¢ je jednotkovy kvaternion. Tento vztah je dilleZity, protoZe jej budeme
aplikovat i na rotace spojené s dualnimi kvaterniony, vice napi. v [33].

Duélni kvaterniony vznikly slozenim kvaternionti a duélnich ¢isel. Nejprve se zminime o dual-

nich ¢islech. Poprvé je v pravém vyznamu uvedl v matematickych kruzich William Kingdon

Clifford (1845-1879). Tento anglicky matematik se také podilel i na objevu dualnich kvater-
. o1

nionu'.

Dualni ¢isla se podobaji komplexnim ¢islim — v podstaté si je miizeme i podobné predstavit.
Zakladni odlignosti je duélni jednotka e, pro kterou plati vztah €2 = 0. Algebra duélnich ¢isel
tvori komutativni, asociativni okruh s jednotkovym prvkem. Pomoci dualnich ¢isel miizeme
zavést dualni vektor pripadné dualni thel, ktery je pouzivan v souvislosti s dualnimi kvater-
niony, vice v kapitole 4. Nyni jiz muzeme Tici, ze dualni kvaternion je kombinace duélniho
¢isla a duédlniho vektoru, tedy q; = ¢ + €q., dudlni kvaternion ma osm slozek. Mizeme si jej
také predstavit jako soucet dvou kvaterniont, kdy jeden z nich je nasoben dualni jednotkou.
Tato algebra ma podobné vlastnosti jako algebra kvaternionti, netvoii téleso, ale asociativni
okruh s jednotkovym prvkem. Podrobnéji se budeme zabyvat dudlnimi ¢isly v kapitole 5.

Hlavni vyhodou dualnich kvaternionu je fakt, ze dokazi jednodusSe reprezentovat rotaci a tran-

slaci v jedné prostorové operaci (viz [24]). Pravé dualni kvaterniony a jejich schopnost reprezen-
tovat rotaci a translaci se vyuziva v grafice, kde nepomahaji maticové reprezentace. Takovymi

technikami, kde je 1ze vyuzit je naptiklad skinnig (viz [23]), o kterych se jesté zminime. Dualni

kvaterniony byvaji také ¢asto aplikovany v robotice (viz [10]) nebo ve fyzice (viz [41]).

Nyni méame zakladni predstavu o tom, co jsou dualni kvaterniony a k ¢emu nam mohou
poslouzit. V nésledujicim textu uvedeme historické souvislosti s objevem kvaternionti a duél-
nich kvaternioni. Zavedeme kvaterniony, dualni ¢isla, dualni kvaterniony a jejich zakladni
vlastnosti, které budeme déle vyuzivat. Pokusime se ukazat, ze kvaternion popisuje rotaci

LV literatufe byvaji dualni kvaterniony rovnéz oznacovany jako bi-kvaterniony nebo komplexni kvater-
niony.
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v trojrozmérném prostoru a dualni kvaternion reprezentuje primou shodnost. Dale zminime
nekteré oblasti, které s dualnimi kvaterniony pracuji a nastinime nékteré algoritmy. Nakonec
se pokusime implementovat duélni kvaterniony do jedné z oblasti kybernetiky a to segmen-
tace.
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2 Historie kvaternioni a dualnich kvaternionu

2.1 Historie komplexnich cisel

Pocatky teorie komplexnich ¢isel 1ze najit v 16. stoleti, a to v pracich Ars magna (1545)
Gerolama Cardana (1501-1576) a Algebra (1572) Rafacla Bombelliho (1526-1573), které se
vénovaly TeSeni algebraickych rovnic. V 17. a 18. stoleti se zacalo uzivat terminu ,imaginarni
¢islo” a komplexnimi ¢isly se zacali zabyvat matematikové jako napriklad Abraham de Moivre
(1667-1754), Leonhard Euler (1707-1783), ktery zavedl symbol i pro /=1, Johann Bernoulli
(1667-1748) a dalsi. Koncem 18. stoleti se komplexni ¢isla jiz hojné uzivala v matematické
analyze, hydrodynamice nebo kartografii. Presto vSak nebylo stale jasné jak chapat prvek
v/—1 a jak si piedstavit komplexni ¢islo. Euler chapal komplexni &islo z + iy jako bod roviny
s kartézskymi soufadnicemi (z,y). Pomoci polarnich soufadnic vyjadroval komplexni ¢islo
v goniometrickém tvaru  + iy = r(cos ¢ + isin ).

Na prelomu 18. a 19. stoleti dospél Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ke geometrické inter-
pretaci komplexnich ¢isel jako bodi roviny. Rovina komplexnich ¢isel byla proto v 19. stoleti
nazvana Gaussovou rovinou.

Sé¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel je dano témito vztahy:
iy +i+ig=(r+1)+i(y +9),
(z +iy) (& +1i9) = (v — y§) + i(xg + y2),
pripadné v goniometrickém tvaru, tj.:
[r(cos ¢ + isinp)][F(cos @ + isin )| = ritfcos(¢ + @) + isin(p + @)].

Komplexni ¢islo z + iy je v roviné kartézskych soufadnic znazornéno bodem M = [x,y],
nebo vektorem OM s pocatecnim bodem O a koncovym bodem M. Séitani komplexnich
¢isel odpovida séitani vektort a nasobeni komplexnich ¢isel predstavuje slozeni rotace (kolem
pocatku) a stejnolehlosti (se stfedem v pocatku).

2.2 Rozsirovani oboru komplexnich ¢isel

Zpusob, jakym byla komplexni ¢isla vytvorena a také jejich geometrické interpretace, vedl
k dalsim pokustm o rozsitovani oboru komplexnich ¢isel na ,vétsi ¢iselny obor. Témto vice-
slozkovym ¢islim ze pozdéji zacalo tikat hyperkomplexni ¢isla.

Zacaly se studovat forméalni vyrazy typu
apgoy + a1 + ...+ an o, (1)

kde n bylo zvolené prirozené cislo, ag,ay, ..., a, byla redlné cisla a ag, aq, ..., q, nové za-
kladni jednotky. Dnes ovSem vime, Ze systém hyperkomplexnich ¢isel lze vytvorit pouze pro
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n = 1,2,4,8, coz dokidzal némecky matematik Adolf Hurwitz (1859-1919) roku 1898-viz
[20]. Tedy realné alternativni algebry s délenim konecné dimenze existuji pravé ¢tyii. Tomuto
tvrzeni se také 1ika zobecnéna Frobeniova véta. Pricemz pokud n = 1 jde o realna ¢isla a tedy
i o komutativni asociativni algebru, a pokud n = 2 jde o komplexni ¢isla a komutativni
asociativni algebru. Jestlize n = 4 jedna se o nekomutativni asociativni algebru (kvaterniony)
a pro n = 8 mluvime o oktonionech, které tvori nekomutativni, neasociativni a alternativni
algebru®. Dale existuje jesté nekonetné mnoho algeber, které nejsou ani alternativni (jejich
popis neni jesté zcela znam).

S¢itani vyrazt (1) bylo definovano po slozkach a mélo vlastnosti jako je asociativita, komuta-
tivita, existence nulového prvku a existence opacného prvku. Na nasobeni se kladly pozadavky
jako je asociativita, komutativita, existence jednotkového prvku a existence inverzniho prvku
pro nenulovy prvek, které nalezeni vhodnych vzorcti pro nasobeni samoziejmé komplikovalo.

Pravé témito problémy se zacali zabyvat William Rowan Hamilton, Arthur Cayley (1821
1895), Augustus de Morgan (1806-1871), bratii Charles Graves (1810-1860) a John Thomas
Graves (1806-1870) a dalsi. Snazili se najit novy ¢iselny obor (alespon trojslozkovych ¢isel),
ktery by rozsitoval obor komplexnich ¢isel. Nasobeni mélo byt asociativni a komutativni
a méla byt zarucena existence jednotkového prvku a ke kazdému nenulovému prvku prvek
inverzni. Vysledna struktura pak meéla byt komutativnim télesem.

Hamilton se nékolik let pokousel nalézt obor ¢isel, ktera by rozsitovala jiz zndmy obor kom-
plexnich ¢isel. Zaméril se na trojslozkova ¢isla, ale jeho snazeni bylo marné. Pti hledani vzorce
pro nasobeni trojslozkovych ¢isel mu vychazely struktury, které obsahovaly netrivialni délitele
nuly (tj. nenulové prvky, jejichz souéin je roven nule). Jak pozdé&ji napsal svému synovi:
,Kazdé rano u snidané jste se mé ty a tviij maly bratr William Edwin ptali, jestli uz umim
nasobit trojice. A ja vam vzdy tikal se smutnou tvari, ze je umim pouze s¢itat.” Nakonec se
rozhodl Tesit tento problém pro c¢tyislozkova ¢isla, ktera nazval kvaterniony. Historka pravi,
ze kdyz Sel 16. Tijna 1843 po Broughamském mostu pres Royal Canal v Dublinu na zasedani
Kralovské akademie véd, napadl ho vzorec pro nasobeni zakladnich jednotek. Hamilton pak
tento vzorec vyryl kapesnim nozem do Broughamského mostu (viz [9]). Toto misto dodnes
pripomina deska s napisem:

Here as walked by

on the 16th October 1843

Sir William Rowan Hamilton

in a flash of genius discovered
the fundamental formula for
quaternion multiplication
P=7=kK=1igk=-1

& cut it on a stone of this bridge.

cNvv s v

2Algebra A je alternativni, jestlize plati nasledujici vztahy (xz)y = x(xy) a y(zx) = (yx)x pro viechna
z,y € A.
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Hamilton vénoval kvaternioniim zbytek zivota a napsal o nich dvé monografie. OvSem vyznam
kvaternioni se vyznamu komplexnich ¢isel nikdy nevyrovnal (viz [18] nebo [3]).

2.3 Dualni kvaterniony

Nejprve se zminime o bikvaternionech, coz byly predchiidci dnesnich jednotkovych duélnich
kvaterniont. Jako prvni tento termin zavedl William Rowan Hamilton v roce 1844, kdyz
jej pouzil pro kvaternion ¢ = a + 10 + jc + kd, kde a, b, ¢, d jsou komplexni ¢isla. Pojem bi-
kvaternion zacal pouzivat i William Kingdon Clifford, anglicky matematik a filozof. Clifford se
zabyval euklidovskou a neeuklidovskou geometrii a to ho ptivedlo az k myslence bikvaterniont
a dualni algebry. Do této doby bylo znamo, ze se kazda prima shodnost v trojrozmérném
prostoru dé vyjadrit jako slozeni rotace kolem osy a posunuti podél té samé osy. Prave Clifford
predvedl elegantni a efektivni zpiisob, jak reprezentovat tento pohyb pomoci bikvaternioni.

Clifford zacal pouzivat termin bikvaternion, protoze mél pocit, ze zavedeni v Hamiltonové
smyslu® je zbytecné. Oznaceni bikvaternion zac¢ind pouZivat pro oznaceni kombinace dvou
kvaternionti, které jsou algebraicky spojené pomoci jednotky w (nyni je oznacovana jako
duélni jednotka ¢), pro niz plati w? = 1.

Bikvaternion si muzeme piedstavit jako soucet dvou kvaternioni, kdy jeden z nich je nasoben
dualni jednotkou w (ma tedy osm slozek):

qd = Q+WQW- (2)

Na jednotku w mélo byt nahlizeno jako na jistou abstraktni algebraickou entitu a ne jako na
realné cislo.

Bikvaternionim se Clifford vénoval ve svych tfech ¢lancich. Nejprve se o nich zminil ve své
praci Preliminary Sketch of Biquaternions (1873), kde bikvaterniony predstavuje. Dalsim
dilem je Notes on Biquaternions (1873), ktery byl nalezen jako rukopis a byl pravdépodobné
zamysleny jako dodatek k prvnimu c¢lanku. Je kratky a rozviji nékteré aspekty bikvaternioni.
Poslednim ¢lankem byl Further Note on Biquaternions (1876), ktery je rozséhlejsi a kde se
diskutuje o tom, pro¢ mohou byt bikvaterniony zavedené jednak jako zobecnéna komplexni
¢isla nebo jako operator, vice viz [35]. V soucasné dobé se jednotka w uvadi ve spojitosti
s dudlnimi ¢isly a zapisuje se €, kde €2 = 0.

7 Cliffordovych ¢lankt zaméfenych na bikvaterniony ¢erpal i némecky matematik Eduard
Study (1862-1930) a v roce 1901 vydal ¢lanek Geometrie der Dynamen, kde poprvé uvadi
pojem duélni ¢islo a zduraziuje aplikacni potenciéal algebry bikvaternionu (viz [32]). Za¢ina
se pouzivat spojeni Studyho bikvaterniony a Cliffordovy bikvaterniony. Jedné se o stejnou
matematickou strukturu a tak je potieba zavést novy termin dudlni kvaterniony, viz [4], ktery
oznacuje jak Studyho tak Cliffordovy bikvaterniony.

Algebra dualnich ¢isel tvori komutativni, asociativni okruh s jednotkovym prvkem. Na-
sobeni dualnich kvaterniont je oboustranné distributivni vzhledem ke s¢itani. Ke kazdému

3Hamilton zaved] termin bikvaternion pro kvaternion ¢ = s + ix + jy + kz, kde z,y,z € C.
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nenulovému dualnimu kvaternionu existuje konjugovany duélni kvaternion a dualné konjugo-
vany dualni kvaternion. Pomoci duélnich ¢isel miizeme zavést dualni vektor pripadné dualni
thel, ktery je pouzivin v souvislosti s dudlnimi kvaterniony. Vice o vlastnostech duélnich
¢isel a dualnich kvaternioni v kapitolach 4 a 5.

Pozndmka 2.1 Dalsim zobecnénim komplexnich ¢isel jsou tzv. oktoniony. V prosinci roku
1843 nalezl tento systém hyperkomplexnich ¢isel s osmi zakladnimi jednotkami J. T. Graves.
Nezavisle na Gravesovi nalezl stejny obor i Cayley. Tento novy obor se nazyva oktoniony
nebo se uziva terminu Cayleyova ¢isla ¢i Gravesova—Cayleyova ¢isla (viz [3]). V této praci se
vsak oktoniony zabyvat nebudeme.
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3 Algebra kvaterniont

Uvedeme zéklady algebry kvaterniont, které jsou nezbytné pro zavedeni a snadnéjsi pochopeni
duélnich kvaternionii. Problematika kvaternionti a rotaci je podrobnéji popisovana napft.

v [33].

3.1 Uvodni pojmy

Definice 3.1 Necht # = k* = 3> = ijk = —1, 4j = k a ji = —k. Kvaternion q definujeme
vztahem
q = [s,v], s€eRveR?
[87 (ﬂf,y,Z)], S7x7yaZ€R
= s+ir+jy+kz, s,z,y,z€R

Pozndmka 3.1 7 vySe uvedenych vztahii a za predpokladu asociativity nasobeni se urci
tabulka pro nasobeni ¢tyt zakladnich jednotek 1,4, 3, k — viz Tabulka 1.

1[4 ]34k
11147k
i | i | -1 k|5
J k-1
k k| g |-i|-1

Tabulka 1: Vztahy mezi 1,1, 3, k.
Definice 3.2 MnozZinu vSech kvaterniontd budeme znacit H.

Definice 3.3 Necht q,G € H, kde q = [s,v] a ¢ = [, V], pak plati
(g=q&s=5Nv=w. (3)
V riznych zdrojich existuje nékolik dalsich zpisobi, jak zavést kvaterniony (viz [15]). Napii-

klad mizeme kvaternion definovat jako urcitou komplexni matici typu 2x 2. Komplexni ¢islo d
napiseme jako d = a+1b, kde a, b € R a vytvorime k nému ¢islo komplexné sdruzené d = a—1b.

Potom prvky 1,2, 7, k chdpeme jako matice

12((1)(1])’ i:(égi)’ )
SEH !
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Kombinaci téchto matic vytvoiime mnozinu H, 1s + iz + jy + kz, kde (s,z,y,2) € R™.
Kazdou matici v mnoziné H (tj. kazdy kvaternion) muzeme pak zapsat takto

-(58)

kde g = s + iz a h = y + 1z. Takova komplexni matice A reprezentuje kvaternion s + ¢x
+Jy+kz.

Kvaternion muZe byt reprezentovan také realnou matici typu 4 x 4 viz [15].

Pro s,z,y, z € R je nasledujici matici

s —r z -y
po| * 8 v = (6)
-z Yy s —x

reprezentovan kvaternion s + ¢z + jy + k2.

Mnozina kvaternionii H je velmi ¢asto definovana jako realna algebra, ktera je tvofena ¢tyifmi
prvky 1, 4, j, k, napt. [42], [15] nebo [6].

3.2 Zakladni vlastnosti

Definice 3.4 Necht ¢ = [s,v] € H, s = 0, pak q se nazgvd ryzi kvaternion. MnoZinu
vSech ryzich kvaterniond budeme znacit H,.

Definice 3.5 Necht q € H. Pak kvaternion § = [s,v] = [s, —v]| nazjvime konjugovangm
kvaternionem s kvaternionem q.

Pokud je dan kvaternion ¢ = s + ix + jy + kz, pak konjugovany kvaternion ¢ ma tvar

qg=s—ix—jJy— kz. (7)

Definice 3.6 Necht q,q € H, kde q = [s, (z,y,2)] a ¢ = [3,(2,7,2)]. Operaci séitani defi-
nujeme nasledovné:

A

q+q = [s,v+ 5,0

= [s,(z,y,2)] +[5, (2,9,
(s+itx+jy+kz)+(S+iz+jy+k2)
(s+8)+(x+2)i+(y+9)j+ (z+ 2)k. (8)

Véta 3.1 Necht q,G € H, kde q = [s,v] a § = [§,v]. Potom plati ¢+ ¢ = [s+ §, v+ v].
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Diikaz: Ziejmé. O

Definice 3.7 Necht jsou ddany kvaterniony q,q € H. Odecitant je definovdno vztahem
¢—q4=q+(-1)d. (9)

Definice 3.8 Necht q,g € H, kde q=s+i1x+jy+kz aqd=5+12+ 3y + kZ. Ndsobent
je definovdno:

g =[5 v][3, 9]
= [s (z,9,2)][5, (2,9, 2)]
= (s+iz+jy+k2)(s+iz+jy+k2)
= s(84+ i+ gj+ 2k) + xi(8 + i+ Gj+ 2k) + yi(8 + Ti+ gj+ 2k) +
k(8§ 4+ i+ g5+ 2k)
= s§—axt—yyg—z2+ (st +Sx+yz—yz2)i+ (sy—xZ+sy+z2)j
+(sZ 4+ 2y — Ty + $2)k. (10)
Tento vztah byl pred lety nezéavisle na sobé popsan Hamiltonem a Rodriguesem. Také Olinde

Rodrigues (1794-1851) pracoval s riznymi formulacemi, ale kvaterniony neobjevil. Nekomu-
tativni nasobeni mezi dvéma kvaterniony se nazyva Grassmannovo ndsobeni [12].

Véta 3.2 Necht q,q € H, kde g = [s,v] a § = [§,v]. Pak miZeme napsat
g4 =1[s§—v-v,vX v+ sv+ §v], (11)

kde - znamend skaldrni ndsobeni a x vyjadiuje vektorové ndsobeni vektori v R3.

Diikaz: qq = [s,)[8, 7]

= (s+ix+gy+k2)(s+ T+ ky+ k2)

= s§— (v2 +yy+ 22) + st + Sz +yz — 2y) +

J(sy + Sy + 2@ — x2) + k(sz + sz + xy — y)

= [s§—v v, vX V+ sV+ Sv|. O
Z dikazu Véty 3.2 vidime, ze R(qq) = R(qq) a I(qq) # (qq), kde R je skaldrni cdst
kvaternionu. Obdobné & znaci vektorovou cdst kvaternionu.
Néasobeni kvaternioni se d& vyjadrit rovnéz pomoci nasobeni matic, vice viz [33].
Poznamka 3.2

1. Nasobeni kvaternionti neni komutativni. Jiz z definice kvaternioni plyne ¢ = k ale
ji = —k. Néasobeni kvaterniont neni ani antikomutativni, tedy neplati vztah ab = —(ba).
Vsimnéme si, ze 14 = 4, ale —(4l) = —1.
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2. Nasobeni kvaterniont je asociativni

(192)q3 = q1(q293),

pro vSechna qq, ¢2, q3 € H.
3. Pokud q1, g2, g3 € H, pak plati distributivita (leva i prava) nasobeni viéi s¢itani

(@ +q) = aq+ qgs,
(e+6G)a = @6+ aa.

Mnozina H s operaci s¢itani a nasobeni je nekomutativni téleso, které se lisi od komutativniho
télesa tim, ze nema vlastnost komutativniho nasobeni (viz Poznamka 3.2).

Véta 3.3 (H, +, ) je nekomutationi téleso, kde plati

1. Va,beH:a+b=b+a (komutativita scitini)

2. Ya,b,c e H: a+(b+c) = (a+b)+c  (asociativita sciting)
3. Ya,b,c € H : a(bc) = (ab)e  (asociativita ndsobeni)
4. Ya,byce H: a(b+c) =ab+ac  (distributivita )
5. dee HVaeH:a+e=a (existence nulového prvku)
6. Vac H3—aecH: (—a)+a=e (existence opacného prvku)
7. 31 e H:
a) Vae H:al =1la=a (existence jednotkového prvku)
b)VaeH, a2edJateH:ala=aat=1. (existence inverzniho proku)
Diikaz: Viz Poznamka 3.2 a viz [33]. 0

Definice 3.9 Necht q,q € H, q = [s,v] = [s,(z,y,2)] a ¢ = [8,0 = [, (2,9, 2)]]. Skaldrni
soucin dvou kvaternioni vypocitame jako:

q-q=85+xT+yy+ 22 (12)

Definice 3.10 Necht q € H, q = [s,v] = [s,(x,y,2)]. Norma |q| kvaternionu q je ddna
vztahem

lgll= /52 + 22 + 12 + 22 = \/qq, (13)
tedy
lgl’= s* + 2® + > + 2° = s°+ ||[v]°,  |lgl|> 0.
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Norma ||g||= 0 jen tehdy, pokud s =z =y = z = 0, tedy

lgl= 0« q=0.

Pozndmka 3.3 V jiné literatuie (viz [15]) je vyraz s*+ 22 +y*+ 2% oznacovan N(q) a nazyva
se redukovand norma kvaternionu q.

Véta 3.4 Necht q1,q> € H. Pak plati

0 =[la?, (14)

k=0T, (15)

lq1g2ll=la[lllg|l - (16)

Diikaz: Viz [33]. O
Definice 3.11 Necht g € H. Pokud

lgll= 1, (17)

pak q se nazijvd jednotkovy kvaternion. MnozZinu vSech jednotkovych kvaternioni budeme
oznacovat H;.

Véta 3.5 Necht'q € H, q = [s,v] = [s, (2,9, 2)] # 0. Pak ezistuje jediny inverzni kvaternion
takovy, Ze qqg~' = ¢ 'q =1 a plati:

1 q
q —W- (18)

Diikaz: Podrobnéji v [33]. O

Veéta 3.6 Necht q,q € Hy. Potom plati tyto vztahy

lgqll = 1, (19)
¢ =1 (20)
Diikaz: Vyuzijeme vztahu (16), detailngji viz [33]. O

Definice 3.12 Necht q,¢ € H, q = [s,v] = [s,(x,y,2)] a
vektorovy soucin dvou kvaternioni vypocitime jako

2>
I
oy
2
I
W
—
=>
=
I
-
T
=)
w

N a9 — qq
X =
qaxq 9

= (yz—22)i+ (22 — 22)j+ (zy — y2)k. (21)
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Pozndamka 3.4 Vektorovy soucin dvou ryzich kvaterniont ¢, ¢ € H, mtuZeme zapsat jako

P+ q1q
Q1XQ2:T-

Definice 3.13 Kuvaterniony q,q € H nazgvdme ortogondlni, jestlize plati
q-q=0. (22)

Poznamka 3.5

1. Dva jednotkové ortogonalni kvaterniony nazyvame ortonormalni.

2. Nasobeni dvou na sebe kolmych kvaterniont ¢, ¢ € H,, vypadé takto: g¢ = ¢ x q.

Definice 3.14 Kvaterniony q,q € H nazgvdme rovnobézné, jestlize plati

qxq=0. (23)

Véta 3.7 Necht q = [s,v] € H,. Pak existuji jednotkovy vektor v € R® a thel 6 2 intervalu
—m < 0 <7 takové, Ze
q = [cos B, vsin ). (24)

Diikaz: Viz [33]. O
Poznamka 3.6

1. Pokud kvaterniony ¢ a ¢ jsou jednotkové kvaterniony, pak i ¢¢ a ¢q jsou jednotkové
kvaterniony.

2. Inverzni kvaternion ¢! jednotkového kvaternionu ¢ je opét jednotkovy kvaternion.

V této kapitole jsme shrnuli zakladni vlastnosti kvaterniont, které jsou nutné k popisu v dalsi
casti textu. Kvaterniony maji i jiné dulezité vlastnosti, kterymi se v tomto textu nebudeme
zabyvat (napf. kvaterniony a exponencialni funkce nebo diferencialni pocet atd.). Vice o
zminénych vlastnostech naleznete napt. v [11], [36], [17] nebo [30].

3.3 Kvaterniony a rotace v SO(3)

Rotace kolem osy v trojrozmérném prostoru muze byt vyjadrena nékolika zptusoby. Napiiklad
pouzitim Eulerova teorému, ktery iika, Zze libovolnou rotaci kolem osy v trojrozmérném pro-
storu lze popsat tfemi proménnymi. Tyto proménné jsou znamé jako Eulerovy thly (viz [43]).
My se budeme zabyvat popisem pomoci kvaternionti. Kazda rotace je zadédna osou a oriento-
vanym thlem (ten ma velikost a smysl), které mizeme vzit pravé z kvaternionové reprezentace
(viz Véta 3.12). Problematika rotaci je popisovana napi. v [29] nebo [2]. Kvaterniony nalezly
také uplatnéni napf. pii feSeni animacnich tuloh v pocitacové grafice.
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Grupy O(n) a SO(n)

Budeme vychazet z obecné linearni grupy, kterou ozna¢ime GL(n,F), kde F je téleso R nebo
C. Jde o grupu regularnich matic n x n nad télesem F s operaci bézného maticového nasobeni.
V této kapitole budou uvedeny jen zékladni definice potifebné k popsani rotaci v . SO(n), vice

viz [7] nebo [33].

Definice 3.15 Redlnd matice typu n X n se nazjvd ortogondlni, pokud A=' = AT. Tyto
matice tvori podgrupu grupy GL(n,R), znacime ji O(n) a nazjvame ortogondlni grupa.
Tedy

O(n) ={Ac GL(n,R)|ATA = TI}.

Definice 3.16 Ortogondlni matice, které maji determinant roven 1 tvori podgrupu, kterou
nazyvame specidlni ortogondlni grupa o znacime ji SO(n). Tedy

S0(n) ={A € GL(n,R)|ATA =T Adet A=1}.
SO(3) je podgrupou ortogondlni grupy O(3) a SO(4) je podgrupou ortogondlni grupy O(4)
(viz [40]).

Véta 3.8 Matice A popisuje rotaci v R? kolem pocdtku, resp. v R® kolem osy prochdzejici
pocatkem, prave kdyz A € SO(2), resp. A € SO(3).

Diikaz: Viz [29). O

Geometricka interpretace rotace v SO(3) pomoci kvaternioni

Pro jakykoliv nenulovy kvaternion p a r jsou obé zobrazeni r — pr a r +— rp linearni.
Podivame se na zobrazeni R, (p) : H — H, které ma tvar p — gpr, kde r,q € H jsou jisté
dva nenulové kvaterniony takové, ze ||r||||q||= 1.

Pozndmka 3.7 Pokud polozime r = ¢!, pak zobrazeni R, ,1(p) oznac¢ime jednoduse jako
Ry(p). O
Véta 3.9 Kazdy element v SO(3) se da vyjadrit jako

P qpq, (25)

kde p je ryzi kvaternion a q je jednotkovy kvaternion.

Diikaz: Viz [33]. O

Pozndmka 3.8 Pokud je kvaternion ¢ jednotkovy, mizeme zapsat vztah (25) takto : p —

qpq~t. Z Véty 3.5 plyne, Ze pokud je ¢ jednotkovy kvaternion, tedy plati vztah (17), pak

g=q"
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Véta 3.10 Necht q € Hy, ¢ = [cos0,sin 0v]. Necht p= (z,y,2) € R* a p =0, p| € H. Pak

p=qpq" (26)

je obrazem p v rotaci o uhel 20 kolem osy, kterd je dand smérovym vektorem v, viz Obr. 1.
Diikaz: Viz [33]. O

Véta 3.11 Necht q1,q2 € Hy. Rotace dand q, ndsledovand rotaci danou qs je ekvivalentni
rotact qoq1, tedy skladdni rotaci je dosaZeno ndsobenim odpovidajicich kvaternionai.

Diikaz: Viz [33]. 0

Obr. 1: Otoceni bodu P do bodu P o thel 26 kolem osy o, ktera je dana smérovym vektorem 4.
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Osu a thel rotace muzeme snadno urcit z kvaternionové reprezentace rotace.

Véta 3.12 Necht ¢ = [s,v] € H, kde v je nenulovy vektor, osa rotace R,(p) je urcena
pocdtkem a vektorem v € R3, kteryj odpovidd ryzimu kvaternionu v. Pro s = 0 je ihel 0 = T,
pro s # 0 je ihel rotace ddan vztahem

tg - = 27

kde 0 <0 < .

Dikaz: Viz [15]. O
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4 Algebra dualnich cisel

Dualni ¢isla zavedl jako prvni William Kingdon Clifford (1845-1879) jiz v 19. stoleti (viz [5]).
Jejich vyuzitim v kinematice se zabyval napt. Alexandr Petrovi¢ Kotelnikov (1865-1944),
(viz [26]) a dale pak napt. An Tzu Yang (1923-2003), (viz [47]).

Dualni ¢isla vznikla rozsifenim realnych ¢isel. Pridanim nového prvku e, tzv. dudlni jednotky,
k redlnym ¢islim vzniknou éisla dualni. Duélni jednotka splituje vlastnost €2 = 0 a fikame
tedy, ze je nilpotentni. Algebra dualnich ¢isel je komutativni, asociativni okruh s jednotkovym
prvkem, viz Véta 4.3. Dualni ¢isla jsou velmi podobné komplexnim ¢islim jak zapisem, tak
nékterymi vlastnostmi. Kazdé duélni ¢islo mizeme napsat ve tvaru z = a + ca., kde a a a.
jsou redlna c¢isla — a je takzvané nedualni ¢ast z a a. je dudlni ¢ast z. V této algebie neexistuji
inverzni prvky k ryzim duédlnim ¢islam (viz Véta 4.3), ¢imz se odlisuji od komplexnich ¢isel.

4.1 Uvodni pojmy

Definice 4.1 Nechta € R, a. € R ac # 0, €2 = 0. Dudlni &islo z definujeme vztahem
z=a+¢a,. (28)

Definice 4.2 MnoZinu vsech dudlnich c¢isel budeme znacit D.

Poznamka 4.1

1. Duélni ¢islo zapisujeme zkracené jako z = [a, a.].
2. Dualni ¢isla mtuzeme vyjadrit také pomoci matic. Duélni jednotku zapiSeme ve tvaru
. 01
L0 0 )

tzn., ze dualni ¢islo z zapiSeme ve tvaru

a Qg
Z:a+5a€:(0 a >

3. Mnozina vSech dualnich ¢isel je komutativni, asociativni okruh s jednotkovym prvkem
viz Véta 4.3.

4.2 Zakladni vlastnosti

Definice 4.3 Necht z = [a,a.] € D, a = 0, pak se z nazjvd ryzi dudlni &islo. MnoZinu
vSech ryzich dudlnich cisel budeme znacit D,. Pokud a # 0 a a. # 0, pak se z nazyjvd
vlastni dudlni c¢islo.
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Definice 4.4 Necht z,2 € D, kde z = [a,a.] a Z = [a,d.|, pak plati

z=Z2&a=ala. = d.. (29)

Definice 4.5 Necht z € D. Pak dudlni ¢islo Z = [a,a.] = [a,—a.] = a — ca. nazgvdme
konjugovanym dudlnim cislem s dudlnim cislem z.

Definice 4.6 Necht z,z € D, kde z = [a,a.] a Z = [a,a.]. Operaci séitdni definujeme
ndasledovné
z4+2 = [a,a+[a,a]
= (a+ea.)+ (a+ea.)
= (a+a)+e(a: +d.). (30)

Definice 4.7 Necht z,2 € D, kde z = [a,a.] a Z = [a,a.]. Ndsobent je definovino takto

2z = |a,a.la,d]
(a+ea.)(a+ ea.)
= aa+e(ad. + a.a). (31)

Definice 4.8 Necht z,z2 € D, kde z = [a,a.] a Z = [a,d.]. Odecitdnt je definovino vztahem

z—2=z+4(-1)z (32)

Definice 4.9 Necht z,2 € D, kde z = [a,a.], 2 = [a,d.] a a # 0. Délent je definovdno takto

a+eae

a+ ea.

(a+eac)(a— ea.)

(@ + ea)(a — zan)

ad — cad, + aa. — £%a.d,

| W

- -~ — 2
a? + caa, — cad, — £2a,
aa + e(aa. — aad.)

d?

. (;) ‘ (33)

a

ST

Poznamka 4.2

1. Déleni duélnich ¢isel je velmi podobné déleni komplexnich ¢isel. Zlomek rozsitime duél-
nim ¢islem konjugovanym s ¢islem ve jmenovateli.
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2. 7 predchéazejici definice je jasné, ze déleni ryzim dualnim ¢islem neni definovano. Duélni
¢isla tedy netvori téleso, ale tvori okruh—viz Véta 4.2.

Véta 4.1 Necht z = [a,a.] € D,a # 0. Pak existuje jediné inverzni dudini ¢islo z=' takové,
Ze plati

= (a+ea) ! = =—-—c—. (34)
Diikaz: Ziejmé, viz Definice 4.9. O

Disledek 4.1 Necht'z = [0,a.] € D, je ryzi dudlni cislo. Potom neexistuje inverzni proek 2.

Jak jsme jiz uvedli, algebra dualnich ¢isel je velmi podobné algebie komplexnich ¢isel. Za-
kladni odlisnost dualnich a komplexnich ¢isel je pravé v neexistenci opac¢nych prvku pro ryzi
duélni ¢isla.
Véta 4.2 (D, +,-) je okruh, kde plati

1.VYa,beD:a+b=b+a (komutativita scitani)

2. Ya,b,c € D: ceD pak a+(b+c) = (a+b)+c  (asociativita scitdini)
3.deeD VYaeD:a+e=a (existence nulového prvku)
4. YaeD J(—a)eD:a+(—a)=-e (existence opacného prvku)
5. Va,b,ceD:
a) a(b+c)=ab+ac (levd distributivita)

b) (b+c)a=ba+ca. (pravd distirbutivita)

Diikaz:
1. az 4. bod: zfejmé.
5. a) Mé&jme z1, 29,23 € D, kde 21 = [ay, a1, 22 = [az, as:| a 23 = [az, as.].

21(22 + 23) = (a1 +eare) [(ag + as) + e(age + as.)]. Dostaneme 2y (22 + 23) = (a1a2) + (a1a3) +
e(ayag: + ayas. + acaz + arcas).

2120 + 2123 = (a1 + eaie)(ag + cage) + (a1 + €aye)(as + case) = |aras + e(ajag:) + ajeas] +
laras + e(aras: + ar-a3)] = (a1a2 + ara3) + e(aras: + arca2 + aras: + ar-a3)).

Vyuzijeme asociativity s¢itani a dostaneme rovnost.

b) Diikaz provedeme obdobné jako 5. a). 0
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Véta 4.3 (D, +,-) je komutativni asociativni okruh s jednotkovgm prvkem, kde plati
1. Ya,b,c € D : a(bc) = (ab)c  (asociativita ndsobeni)

2. Ya,beD: ab = ba  (komutativita ndsobent)

3. deeD VYaeD: ae = ea. (existence jednotkového prvku)

Diikaz:
1. Méjme z1, 29, 23 € D, kde z1 = [ay, a1c], 20 = [as, as:] a 23 = [a3, as.].

21(222’3) = ((11 + 6&15)[(12&3 + E(agagg -+ azgag)] = a1a92as3 -+ 8[&1 (agaga + aggag) + alaaQag] =
a1a2a3 + £(a1a2a3; + A102:03 + A1:0203).

(z129)23 = [a1a2 + €(arag: + arca9)](ag + cas.) = arazas + elajasas. + (a1a2: + ajcaz)as] =
ajasaz + €(ayasase + ajaseas + aj-azas).

2. Vezmeme 2,2 € D,z =a+ca. a Z=a+¢ed.. 22 = (a+ea.)(a+ ea.) = aa+ e(ad. + a.a)
a zz = aa + £(aa. + d.a). Diky asociativité s¢itani duélnich ¢isel a existence komutativity
v realnych ¢islech je tvrzeni dokazano.

3. Méjme z, 2z € D, kde z = a+ca. a 2 = 140 pak dostaneme 22 = (a+ea.)(1+£0) = a+ea..
O

Definice 4.10 Necht z = [a,a.] € D, kde a > 0. Odmocnina /z dudlniho cisla z je

definovand vztahem
a€

Vi VaTe = Vatey

(35)
Definice 4.11 Necht jsou dany dvé primky m,n v Es. Oznacme jejich odchylku B a jejich
vzddlenost s. Potom dudlnt tihel o téchto primek je definovdan vztahem:
a=[f+es. (36)

Specidlné tedy plati:

1. pokud se primky m,n protinaji, pak a = f3;

2. pokud jsou pfimky m,n rovnobézné, pak o = es;

3. pokud primky m,n splyvaji, pak a = 0.

S vyuzitim duélniho thlu muzeme popsat pozici libovolné mimobézky m v prostoru vzhledem
k jiné mimobé&zce n, viz Obr. 2. Vezmeme osu mimobé&zek?* o, ktera protina pifmky m a n v
bodech F a F. Bodem B vedeme piimku n’, ktera je rovnob&zné s piimkou n. Pak thel mezi

4Pii¢ka mimobézek, ktera je kolma k obéma danym mimobé&zkam.
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piimkami m a n je thel 3 vzdalenost s je rovna délce tsecky dané body E a F. Dualni thel
budeme vyuzivat v souvislosti se Sroubovym pohybem a dualnimi kvaterniony v kapitole 5.

Obr. 2: Duélni thel @ = 8 + €s piimek m a n.

Dualni thel spliuje dalsi vlastnosti — napft.

sina = sinf + escos 3, (37)
cosa = cosf3 —essinf, (38)
sinfa + cos®a=1. (39)
Vztahy (37) a (38) plynou z Taylorova rozvoje pro duélni ¢isla. Pokud pouzijeme Tayloriv
rozvoj na funkei f(a + €a.), ktera ma alespon jednu derivaci a e = &3 = ... = 0, dostaneme
fla+ea) = f(a) +caf (a). (10)

Vztah (39) odvodime néasledovné:

sina +cos’a = (sin® B + cos® ) + &(2ssin B cos 3 — 2ssin 3 cos 3)
= 1.

Vice o vyuziti dudlniho thlu napf. v [14].

Definice 4.12 Necht a a a. jsou vektory a € je dudlni jednotka, pak dudlni vektor z defi-
nujeme vztahem
z=a+t¢a,. (41)

Pozndmka 4.3 Duélni vektor z = a+ca., kde a = (a1, a9, a3) a a. = (ay¢, ase, as.) mizeme
rovnéz zapsat v podobé

ar +eaqe
z=a+¢ca. = Qg + EQge
as + case
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Pro dualni vektory z; = a; + €ai. a 2 = as + €ay. plati nasledujici vztahy

2 =2 a1 = a N\ a1 = Qe
Z2 =01 G +<(a) - @y + ar. - @),
21 X 2z =a; X ag+e(ay X @ + a1 X ap).

Tyto vztahy zde nebudeme dokazovat, vice informaci viz [39], kde 1ze déale nalézt informace
i o dudlnim jednotkovém vektoru.
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5 Algebra dualnich kvaterniont

Dualni kvaterniony si muzeme predstavit jako kvaterniony, jejichz prvky jsou duélni ¢isla.
V praxi se vyuzivaji k popisu rotaci v trojrozmérném prostoru. Poskytuji nékolik vyhod
oproti jinym popistim. Vyhodou napf. je, Ze lze soucasné zachytit slozeni rotace a translace
(tzv. pfima shodnost v R?).

Na duéalnich kvaternionech jsou zalozeny nékteré algoritmy, které se vyuzivaji napt. v poci-
tacové grafice (pfi tzv. skinningu) nebo v robotice-podrobnéji v kapitole 6.

5.1 Uvodni pojmy

Definice 5.1 Necht ag, by, cq,dq € D. Dudlni kvaternion q,; definujeme vztahem

q, = aq + bai + cqj + dgk, (42)
kde ag4 je skalar (dualni ¢islo), (by, ¢4, dg) je vektor (dualni vektor) a 1, 4, 7, k jsou ¢tyti zakladni
kvaternionové jednotky z Definice 3.1.

Pozndamka 5.1

1. Duélni jednotka ¢ je komutativni s kvaternionovymi jednotkami, napt. 1¢ = 1.

2. Dualni kvaternion muzeme zapsat nasledujicim zptisobem q; = a +bt+ cj+ dk+ca. +
eb.t+ec.j+ed.k nebo jako soucet dvou kvaterniont q; = q+¢q., kde ¢ = a+bi+cj+dk
aq =a.+b1+c.g+ d.k.

Definice 5.2 MnoZinu vSech dudlnich kvaternioni budeme znacit H,.

5.2 Zakladni vlastnosti

Definice 5.3 Necht q;, € Hy. Dudlni kvaternion q; nazyvime konjugovanym dudlnim
kvaternionem s dudlnim kvaternionem q,, jestlize plati

q;=q+¢q. (43)

Definice 5.4 Necht q; € Hy, pak dudlni kvaternion ?d nazyvame dudlné konjugovanym
dudlnim kvaternionem s dudlnim kvaternionem q,, jestliZe plat?

q; =17 <. (44)

Pokud je dan dualni kvaternion q; = a+bi+cj+dk+ca. +cb.i+ec.j+<ed k, pak konjugovany
dualni kvaternion g; ma tvar:

@ =a—bi—cj—dk+ca. — cbi— ecoj— ed.k (45)
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a duélné konjugovany duélni kvaternion g mé tvar

q;=a—bi—cj— dk—eca. + eb.i+ ec.j+ ed.k. (46)

Definice 5.5 Necht q,, q; € Hy, kde q; = q+¢cq- a g; = §+£q.. Operaci s¢itant definujeme
ndsledovné

9@Q+4q = qteg+q+eq
= (¢+q) +elge+ )
= a+bi+cj+dk+ca. +ebi+ ec.j+ ed.k+
a+bi+ ¢j+ dk+ ed. + eboi+ 6+ edk
= [(a4a)+ (b+b)i+ (c+e)j+ (d+d)k +
el(ae + d.) 4 (be + b2)i+ (o + é)j+ (do + d.) k). (47)

Definice 5.6 Necht q;, q; € Hy, kde q; = q+ €q- a 4; = ¢ + £q-. Ndsobent je definovino
takto

2.9, = (q+¢eq)(q+ede)

= g¢i+elede+aq) ) ) )

= ad—bb—cé—dd+ (ab+ ab+ cd — éd)i+ (a¢ — bd + ac + bd)j
+(ad + bé — be + ad)k + elad. — bb, — cé. — dd. + (abe + d.b + cd. — é.d)i+
(aé. — bd. + d.c + b.d)j+ (ad. + bé. — bec + dod)k + azq — bob — ¢ — dod +
(acb + ab, + cod — éd.)i+ (ae¢ — bod + ac. + bd.)j+ (a.d + b.¢ — be. + ad.)K]

= ad —bb— c¢ — dd + (ab+ ab + cd — éd)i+ (aé — bd + ac + bd)j
+(ad + bé — be + ad)k + e|ad. — bb. — cé- — dd. + aci — b.b — c.¢ — dod +
(ab. + d.b+ cd. — éod + acb + ab. + cod — éd.)i+ (ac. — bd. + dec + bod +
(e — bed + dce + bd2)j+ (ade + bée — bec + ded + acd + boé — bee + ad. ) k], (48)

Definice 5.7 Necht jsou ddany dudlni kvaterniony q;, q; € Hy. Odecitani je definovino
vztahem

4@ —4d;=q;+ (—1)q, (49)

Dualni kvaterniony spliiuji nékteré vlastnosti stejné jako kvaterniony, viz nasledujici poznamka.

Poznamka 5.2

1. Nésobeni duélnich kvaterniontii neni komutativni.
2. Nasobeni dualnich kvaternioni je asociativni

(qdl ng ) qd3 - qd1 (ng ng )7

pro vsechna g, q,,, g, € Ha.
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3. Pokud q,,, q4,, q;, € Hy. Pak plati distributivita (leva i prava) nasobeni vici s¢itani

qdl(ng + ng) = 44,9, + 94,9,
(@, + 94,)9, = 44,9, + 94,9, -

Mnozina Hy s operaci s¢itani a nasobeni ma podobné vlastnosti jako nekomutativni téleso H.

Véta 5.1 (Hy, +,-) je okruh, kde plati
1. Va,beHy:a+b=b+a (komutativita s¢itini)

2. Ya,b,c € Hy : a+(b+c) = (a+b)+c  (asociativita scitani)

3. decHy VaceH;:a+e=a (existence nulového proku)

4. VaeH,; J(—a)eH,:a+ (—a)=e (existence opacného prvku)
5. Ya,b,ce Hy :

a) a(b+c) =ab+ac (levd distributivita)
b) (b+c)a=ba+ca (pravd distributivita)

Driikaz:

1. Z¥ejmé, viz vztah (47).

2. Ztejmé.

3. Pokud vezmeme ¢, g, € Hy, kde ¢; = q¢+¢q.,q; # 0 a 4, = ¢+ 4., = ¢- = 0 pak podle
vzorce (30) dostaneme [(¢ 4 0) +e(q- +0)] = ¢ + €q-.

4. Vezmeme 44, qu € Hd> kde q; = 4+ €Eq: a dd = qA"' qusan = _%qu = —q: tedy (jd = —4qy,
pak podle vztahu (30) dostaneme g, + ¢, = [(¢ — ¢) + (¢ — ¢-)] = 0.

5. a) Méjme gy, q4,, 44, € Ha, kde q;, = q1 + €12, @, = G2 + g2 @ @y, = 3 + €q3..

qq4, (Qd2 + ng) = (g1 +eqe) [(g2 + q3) +e(qo: + q30)] = (12 + @103) +e(Q1q2e + Q1 q3e + Q1eq2 +
QIaQ3)'

Qi iy + 90, 9oy = (@1 +01) (G2 + 2q2c) + (@1 +eq12) (g3 + €a3:) = [01G2 + e(Q1G2e) + q1eqa]) +
(13 +e(q1q3: + q1:93)] = (0102 + 1G3) +€(Q1G2= + Q12 + q1G3- + q1q3). VyuZijeme asociativity
s¢itani (viz Véta 5.1 1.a)) a dostaneme rovnost.

b) Diikaz provedeme obdobné jako v predchozim piipadé. O

Véta 5.2 (Hy, +,-) je asociativni okruh s jednotkovym prvkem, kde plati

1. Ya,b,c € Hy : a(bc) = (ab)e  (asociativita ndsobeni)

2. deeHy Va€eHy: ae=ea. (existence jednotkového prvku)
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Dikaz:
1. Mé&jme q,,, q4,, q4, € Hg, kde q;, = q1 +€quc, @4, = @2 + €2 @ @, = 3 + €G3

41,(04,94,) = (@1 + €q1)[0203 + €(@2@3e + ©=@3)] = Q12q3 + €[q1(q2q3e + Q2:03) + QeG2q) =
019203 + €(1G2G3- + €192:G3 + G1:G243).

(Q4,94,) s, = 0102 + €(0102c + G1-02)] (g3 + €a3:) = Q10203 + €[q10203: + (Q1Goe + G1e42)q3] =
010203 + (@1 Q23 + 102203 + 1:4243)-

Vime, Ze nasobeni kvaterniont je asociativni (viz Poznamka (3.2) ¢. 2).

2. Mé&jme gq,, g, € Hy, kde q; = ¢+¢q. a ¢; = 140 pak dostaneme q,q; = (¢+¢cq.)(1+e0) =
q + €qe. O
Déleni je definovano jako inverzni operace k nasobeni. Pro duélni kvaterniony definujeme

déleni pomoci konjugovaného dualniho kvaternionu a normy dualniho kvaternionu (obdobné
jako u kvaterniont).

Definice 5.8 Necht q; € Hy, q; = ¢+ ¢q- = a + bi+ ¢j + dk + ca. + bt + ec.j + ed. k.
Norma ||q,| dudlniho kvaternionu q, je ddna vztahem

lla.ll= \/(a+5a€)2 + (b4 ¢eb.)? + (c+ec.)? + (d + ed.) \/qdqd (50)

Pozndmka 5.3 Vyraz ||q,)|* miZzeme zapsat jako

gl = o+ 0>+ + d® + 2e(aae + bbe + cc. + dd.).
lal® = @, = qq+ (g + ¢-9)-

Véta 5.3 Normu dudlniho kvaternionu q, € Hy, kde q; = ¢+ £q. a g # 0, miZeme zapsat

také ve tvaru q-q q

kde q - q- je skaldrni soucin kvaternioni q a q., viz Veta 3.9.

Diikaz:

lg)l = Va8 = Va@+e(q@ +q-q) = Va2 + b2+ 2 + d* + 2¢(aa. + bb. + cc. + dd.)

e + bbe : + dd. . :
= Va2+b2+32+d2+ 6ail/c;—+ b;—_'_c; ::: = (viz Definice 4.10)
— aae + bb, + cc. + dd.
Vaq+e

Vaq

q-9e
= lall +

Tl .
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Definice 5.9 Necht q; € Hy. Dudlni kvaternion spliugjici

lgall= 1, (52)

se nazyvd jednotkovy dudlni kvaternion. MnozZinu vsech jednotkovych dudlnich kva-
ternionid budeme oznacovat Hy, .

Véta 5.4 Necht q, € Hy, q; = q+¢cq-, ¢ # 0. Pak existuje jediny inverzni dudlni kvaternion
takovy, Ze qdq;1 = qglqd =1 a plati:

1 qq
q, = .
T gl

(53)
Drikaz: Dikaz provedeme sporem. Necht existuji dva rtizné dualni kvaterniony p, , p,, € Hy
inverzni k gq;. To znamena, ze plati

Py, = P, 1 = Pdl(‘Ide2) = (Pd1 ‘Id)Pd2 = 1py, = Day,

coz je spor. Existuje tedy jediny inverzni duélni kvaternion ke kvaternionu g,. Vychazime

z predpokladu, ze p,; = ”]I;—dHQ Pak plati
d

q, 4,9 o HQdHQ _

QP = 4q = = =1,
e Nagl> — Nladl>  llaall?
q, 449, ||qd||2
e laal2™ gl llaal? 0

Véta 5.5 Dudlni kvaternion q, € Hy je jednotkovy, prave kdyz ||g||=1 a q-g. = 0.

Diikaz: Vyuzijeme vztahu (51) a dostaneme rovnost || q;|| = vV@zq; = ¢|| —i-Sﬁ = 1.
q

Vsimnéme si, ze dualni kvaternion je jednotkovy, pokud je duélni slozka nulova a [|¢||= 1.

Pokud chceme, aby byla dualni slozka nulova, musi byt skaldrni souc¢in ¢ - ¢. = 0. Naopak

pokud je ||g]|=1 a ¢ - ¢- = 0, pak z rovnosti (51) plyne, Ze duélni kvaternion je jednotkovy.
([

Véta 5.6 Necht q;,p; € Hy, q; = q+€q- a p; =p+ ep.. Pak plati

Pada = 4a Pa- (54)

Diikaz: Dyl = Pq+e(peq +pge)
= Pq+<(p-q +Pz)
= qp+e(qp: + D)

94 Pa-
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Véta 5.7 Necht jsou ddny dudlni kvaterniony py, q; € Hy, q; = ¢+ €q- a p; = p + €pe.
Potom plati

1Paall=lpallll gl - (55)
Diikaz: Vyuzijeme Véty 5.6.

||qucz||2: P44:(P39;) = 93 PaPaly :deH2 949 :||pd||2||qd||2 .

5.3 Dualni kvaterniony a pfimé shodnosti v SE(3)

Jak vime, jednotkovy kvaternion dokéZe reprezentovat v R?® rotaci kolem osy, viz Véta 3.7.
Bohuzel uz pomoci néj nedokazeme vyjadrit rotaci a posunuti zaroven (tj. slozeni obou zo-
brazeni). Jednotkovy duélni kvaternion g, méa obdobné vlastnosti, viz [8]. Nejprve zavedeme
specialni euklidovskou grupu, ktera je grupou piimych shodnosti.

Definice 5.10 Grupu, kterou tvori matice s ndsledujicimi vlastnostmi

Rt

SE(n) = {A]A: [ -

],ReR”X”,teR”,RTR:RRT:IAdetR:1}

nazgvdme grupa primych shodnosti a znacime ji SE(n).

T

Obr. 3: Pliickerovy soutadnice piimky v prostoru.

Nyni se budeme ve stru¢nosti zabyvat Pliickerovymi soufadnicemi (viz Definice 5.11). Jak
uvidime lze tyto soutradnice ztotoznit s dualnim vektorem, coz dale vyuzijeme ve Vété 5.8.

Vezmeme piimku £ v trojrozmérném prostoru se smérovym vektorem [. Pfimka k prochézi
bodem P, ktery je reprezentovan vektorem p. Tento vektor miizeme zapsat pomoci Sestice
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¢isel (I, m), kde m nazyvame moment a plati pro néj m = p x I, viz Obr. 3. Moment je kolmy
k rovingé, jez je dana primkou k a pocatkem 0. Velikost momentu je rovna vzdéalenosti primky
k od pocatku. Vektor li jakykoliv libovolny nenulovy nasobek predstavuji smérovy vektor
piimky. Predpokladejme tedy, ze I = 1, a lm = l(p x l) = 0. Dostavame tzv. Plickerovy
souradnice [31]. Tyto soufadnice jsou dudlnimi vektory v R® a mtZeme je definovat i nésle-
dujicim zptusobem.

Definice 5.11 Méjme dany dva rizné body Py, Py s polohovymi vektory p, = (1,41, 21),
Dy = (19,90, 20) € R® wrcujici primku k. Pak Pliickerovy soutadnice [k, ko, ks, ky, ks, ke
primky k jsou

ki = x29—m ks = y122 — 2192
ky = Yo — k’5 = 21X — X122 (56)
ke = z—2 ke = x1y2 — y122.

Smeérovy vektor primky k dostaneme jako l = p, — p, a moment jako m = p; X p,.

Pliickerovy souradnice primky k& mizeme také zapsat ve tvaru dualniho vektoru, tj.

kl + 5]6‘45
k=Il+ecm., = ko + ckse
k3 + 6]€6€

Pozndmka 5.4 Pokud dualni kvaternion g, zapiSeme ve tvaru q; = aq + bgt + cq3 + dgk
(viz Definice 5.1), kde a; = 0, dostavame duélni vektor g, ktery mizeme zapsat jako

b+ €b.
q= C+ ece
d+ ed.

Véta 5.8 Necht se primka k dand dudlnim vektorem k = 1+ em. zobrazi pomoci rotace
R € SO(3) a posunuti t € R do primky k, kde k = L+ em,., pak existuje jednotkovy dudlni
kvaternion q; takovy, Ze plati

k=g, kg, (57)
Diikaz: Pouzijeme rotaci R a translaci ¢ na primku £ tak, abychom dostali k.
Predpokladejme, ze piimka k prochazi bodem Pa plati
m. = p x|, (58)
kde m. je moment, p je polohovy vektor bodu Pal je smérovy vektor primky k. Obdobné

pro pifmku & a bod P, kterym prochézi plati m. = p x I. Smérovy vektor primky k oto¢ime
tak, aby se zobrazil do smérového vektoru primky k, tedy

1=RL (59)
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Vektor posunuti zde nemusime uvazovat®. Dale oto¢ime a posuneme vektor p:
p=Rp+t (60)

Do rovnosti (58) dosadime vztahy (59) a (60). Protoze pracujeme s rotaci v SO(3), mizeme
provést nasledujici upravy:

m. = (Rp+1t) xRl
= RpXx RlI+tx RI
= R(px1l)+txRI
= Rm.+tx RL (61)

Nyni zaménime vektory za duélni kvaterniony, coz znamené, ze vektor [ bude reprezentovan
kvaternionem s nulovou skalarni ¢asti [ = 12 + [55 + 3k a vektor m. bude reprezentovan
kvaternionem s nulovou skalarni ¢asti m. = myt + msj + msk. Vektor posunuti ¢ zapiSeme
také jako kvaternion s nulovou skalarni ¢asti t = t1¢+ tog+ t3k a rotacni kvaternion obdobné
jako ¢ = q11+ q2j + g3k (rotaci dokdzeme popsat pomoci kvaternionii, viz Véta 25). Oto¢ime
vektor 1 pomoci kvaternionu ¢, tj.

Rl = qlq. (62)
Obdobné otocime i vektor m,:
Rm. =qgm.q. (63)

Pomoci rovnosti (62) a kvaterniont prepiseme vztah ¢ x Rl (viz Poznamka 3.4) a dostavame:

IGt+tqlyg
tx Rl= Wqu (64)
Dosadime do rovnosti (61) vztahy (63) a (64), tj.:
R _ qlgt+tqlyg
i, = gm,g+ LLLH190T (65)
Primku £ nyni mizeme popsat vztahy (62) a (65), tj.
A _ _ qlgt+tqlyg
l—l—&tmequq—l—qmsq—l—u. (66)
Reknéme, ze existuje kvaternion ¢. = %q a dualni kvaternion q; = ¢ + €¢.. Snadno se
presvédcime, ze plati
Ut e = (q+ eq.)(I+ eme) (@ + €7.), (67)

5Posunuti zachovava smér.
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kde la m. jsou opét vektory. Vhodnym preznacenim rovnosti (67) dostavame vysledny vztah
2d =4y ld q_d (68)

Norma duélniho kvaternionu

qqt +tqq _
2

|9°= ,9; = g4 + (g8 + 4-9) = qq + ¢ 1
a jedna se tedy o jednotkovy dualni kvaternion.
([

Jak vime, geometricka interpretace kvaternionu vychézi z formule ¢ = cosg + ssin g, ktera

obsahuje smérovy vektor osy rotace s a tuhel rotace #. Pokusime se ji zobecnit i na dualni
kvaterniony.

Véta 5.9 Necht 0, €D a vy € Hy,, kde 03 =0 +¢0. a vy =bi+ cj+dk+e(bi+ c.j+ d.k).
Pak
0, 0

Gy = cos + vy sin 5d (69)

je jednotkovy dudlni kvaternion. Naopak pro kaZdé q; € Hy, existuje 65 € D a vy € Hy,
s nulovou skaldrni c¢dsti tak, Ze je splnén vztah vztah (69).

Diikaz: Dikaz lze nalézt napt. v [24]. O

Kazdy jednotkovy dualni kvaternion g, viz vztah (69), lze popsat parametry 0, 0., v, v., kde
v, v- jsou slozky jednotkového dualniho kvaternion vy, tedy vy = v + cv.. Parametry 6, 6.
jsou slozky dualniho thlu, tedy 6; = 0 + 6., kde 0 je thel otoceni a 6. je vzdalenost. Pokud
je 0 = 2cr, kde ¢ € Z, pak v reprezentuje vektor posunuti. Jednotkovy dualni kvaternion g,
muzeme zapsat ve tvaru:

0 0 0 + <0, . O +¢b,
q, = cos “4 4 pysin =2 = cos te + (v+ ev.) sin +2€ ) (70)

2 2 2

Geometricka interpretace vztahu (70) souvisi s pohybem po Sroubovici (Sroubovy pohyb),
coz je slozeni rotace okolo osy a posunuti ve sméru stejné osy. Timto zpusobem miize byt
popséana kazdéa prima shodnost v R? (viz [21]).

Uhel g je uhel rotace a jednotkovy vektor v reprezentuje smér osy rotace. Vzdalenost %5 je
velikost posunuti podél vektoru v (viz Obr.4) a v. je moment osy, viz Definice 5.11. Moment
osy popisuje pozici osy v prostoru. Je dan rovnici v. = p X v, kde p je vektor smérujici
z pocatku k libovolnému bodu na ose. Neni dulezité, ktery bod vybereme, protoze pro kazdé
dalsi body lezici na ose, napt. p+ cv (kde ¢ € R ) dostaneme stejny moment: (p + cv) X v =
p X v. Vidime, Ze na rozdil od kvaternionti, které reprezentuji rotace, jejichz osy prochézi
pocatkem, mohou duélni kvaterniony reprezentovat rotace s libovolnymi osami (viz [23]).
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Obr. 4: Svroubovy’ pohyb. Bod F' se otoc¢i kolem osy, ktera je dana smérovym vektorem v a je
posunuta o vektor p. Uhel otoceni bodu F do bodu F' je g. Nésledné se bod F' posune do

bodu F' o velikost %v ve sméru osy otoceni.

Geometricka interpretace rotace pomoci dualnich kvaterniont

V této casti se zamérime pouze na rotaci bodu kolem osy. Miuzeme fici, Ze jednotkovy dualni
kvaternion g, reprezentuje rotaci v trojrozmérném prostoru, pokud je jeho dualni ¢ast nulova
(- = 0). Zavedeme jednotkovy dudlni kvaternion ve specialni formé a vyjadiime vztah pro
rotaci.

Véta 5.10 Necht je dan polohovy vektor p = (pl,Apg,pg) € R? bodu P a jednotkovy dudlni
kvaternion q; € Hy,. Pak otoceni bodu P do bodu P mizZeme vyjddrit jako

de = qy pd?w (71)
kde p, je jednotkovy dudini kvaternion, ktery odpovidd vektoru p a je ve tvaru
Py =1+e(p1i+ pa2j+ psk). (72)

Diikaz: S vyuzitim Véty 5.5 dokazeme, Ze jde o jednotkovy kvaternion. Tedy p,; = ro +r12+
roj + 13k + (po + 1+ paj+ psk) = 1+ 0e+ 05+ 0k + (0 + p1e+ poj+ psk). Plati g-¢-. =0
a [lqll=1.
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Jednoduse ovéfime, ze vztah (71) popisuje rotaci. Pokud ¢. = 0, tzn. g; = ¢, dostaneme
nasledujici vztah pro rotaci

Rp, = qp,q (73)
= q[1 +e(pii+ paj + p3k)|g (74)
= 1+eq(pri+ pj+ p3k)q. (75)

O
Priklad 5.1 (Rotace) Nechame rotovat bod P = [4,5,6] o tthel v = 120° (27 rad) kolem
osy z, smérovy vektor osy otoceni je tedy (1,0, 0).

Reseni: Nejprve uréime rotacni kvaternion ¢q. K tomu pouzijeme vzorec pro prevod reprezen-
tace osa—thel do kvaternioni

q = cos % + #(n, sin %) + j(n, sin %) + k(n. sin %), (76)
kde 7 je thel rotace a n = (n,,n,,n.) je vektor reprezentujici osu otoceni.
Po dosazeni dostaneme g = cos 5 4 i(1sin %) + j(0sin Z) + k(0sin §) = 5 + ‘/757,

K bodu P, jenz je urceny vektorem p, urc¢ime jednotkovy dudlni kvaternion p; = 1 + €44+
£5j + €6k a muzeme dosadit hodnoty do rovnosti (73)

Rp = (1 + ﬁz) (14 e4i+ 55+ £6k) (1 — \/—§z>

d 2 2 2 2

1 - 1 1
= <—+£i—62\/§+82i+65 26\/§j—|—5 +5\/§k> <—_\/_§i>

2 2 5 : 5
5463 . 6 5v/3

2 J 2

Bod P jsme otocili do bodu P’ = [47 —5—26\/§’ 5\/3_6]. .

= 14+ed1—¢ k.

Geometricka interpretace translace pomoci dualnich kvaternioni

V této césti se zaméfime pouze na posunuti v trojrozmérném prostoru. Nasledujici vétou
zavedeme jednotkovy duélni kvaternion, ktery bude odpovidat posunuti o urcity vektor a
vyjadiime tak jednoduchy vztah pro translaci bodu.

Véta 5.11 Necht je ddn polohovy vektor p = (p1,p2,p3) € R3 bodu P a t = (t1,ts,t3) € R?
je vektor posunuti. Pak posunuti bodu P do bodu P mizZeme vyjadrit jako

Tpd =1 Y2 t_za (77)

kde p, je jednotkovy dudlni kvaternion, ktery odpovidd vektoru p a je ve tvaru (72). t; je
jednotkovy dudlni kvaternion, pro ktery plati

ty=1+ g(t1i+ L+ tk). (78)
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Diikaz:

Tp, = tapt;
. . 9 . .
= td[1+€(p12+p2]+p3k)](1+5[t1l+t2]+t3k})

= Gl e+ D)k (2t D)+ (s + B

= 1+ St + R+ e((r + D )ik (4 )i+ (s + 2B

= l+e[(p+t)i+ (p2+t2)j+ (p3 +t3)K], (79)

coz ukazuje, ze vektor p se posune o vektor t = (ty,ts,13). O

Geometricka interpretace piimé shodnosti pomoci dualnich kvaterniont

Na zacatku podkapitoly 5.3 jsme ve Vété 5.8 ukazali, jak mohou duélni kvaterniony popsat
zobrazeni ptimky v pfimé shodnosti. Pokud chceme vyjadiit sloZzeni® otoceni a posunuti bodu,
musime vztah (57) vhodné upravit. K tomu nam poslouzi nésledujici véta.

Véta 5.12 Necht je ddn polohovy vektor p = (p1,p2,p3) € R® bodu P, vektor posunuti
t = (t1,t0,t3) € R® a jednotkovy kvaternion q € Hy. Pak sloZeni otoceni a posunuti bodu P
do bodu P miizeme vyjadrit jako

Pq = 44 Pq 9> (80)

kde g, je jednotkovy dudlni kvaternion, pro ktery plati

13 . .
Qd:(J‘i‘gqg:(Z“'EEqGHdu t:tlz—l-tg]—i-tngHp. (81)

Diikaz: Slozeni rotace a translace pomoci dualnich kvaternionu vypada nésledovné, ¢ € H;
reprezentuje otoceni a t; € H, posunuti dualniho kvaternionu p,; € Hy,:

ta(apa @)ty = (taq)pa(¢ ;) = (t20)Pu(q°8) = (ta@)pa(taq)”. (82)

Upravime vztah t;q, tj.

9 . . . .
tig = [+ S0t tag+ tok)| @, 0= i boj + ok (83)
t
= g+ed (84)
2
N o L qt
Obdobné pro (t,q)* dostavame (t;9)* = q — 55 =7 — €q..

6Skladani neni obecné komutativni a proto zalezi na poradi skladani. V dali ¢asti textu budeme pracovat
s otoCenim a néslednym posunutim.
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Pozndmka 5.5 Pokud chceme prevést jednotkovy dualni kvaternion do matice primé trans-
formace, pak kvaternion ¢ klasicky reprezentuje rotaci, viz [33]. Posunuti je dané 2¢.g, coz
plyne z dikazu Véty 5.12.

Priklad 5.2 (Rotace a posunuti) Vezmeme bod P = [4,5,6] a oto¢ime o thel v = 120°
(27 rad) kolem primky ¢, ktera prochazi body E = [0,2,2] a F = [1,0, 0]. Poté bod posuneme
o vektor 4 = (1,2,4), viz Obr. 5.

Obr. 5: Otocent a posunuti bodu P do body P, kolem osy dané dvéma body E a F.

Reseni: Nejdifve ur¢ime smérovy vektor piimky ¢, kolem které budeme otacet, tedy s =
(F—FE) = (1,-2,-2). Okolo osy o, ktera prochéazi po¢atkem a ma stejny smérovy vektor jako
piimka ¢, nechame bod rotovat o tihel . Tato osa je posunuta vzhledem k piimce ¢ o vektor
t, = (1,0,0) ve sméru z-ové osy, proto zadany bod posuneme o —,. Pomoci smérového
vektoru uré¢ime rota¢ni kvaternion g. Opét pouzijeme vzorec pro prevod reprezentace osa—
thel do kvaternioni, viz Piiklad 5.1. Uhel otoceni je v = 120° a pro vektor reprezentujici
osu otoceni plati podminka nn = 1. Normujeme smérovy vektor a dostaneme jednotkovy
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vektor: n = (£) = (3,32, 3%). Nyni mizeme dosadit do vztahu (76) a dostaneme ¢ =

cos§ +i(5sing) +4(Fsing) + k(Fsinf) = —|—‘f ‘[ fk:

K bodu P, jenz je uréeny vektorem p, uré¢ime jednotkovy dualnl kvaternion p; = 14+¢c4i+e5j+
£6k a posuneme jej o vektor —i&,. Dostavame p; = 1434+ e5j+c6k. Jesté potfebujeme znat
translacni kvaternion ¢. Bod posuneme zpét o vektor ¢, a nasledné o vektor ¢, a dostaneme tak
vyslednou pozici bodu P, jenz jsme chtéli otocit okolo primky ¢. Pro zjednoduSeni miizeme
obé posunuti secist a dostaneme tak vektor celkového posunuti ¢. Tedy t = ¢+, = (1,2,4)+
(1,0,0) = (2,2,4). Transla¢ni kvaternion ¢ bude tvaru t = 2¢+ 25+ 4k. Nyni miZeme pouZit
Vétu (5.12).

P = pa T = (0 e+ <l + o]~ 2D)
[t @._i_ik 5\/§+(3+2\/§)i+(3+4\/§)j+(4—3\/§)k]
2 6 3 6

(1+ 30+ 5 + 6K)

1 i_i_ik —5\/_—(3+2\/§)z’—(3+4\/§)j—(4—3\/§)k]
276 '3 6

—8—+3. 35—12V3. 44+11V3
3 1+¢ 5 Jte 5 k.

= 1+4¢

Bod P uréeny vektorem p jsme posunuli a otocili do bodu P = [_85‘/3, 35_(132\/5,544+é1\/§],
jenz je urceny vektorem p. O
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6 Aplikace dualnich kvaterniont v praxi

Dualni kvaterniony se vyuzivaji v . mnoha odvétvich. Najdeme je napiiklad v kinematice,
pocitacové grafice, fyzice, geometrickém modelovani. V nasledujicim textu uvedeme nékolik
prikladu jejich aplikaci.

6.1 Maxwellovy rovnice

Jednémi z nejzndméjsich rovnic ve fyzice jsou Maxwellovy rovnice. James Clerk Maxwell
(1831-1879), skotsky fyzik, absolvoval v letech (1847-1850) Univerzitu v Edinburgu. Zde
se setkal s Williamen Hamiltonem a kvaterniony. Pozdéji ptsobil jako profesor na univer-
zité v Aberdeenu, na King’s College v Londyné a v Cambridgi. Byl také ¢lenem Kralovské
spole¢nosti v Londyné. Navézal na experimenty Michaela Faradaye (1791-1867) a André
Marie Ampéra (1775-1836). Roku 1864 zformuloval soustavu ¢tyf rovnic, dnes znamych jako
Maxwellovy rovnice. Bezpochyby jsou jeho nejvétsim objevem. Pozdéji v roce 1873 je Maxwell
preformuloval s vyuzitim kvaternioni a vektorové analyzy. Témito rovnicemi predpoveédél
existenci vlnéni, pfi némz soucasné osciluje elektrické a magnetické pole. Z rovnic zaroven
plyne, Ze takové vInéni mize existovat i ve vakuu. Maxwell na zakladé tehdy provadénych
méieni urcil rychlost svétla ¢ = 310740000 m - s~*. V névaznosti na Maxwellovu teorii se
zacaly objevovat dalsi experimenty, které byly zaméreny napf. na méfeni rychlosti svétla [28].

Klasické Maxwellovy rovnice, z kterych budeme vychazet, maji tvar:

oD
H = et
V x J+ T (85)
OB
E = - 22
V x TR (86)
V.-B = 0, (87)
V-D = p. (88)

Vztah (85) nazyvame Ampériv zdikon, kde rotace vektoru intenzity magnetického pole H je

rovna hustoté vodivého proudu J a hustoté posuvného (Maxwellova) proudu %). Vztah (86)
je tzv. Faradayiv indukcni zdkon, kde rotace vektoru intenzity elektrického pole E je rovna
zaporné vzaté derivaci magnetické indukce B. Vztah (87) je Zdkon spojitosti indukcéniho
toku, kde divergence vektoru magnetické indukce B je rovna nule. A vztah (88) nazyvame
Gaussovym zdkonem elektrostatiky, kde divergence vektoru elektrické indukce D je rovna
objemové hustoté volného naboje p.

Jednim ze zpusobii reprezentace Maxwellovych rovnic jsou i dualni kvaterniony. Nastinime
jejich pouziti. Nejdiive aplikujeme duélni kvaterniony do klasické elektrodynamiky a pro
prehlednost ztotoznime: 1 = eg, 2 = e1,7 = e, k = e3. Poté definujeme dva nové zakladni
dualni kvaterniony. Jednim z nich je dualni kvaternionovy diferencialni operator:

0 0 0

0 0
D,; = — = | — — —.
d V+€8t€ 721 + ay€2+ 553 +€8t€ (89)
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Druhym je duélni kvaternion My, ktery zahrnuje intenzitu elektrického pole E a intenzitu
magnetického pole H.

Md =—F + €H6 = —[E161 + E2€2 -+ E3€3] + 8[H161 + HQ@Q + H363]. (90)

Predchazejici duélni kvaterniony mezi sebou vynasobime a dostaneme:

E
D;M; = [V—F&%] [-E+e¢H.|=V-E+VxE+¢ —%—t—V-H—i—VxH

OH
= — ed.. 91
o TPrek (91)
Vznikl dalsi duélni kvaternion p + ¢J., kde p je hustota volného naboje a J. je hustota elek-
trického proudu. Dale pomoci dualnich kvaternionii mtuzeme definovat elektricky potencial:

Py=A—cp. = [Alel + Azes + A363] — EPe;, (92)

kde A je vektorovy potencial a ¢. je skalarni potencial.

Pomoci duélnich kvaternioni jsme prepsali ¢tyii Maxwellovy rovnice (85), (86), (87) a (88)
do jedné rovnice (91), odvozeni naleznete v [41].

6.2 Hand—eye kalibrace

Dalsi uplatnéni duédlnich kvaternionii nalezneme v robotice. V dnesni dobé bézné nachazime
pramyslové roboty. Jsou vyuzivany napt. pro svafovani a pro dalsi operace, které jsou pro
¢loveka prilis obtizné. MuZeme se s nimi setkat také v lekarstvi [19]. Tomuto odvétvi se
ik& roboticka chirurgie. Vyhodou je Setrny pristup k lidské tkani, kdy se operuje jen presné
ohrani¢ené misto a snizuji se nasledné komplikace (napi. infekce). Roboticky systém, viz
Obr. 6, se skldda z ramen, kdy je jedno rameno vybaveno specialni kamerou s trojrozmérnym
obrazem. Chirurg tak miize vnimat mimo obrazu i hloubku a ur¢it tak pfesné pohyb chirur-
gickych néstroji, jenz jsou pevné pripevnéné k rameniim robota. Tento zptisob se vyuzivéa
hlavné tam, kde neni bezpecné operovat klasickym zptsobem.

Hand-eye systém, viz Obr. 7, bychom mohli pfelozit do c¢estiny jako systém ruka—oko. Oko
predstavuje kamera, kterd je pevné pripevnéna na pohyblivém tchopu, tedy ruce a sniméa
okoli. Hand-eye kalibrace je vypocteni vzajemné pozice a nastaveni mezi tichopem robota
a kamerou pevné pripevnénou k tchopu. Zahrnuje tedy pocitani primych shodnosti mezi
nimi, respektive mezi pozici v obraze a polohou tichopu. Problém se tyka vSech senzort,
které jsou pfipevnéné na mechanickych spojich. Jedné se napiiklad o kameru namontovanou
na binokularni hlavé s mechanickymi stupni volnosti nebo kameru pripevnénou na néjakém
pristroji.

S pomoci kamery, kterou pripevnime na tchop, muzeme odhadnou pozici uchopeni nebo
ziskat pozici kamery. Ridicf pokyny robota jsou zadany v soufadnicovém systému tchopu.
Dokonce, kdyz zménime soufadnice kamery, méli bychom poznat, jak se zméni obraz snimany
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Detail operacni konzoly Detail pracovniho ramene

Detail pracovni ¢asti ramene  Detail stereoskopické optiky
Obr. 6: Roboticky systém, ktery slouzi pro chirurgické zakroky [19].

kamerou robota. Pomoci kamery umisténé na tichopu také muzeme provést stereoskopickou
rekonstrukei tak, ze kameru nastavime do nékolika poloh sdilejicich stejny pohled. K rekon-
strukei trojrozmérné pozice musime znat vzajemnou korelaci z kamerového soutadnicového
systému. OvSem znédme pouze jednu transformaci a ta je v sourfadnicich robota. Podobny
postup bychom pouzili i pro pfipojeni kamery na binokularni hlavé. Pokud je kamera ruc¢né
pripevnéna, tak je nutna tato kalibrace, protoze miize dojit k naklonéni kamerového systému.

Regeni problému nalezneme napi. v [10]. Obvykle mizeme popsat hand-eye kalibraci pomoci
nékolika homogennich transformaé¢nich matic, viz schéma na Obr. 8 (schéma je inspirovano
z |10]). Ozna¢me X matici transformace z kamery do tchopu, A; transformac¢ni matici z
kamery do bézového systému soufadnic a B; transformac¢ni matici ze zakladny robota do
tuchopu v i-té pozici. Dale ozna¢me A matici transformace mezi dvéma polohami kamery a
B matici transformace mezi dvéma polohami tichopu. Jak je dokazano v (38|, tak plati

AX = XB, (93)
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Obr. 7: Hand-eye systém [22].

kde A, B, X jsou matice typu 4 x 4 , které maji tento tvar:

. RA ta o RB tp . RX tx
(T R) e ) () e
kde R4, Rp, Rc € SO(3) a ta,tp,tx € R? jsou vektory popisujici posunuti. Necht A; a

Aj jsou transformacni matice z kamery do bazového systému soufadnic ve dvou pozicich,
dostavame:

A= A A" (95)

Matici B popisuje pohyb tchopu z jedné pozice do druhé a opét pokud jsou By a Bs trans-
formac¢ni matice ze zakladny robota do tchopu, dostavame:

B=DB;'B. (96)
Vztahu (93) rozepiseme a dostéavame:
(5 D-(5 (k)
0 1 0 1 0 1 0 1
Po vynasobeni dostavame z piechéazejici rovnosti zékladni rovnice pro popis vztahu mezi

kamerou a tchopem:

RsRx = RxRp (98)
Ratx +ts = Rytp+ ty. (99)

Vztah (99) upravime do vhodnéjsi vypocet vektoru tx:

(Ra— Dty = Rxtp — ta. (100)
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B
1 kamera

A1

sveét
robot

tchop
Az

B,

Obr. 8: Robot s tichopem a pripevnénou kamerou ve dvou pozicich.

Obvykle se postupuje tak, Ze se vyfesi Ry ze vztahu (98) a poté ty ze vztahu (100). K vyfeseni
neznamych se vyuziva nelinearni optimalizace.

Nyni se pokusime tlohu formulovat pomoci dualnich kvaterniont, které vyuzijeme pro inter-
pretaci rotace a translace. Necht p,; oznacuje sroubovy pohyb kamery a r; oznacuje sroubovy
pohyb tchopu. Kamera a tichop jsou pevné spojené. PTimé shodnost mezi nimi neni znamé
a budeme ji oznacovat jednotkovym duélnim kvaternionem g,;. Slozenim tedy dostavame:

Py = Qu7dq,- (101)

Skalarni ¢asti dualnich kvaterniona R(p,) a R(ry) se rovnaji. Dualni kvaterniony p, a 14
muzeme zapsat dle Véty 5.9, tj.

0 0

Py = COS % + vy, sin %, kde 0g, =0, + 0, (102)
0 0

r; = cos % + vy, sin %, kde 64 =0, + cb.,.

Protoze se rovnaji jejich skalarni ¢asti, mizeme psat:

0 ) 0. 0, + €0., 0
cos % = co8 % = cos % = cos ;T, (103)

coz muzeme upravit podle rovnosti (38) a dostaneme:

6 6. 0 Op . 0

cos % = oS 57] — 57’) sin Ep (104)
Or + €ber O Oer . On

COS ——— = C€O0S— —&—sin —.

2 2 2 2
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Ekvivalentné dostavame:

0, : .0,
cos gp =coso a 0., sin Ep = 0., sin 5 (105)

Vidime, ze uhly a velikost posunuti u Sroubového pohybu tchopu a Sroubového pohybu
kamery se rovnaji, a proto zustavaji invariantni vzhledem k soufadnicim transformace.

Protoze si jsou skalarni ¢asti rovny, vztah (101) se zjednodusi a pocita se pouze vektorova
¢ast. Sroubovy pohyb tedy popiSeme nasledujicim vztahem:

0
g, sin % = q,(vg, sin %)T]d. (106)

Vztah (106), ktery jsme ziskali pouzitim duélnich kvaterniont a vztah (98) jsou ekvivalentni.
Zjistili jsme, Zze hand—eye odhad je nezavisly na thlu a na vzdalenosti kamery. K dokonceni
vypo¢tu muzeme pouzit napi. linearni metodu SVD rozkladu viz. [10]. Vyhoda duélnich
kvaterniont je hlavné v tom, ze dokazi velmi jednoduse popsat piimou shodnost.

6.3 Skeletalni animace (Skinning)

Skeletalni animace neboli skinning je metoda, kterd se Casto vyuziva v pocitacové grafice,
jiné metody simulace nebyly tak presné, jedné se napf. o vizualizaci virtualniho humanoida,
viz [27].

Principem skeletalni animace je animace jednoduché kostry, na kterou je navazana trojuhel-
nikova sit. Ta je tvorena vrcholy a je doplnéna o normaély ve vrcholech, jez jsou potiebné pri
stinovani. Sit reprezentuje povrch animovaného objektu — kiizi. Kostra je kofenovy strom.
Hrany stromu odpovidaji kostem a uzly kostry reprezentuji klouby. Klouby tedy spojuji dveé
sousedni kosti, viz Obr. 9. Ke kazdému kloubu muzeme prifadit homogenni matici, ktera
popisuje afinni transformaci mezi jednotlivymi klouby. VSechny kosti mimo kofenové kosti
maji pravé jednu nadiazenou kost. Kazdy bod trojihelnikové sité obsahuje seznam kosti,
které jej muzou ovlivnit. Kostra je obvykle v tzv. referencni poloze, viz [37].

kloub
pokozka

—e ——

N~ N

PPN

vrchol kost

Obr. 9: Animace ¢asti jednoduché kostry.
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Skeletalni animace je zéklad pro témér vSsechny moderni metody animace. Vyhodou je snad-
néjsi propojeni s prostiedim scény. Diky jednoduché kostie je mozné lépe urcit napiiklad
pohyb ruky nebo presnou pozici nohou pro chiizi modelu po scéné.

Existuje mnoho metod, které se pouzivaji k interpolaci jednotlivych poloh, mohou to byt
napiiklad Sférické linearni interpolace (SLERP), viz [11], ktera vyuziva kvaternionii. Jednou
z metod skinningu je i blending”, ktery umoZiiuje michani jednotlivych animaci mezi sebou a s
nim spojené algoritmy napf. Linear blend skinning (LBS) nebo algoritmy vyuzivajici dualni
kvaterniony jako Dual quaternion linear blending (DLB) nebo Dual quaternion iterative
blending (DIB), napf. [23].

Dual quaternion linear blending

Nyni se zaméfime na jednu z metod skinningu, kterd vyuziva duélni kvaterniony. Tato
metoda se nazyva Dual quaternion linear blending (DLB) a je alternativou pro techniku
zvanou ScLERP, viz [24]. Dulezitym predpokladem je schopnost popsat rotaci a posunuti je-
dnotkovymi duélnimi kvaterniony (viz kapitola 5). Déle potFebujeme vypocitat dualni kvater-
nion g; vzhledem k danym konvexnim vaham w;, ..., ws. Konvexni vahy jsou takové, pro
které plati: w; + ... +w, = 1 Aw; > 0,...,w, > 0. Vezmeme jejich linedrni kombinace a
normujeme, dostavame jednotkovy dualni kvaternion, tedy:

_ wigy, e Wy,
|wigy + ... +wngy, ||’

DLB(’UL qdla"'7qdn) (107)

coz nazyvame Dual quaternion linear blending.

DLB spliuje vSechny predpoklady pro skinning: 1) Vystupem DLB je vZdy piiméa shodnost.
2) DLB je invariantni vaéi souradnicim, tj. nezalezi na tom, zda nejprve aplikujeme belnding
a poté transformaci do novych souradnic nebo naopak. To znamena, ze plati:

DLB(w; Py 44,Pas - - - + Pada, Pa) = PaDLB(w; gy, - - . . 44, ) Py- (108)
3) Pokud pouzijeme DLB na dvé piimé shodnosti, interpoluji se podél nejkratsi trajektorie.
Dokazi tedy napodobit chovani pokozky a vyhnou se jejimu nadmérnému napinani, viz [23].

Nyni vezmeme DLB(t; p,, q;) & vynasobime jej dudlnim kvaternionem p,;p, = 1. Pomoci
vztahu (108) jej upravime do tvaru:

DLB(t; pg; 4a) = PaPaDLB(t; Py, 44) = paDLB(t;1,P49,)- (109)
Vezmeme t = (1 —¢,t) a dostaneme:

_ 1—t+1tp,q 1 —t 4 tcos(%) + vyt sin(%)
DLB(t;1,Pug) = (L 2 ),

[ 1—t+tPyq, | | 1—t+tPyq, |
"Oznaceni blending ma v pocitacové grafice Siroké vyuziti, oznacuje se jim také napf. prolinini barev

vykreslovaného télesa s pozadim na zakladé predem zadané michaci funkce. My jej ale budeme vyuzivat pro
tzv. michéni vrcholi.

(110)
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Vidime, ze DLB vyuziva Sroubovy pohyb.

Nyni se budeme zabyvat DLB algoritmem. Nejdiive ale nastinime metodu Linear blend
skinning a jeji nevyhody. Dale projdeme celym postupem DLB a pokusime se jej zjednodusit.

Linear blend skinning. Zaméiime se na postup, ktery se pouziva pii skeletélni animaci,
viz [49]. Strom je tvofen nékolika uzly, viz Obr. 10, inspirovano z [49]. M&jme né&jaky vrchol
P, ktery je dan polohovym vektorem p (dale jen vrchol). Kofen stromu ozna¢ime 0. Kloub
resp. uzel 7 oznac¢ime kladnym nezapornym cislem podle vzdalenosti od kotene stromu, jeho
pfedchiidce oznacime j — 1. Homogenni matici, kterad odpovida kloubu j ozna¢ime H;. Matice
se sklada z rotace R; a posunuti ¢; kloubu j, tj.

me[% ) oy

Tato matice urcuje prechod mezi klouby j — 1 a j. Pokud matici H; vynasobime vrchol p,
ktery je vyjadreny v souradnicich soustavy kloubu j — 1, dostaneme soufadnice stejného
vrcholu ale vyjadieného vzhledem k soustavé kloubu j. Referenc¢ni kostra je ddna mnozinou
vSech transformaci H;. Transformaci ze svétovych souradnic do souradného systému kloubu
J vyjadiime jako:

Aj=Hy---H;_1Hj. (112)

kost ---
/ <7t
\ kloub j

kloub j — 1
kloub 0

Obr. 10: Posunuti a otoceni kostry.

Uvazujeme, zZe kazdy kloub se miize otacet kolem své osy a zaroven ovliviiuje své nasledovniky.
Rotace kloubu j je popsadna matici 7). Posunuti se pouZiva pouze v kofenu stromu.

Predpokladejme, ze mame vrchol p;, ktery je zadan v soustavé kloubu j. Jeho animovanou
polohu miizeme vypocitat jako:

p; = T;p;. (113)
Soutadnice p; vyjadiime v soustavé kloubu j — 1 pomocf slozené matice F;_; nasledovné:

F; = HoTy - H; Tj_, H;T;. (114)
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Pokozka musi byt néjakym zptisobem spojena s kostru. Kazdy vrchol sité, ktery reprezentuje
pokozku priradime k jednomu kloubu. Vrcholy se transformuji tak, jako by byly pevné spojeny
s kloubem. Vrchol v, zadany v soustavé kotrene kostry, bude ptirazen kloubu j. Jeho polohu
vypocitame jako:

b=FA'p. (115)

Hladkého tvaru pokozky miizeme dosdhnout napt. metodou Linear blend skinning. Je to
obecnéjsi vazba pokozky na kostru. Vrchol pokozky je prifazen nékolika kloubim. Vysledna
poloha vrcholu se spocita jako konvexni kombinace transformaci tohoto vrcholu piislusnymi

klouby. Vrchol p je prifazen kloubtim ji,- -, js a jeho vyslednou polohu spoc¢teme takto:
p= Z w;C;, p, (116)
i=1

kde C}, = FJA]:1 € SE(3) vyjadiuje transformaci z predeslé polohy kloubu do nové a vaha
w; popisuje miru vlivu kloubu j;. Naptiklad pokud s = 2, pak vrchol p lezi na tiseCce spojujici
Cj,v a Cj,. Aktualni pozice je dana vahami w; nebo ws.

Jestlize jsou rotace kloubt velké, pak metoda vytvari rizna znetvoreni pokozky. Pti pouziti

rotace o 180° se pokozka miize zhroutit do jednoho bodu, viz Obr. 11. Tomuto problému se
ik problém papiru od bonboni®, viz [13].

vrchol kloub

kost zhrouceni pokozky — pokozka

Obr. 11: Zhrouceni animovaného objektu do jednoho bodu.

Existuje nékolik zptisobtu jak odstranit problémy a my se budeme zabyvat metodou, ktera je
zalozena na duélnich kvaternionech.

Vypocet DLB. Nyni pouzijeme k vypoc¢tu animovaného vrcholu p vzorec pro vypocet DLB,
tj. (107). Nejdiive pfevedeme matice pfimé shodnosti C,,...,C;,, kde s je pocet kloubt j,

s

do duéalnich kvaternioni Qo 4, Déle ur¢ime linearni kombinace jednotlivych dualnich
. o _ n ) L ’l"d - - . o\ 2
kvaternionti, tedy ry = 3, wiqy, a g = - Normu dudlniho kvaternionu miZeme psat

diky vztahu (51) jako ||r4||=|r|| +&52=, dostavame:

lI7[l?

1
Ty = i :T+€TE:(7’—I—€TE)
Irall  [l7dll

— (117)
I7dll

8V anglické literatuie byva oznacovan jako Candy wrapper artifact.
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Vyraz m upravime pomoci Véty 3.5 a dostaneme m = ”71” — SM%. Dosadime do vztahu
(117) a opét upravime:
r+er T T rr-r
c - <E—< 3)> (118)
lrall il [T
Rovnost (118) muZeme zapsat ve tvaru 7y = 7 + 7., kde 7 = ﬁ ar. = an — ﬂf:"‘g)
Duélni kvaternion r; pfevedeme do maticového tvaru M. Rota¢ni ¢ast je ddna 7 = LI’ viz

Poznédmka 5.5 a posunuti je ddno

- Te r(r-r) T rer rer.
m;:z( > :2< - ). (119)
[ [ [ ]?

Frd e E /e

Protoze se jedna o jednotkovy duélni kvaternion, je r - r. = 0 a vztah (119) zjednodusime:
— TeT
2r.r =2 (;) ) (120)
|12
Matice M (vice viz Algoritmus 1) slouzi k transformaci vrcholu p a normaly p do ani-
movaného vrcholu p a normély p . Nyni mtizeme prejit k zadani vysledného algoritmu.

Algoritmus 1

Vstup: Na vstupu jsou zadavany dualni kvaterniony g, ..., g, , vrchol P, urceny polohovym

!

vektorem p = (p1,p2, ps, 1), normalovy vektor p = (py, py, P3,0), indexy kloubt ji, ..., s a
vahy wq, ..., ws.

Vypocet:

e Urcime linearni kombinace jednotlivych dualnich kvaterniond, tj. 7y = wy Qg1+ ---

+q;,=71+c¢€r..

L . r a+bi+cj+dk
e Pro usnadnéni vypoctu oznac¢ime ¢ = = = [c1, Co, C3, ¢4
y Il Va2 4+ + 2+ &2
T a: +b1+c.g+d
ad = — E+ = + 8J+ : :[d17d27d37d4]'

Al Vet R et
e Vektor posunuti t = (t1, ta, t3) spocitame podle vztahu (120) jako: t = 2de, tj:

t1 = 2(—dico + docy — dscy + dycs),
t2 = 2(—d1C3 + dQC4 + d3C1 — d402),
ty3 = 2(—d164 — dycg + dsco + d461).

e Sestavime matici M primé shodnosti. Rota¢ni ¢ast je dana nasobenim kvaterniont,
viz [33] a transla¢ni ¢ast jsme vyjadiili v predchozim kroku:

1— 20% — 2031 202C3 — 2C104 20264 + 20163 tl
M = 26203 + 26104 1-— 2C% — 2C?1 26364 — 26102 tg
2c1cqy — 2c103 2c3¢4 4+ 2c109 1 — 203 — 20§ ts
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z z 2 / . z 2 2 M . .
e Vynasobenim vrcholu p a norméaly p matici M dostaviame animovanou pozici vrcholu
A~ , N .
p anormaly p, tj.:

= Mp,

= Mp.

El 3>

Diky tomu, Ze jsou nahrazeny matice C; dualnimi kvaterniony q4, funguje algoritmus DLB
i pro vetsi rotace a pfedchazi tak problému papiru od bonbont, pfestoze je vypocetné

Yrv s

6.4 Racionalni Bézierova a NURBS krivka dualni kvaterniony

Dalsi oblasti, kde miuzeme nalézt dualni kvaterniony, je oblast strojirenstvi. Daji se naptiklad
vyuzit pfi 5-ti osém obrabéni. 5-ti osé obrabéni umoznuje obrabéni velmi slozitych tvarovych
dila pro specialni odvétvi priumyslu, jako je napriklad primysl kosmicky, letecky nebo au-
tomobilovy. Je ur¢eno pro obrabéni tvarové velmi slozitych dili. Jednou z vyhod tohoto
obrabéni je moznost obrabét i Spatné dostupné oblasti modelu, popfipadé tvarové slozité
dily, k jejichz vyrobé se diive musel pouzivat odlitek. Drahu specialniho noze pfi 5-ti osém
obrabéni muzeme popsat raciondlnimi Bézierovymi, resp. NURBS kiivkami. Kftivky jsou
zkonstruované s pomoci dualnich kvaternionti. Nebudeme zde podrobné popisovat cely pro-
ces obrabéni, zminime pouze ¢ast, kde a jak se pouzivaji dualni kvaterniony, viz [34].

Reprezentace drahy bodu s vyuzitim dualnich kvaterniont.

Méjme pohyblivou soustavu soufadnic (O;:f:,g),é} a stalou soustavu soutadnic (O;z,y, z).
Bod P se nachazi v soustavé O. Pokud budeme pohybovat soustavou O vzhledem k O jako
na Obr. 12, dostaneme trajektorii bodu P. Bod P; se po trajektorii dostane do bodu P.
Oznacme P, resp. P homogenni soufadnice bodu v soustavé O, resp. 0.8 pouzitim duélntho
kvaternionu g; muzeme ziskat vztah mezi P a P.Bod P se premisti po néjaké krivce do
bodu P,;. Transformace mezi soufadnicemi 151 v soustavé O a souradnicemi P; v soustavé
O mize byt reprezentovina dualnim kvaternionem g, . Obdobné bude transformace mezi
soufadnicemi pro bod P, tedy Py a Py, reprezentovana dualnim kvaternionem q,,- Dostéavame
tak mnoZzinu duélnich kvaternionti g, ktera predstavuje transformace mezi souradnicemi
bodu P;, tedy P a P, v riznych bodovych pozicich bodu P.

Pokusime se zkonstruovat raciondlni Bézierovu dualni kvaternionovou krivku, ktera bude
prochdzet mnozinou dudlnich kvaternioni g, . Ziskdme n + 1 duélnich kvaternionu g, , tzv.
ridici body (vyjadifeny v homogennich soufadnicich). Protoze nasobeni soufadnic bodu v
homogennich souradnicich nenulovym ¢islem neméni jeho polohu, mtzeme nésobit souradnice
q,, vahou w;?. Ziskavame tak mnozinu tzv. kontrolnich dudlnich kvaternionai vy, = w;q, . Pak

90becné plati, ze viha w; je kladna.
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je racionalni Bézierova dualni kvaternionova kfivka dana tvarem:
0(t) =Y Bin(t)v, te(0,1), (121)
i=0

kde B;,(t) jsou Bernsteinovy polynomy, tj.:

n

Bi(t) = (

)ti(1 —t)" i=0,...,n. (122)

4

Obr. 12: Trajektorie bodu P vytvorena pohyblivou soustavou 0.
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Obdobné muzeme zapsat NURBS dualni kvaternionovou kiivku, kteréd je ddna n + 1
fidicimi body g, vahami w; a vektorem parametrizace t = (to,t1,- - -, ty) obsahujici m + 1
uzli, tj.:

q(t) = Nik(t)va,, (123)

kde jsou bazové polynomy pro £ > 0 definovany predpisem:

t—t; t; —t
Niglt) = ——Nipo1(t) + — 25— Ny (1), (124)
livk — i Livk+1 — tiy1
pro k=10
_J1 pro t; <t <ty
Nio = { 0 jinde. (125)

Ziskali jsme tedy vzorce (123) a (121) pro vypocet trajektorie bodu P, coz muzeme déle
uplatnit ve strojirenstvi, viz [48]. V souasné dobé existuji CNC! stroje, které umoziuji
vedeni nastroje pravé po kiivkovych drahach typu ,spline®.

6.5 Segmentace objektt z ultrazvukového obrazu

Ultrasonografie je diagnostickéa zobrazovaci technika, ktera vyuziva ultrazvukové viny. Pouziva
se napiiklad pro zobrazovani svali nebo vnitinich orgént. Nasledné se zkouma jejich velikost,
struktura nebo poskozeni, viz [45].

V kybernetice se mtuzeme setkat s tzv. segmentaci objekti z ultrazvukového obrazu vytvorené-
ho ultrasonografii. Segmentace, viz [1], je vyuzivana praveé ke zpracovani a analyze obrazovych
dat, pri niz se déli obraz na urcité oblasti. Vlastnosti téchto oblasti jsou v néjakém ohledu
stejnorodé. Obvykle se pokousime odlisit urc¢ité objekty od pozadi. Rozlisujeme dva druhy seg-
mentace — tplnou a ¢astecnou. Pokud pouzijeme tiplnou segmentaci, tak dostaneme mnozinu
disjunktnich oblasti odpovidajicich realnym objektim v obrazku. Pouzitim ¢astecné segmen-
tace dostaneme oblasti, které nemusi souhlasit s realnymi objekty. Snimek rozdélujeme do
oblasti, které jsou z jistého hlediska homogenni. Kritériem homogenity miize byt napiiklad
jas, barva nebo textura.

Segmentace je slozity problém. Pfi sniméani se do obrazu miuze pridat Sum nebo miize dojit
k tvarovym deformacim a proto je tézké rozpoznat hledané objekty. Dilezité je mit néjaké
informace o problému, napt. tvar objektu nebo pozice ve scéné.

Jednou z nejcastéjsich metod segmentace je prahovdni. Jedna se o transformaci obrazu na
obraz binarni, kdy rozdéluje obraz dle jasu kazdého pixelu.Tato metoda dobte funguje pro
objekty, které se vyrazné lisi od pozadi. V ultrazvukovych snimcich jsou si velmi podobné
textury objektu a pozadi. Je slozité hledany objekt oddélit a prahovani zde nelze pouzit.

10Computerized Numerical Control stroje slouzi napiiklad k obrabéni.
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Hled4 se tedy metoda, ktera dokaze presné ohranicit objekty ze snimki, jenz jsou Spatné
rozeznatelné.

SoustFed me se nyni na rozpoznavani tvaru ledvin v ultrazvukovém snimku. Nejprve se popisi
textury, které jsou v hledané oblasti, tedy v ledvinach. Poté se zjistuje podobnost mezi
texturou ledvin a texturou snimku. Chceme tak urcit tvar ledviny. To ovSem neni snadné.
Potrebujeme jesté ziskat obecny tvarovy model ledviny. Vezmeme tedy co nejvice riznych
tvari ledvin a z nich ziskdme model priumérného tvaru ledviny a vektory deformaci. Vektor
deformaci uvadi, jak a kde se ledviny mohou deformovat. Sestavi se kritérium, které obsahuje
tyto miry deformaci. Poté se tvarovy model ledviny otédc¢enim a posouvanim aplikuje na
snimek, kde se dle kritéria vypocitavaji miry deformaci. Postupnou aplikaci bychom meéli
ziskat presny tvar ledviny na ultrazvukovém snimku, viz [46].

O problém segmentace objektii z ultrazvukového obrazu se zacala zajimat katedra kyber-
netiky na ZCU. Diky nedostatku lékarskych dat, se tento problém snazi fesit pro segmentaci
javorovych listi. Na c¢ést celé tlohy muzeme aplikovat dualni kvaterniony. Jedné se tedy
o otoceni, posunuti a zvétseni resp. zmenseni daného objektu.

Ptedné se zpracuje snimek javorového listu v programu Matlab. Prevede se na jednotlivé body,
chybéjici body se interpoluji a javorovy list se vykresli. Dostavame potiebné body objektu,
s kterymi budeme dale pracovat. List musime posunout do pozadované polohy a déle s nim
otacime. Cely proces otaceni a posouvani slouzi k pozdéjsi aplikaci porovnavani, kdy dany
obecny list porovnéavame s tim, ktery chceme rozpoznat a zjistujeme jeho vektory deformace
a hleddme parametry minimalizujici kritérium. Parametry jsou otoceni, poloha a deformace.

K feseni pouzijeme funkci pro otoceni a posunuti bodu dualnimi kvaterniony v prostoru,
podrobnéji viz podkapitola 6.6. Zadana data jsou pouze dvojrozmérna, a proto se cely algo-
ritmus zjednodusi, nicméné metoda je obecné pouzitelna i ve dvojrozmérném prostoru.

6.6 Vypocet otoCeni a posunuti ploch, kiivek a bodi v trojrozmérném
prostoru

Vytvoirime funkci pro vypocet otoceni plochy resp. kiivky okolo zadané osy o thel ¢ a po-
sunuti o vektor ¢ v programu Matlab (déle jen otoceni a posunuti plochy). Uvedeme pouze
algoritmus, dle kterého program pracuje.

Vyuzijeme ziskanych poznatkt z kapitoly 5. Pouzijeme vztah pro otoceni a posunuti bodu
dualnim kvaternionem (77). Déle pak vztah (48) pro nésobeni dudlnich kvaterniont. Postu-
pujeme obdobné jako v Prikladu 5.2.

Algoritmus 2

Vstup: Zadavany jsou tyto parametry: bod, ktery chceme transformovat: P = [ps, py, p.);
body ur¢ujici osu oto¢eni: A = [ay, ay,a,|, B = [by, by, b.]; vektor posunuti: t = (t,,1t,.t.),
tthel otoceni .
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Vypocet:

e Nejprve posuneme bod P o vektor a = (—a,, —a,, —a.) tak, aby osa otoceni prochazela
pocatkem. Soutadnice posunutého bodu jsou:

R Pz — Gy, ﬁx
P=P+a=|p,—a, | =| Dy |- (126)
P —a; ﬁz

Po ptepséni bodu P do jednotkového dualniho kvaternionu p,; dostavame:
f)d = []-7 07 07 07 Oaﬁ:mﬁ?ﬁpz] - [(12, Oa Oa 07 07 f27 g2, hQ]

e Uréime smérovy vektor osy otoceni, tj. s = B — A. Po normovani smérového vektoru
dostavame jednotkovy vektor n = (n,,ny,,n,).

e Rotacni ¢ast ¢ dualniho kvaternionu q; = [aq, b1, ¢1, dy, e, f1, g1, ha], ziskame jako:

q = [cos b, (n,sinb,ny,sinf,n,sinh)] = [a1,b1,c1,d1], kde 60 =¢p/2.

e Translacni ¢ast ¢. dualniho kvaternionu g,, ziskdme ze vztahu ¢. = %q. Pricemz bod
posuneme o vektor ¢ a vektor —a. Dostavame t = [0, t,+ay, ty+ay, t.4a.] = [t1, o, t3, t4]
a translacni ¢ast, s pouzitim nasobeni (48), mizeme vyjadrit jako:

(—tgbl — Cltg — d1t4)/2 €1
(t2a1 + d1t3 — Clt4)/2 fl

q (—tzdl + CL1t3 + b1t4)/2 %1 ( )
(t201 — b1t3 + a1t4)/2 hl

Duélné konjugovany kvaternion g; k dudlnimu kvaternionu g; mé nasledujic{ tvar:
?d = [a17 _b17 —C1, _d17 —€1, f17 g1, hl] = [a’47 b47 Cq, d47 €4, f47 9a, h4]

e Postupujeme podle rovnosti (77) s pouzitim nasobeni (48). Nejprve vypocitame vztah

aq = q4Pq; b _ _ ~ _
102 as
azby b3
a2y C3
asdy ds

4a = —bifo—ci1go —diho +eran | | €3 | (128)

ayfo + crhy — godi + as fi I3
aigs — biho + fady + axg: 93

| arhy + b1gs — fac1 + azhy | | 73 ]
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e Nyni vynasobime dualni kvaternion a; zprava dualnim kvaternionem ¢j;. Dostaneme
jednotkovy duélni kvaternion p, = [1,0,0,0,0,p,, Dy, P-], pro jehoz soufadnice plati
tento vztah:

Da as fa + esbs + cshy — gads + e3by + asfs + gsds — cahs
Dy | = | aszgs — bshy + escs + fads + esca — fads + asgs + bshs | . (129)
D= azhg + bsgs — facs + eqds + egdy + fscy — bags + ashs

Vysledny bod P po otoceni a posunuti mé soufadnice P = [, Py Dz)-

Ziskali jsme tak algoritmus pro otoc¢eni bodu P o tihel ¢ okolo libovolné osy otoceni a posunuti
o vektor t. Chceme-li otocit a posunout plochu resp. kifivku budeme postupovat obdobné.
Pro transformaci objektu vypocteme jednotlivé body, které nasledné otoc¢ime a posuneme.
Cely kod s priklady je k nahlédnuti v priloze A. Vystup kodu muze byt nasledujici:

Priklad 6.1 Transformace hyperbolického paraboloidu—Obr. 13.

Parametrické zadani: P(u, v) = (u, v, u* — v?).
Body osy otoc¢eni: A = |0, 10,0], B =[1,2, 3].
Uhel otoceni: ¢ = 3

Vektor posunuti: ¢ = [12,2,0].

Uvedeny algoritmus pro otoceni a posunuti se vyrazné zjednodusi, pokud ho upravime pro
rovinu. V roviné otéa¢ime objekt pouze kolem bodu. Rota¢ni ¢ast dualniho kvaternionu g,
prejde do tvaru: ¢ = [cos6,0,0,sin6] a zjednodusi se i tvar pro translacni ¢ast duélniho
kvaternionu q., tj.: ¢. = [0, (a1ts +t3dy)/2, (—dits + tzaq)/2,0]. Dualni kvaternion aq = q;p,;,
viz vztah (128), upravime tj.:

a1az
0
0
a — a20d1 (130)
arfo — g2di + as fi
aigs + fodi + azg:
- O -
Soufadnice vysledného bodu P jsou tvaru:
P = lagfs — gads + asfs + gsdy, asgs + fads — fads + asgs). (131)

Zvétseni ¢ zmenseni objektu ziskdme tim, Ze prislusné bodové soufadnice vynésobime reél-
nou konstantou s. Algoritmus pro otoceni, posunuti a zvétseni bodu najdeme v piiloze A.
Vystup algoritmu muzeme nalézt na Obr. 14. Funkce také dokaze vypocitat hodnotu zpétné
transformace.



6. APLIKACE DUALNICH KVATERNIONU V PRAXI 52

Obr. 13: Hyperbolicky paraboloid v zakladni poloze (vlevo) a po transformaci (vpravo),
popsané dualnimi kvaterniony.
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Obr. 14: Puvodni javorovy list (zeleny) a po otoceni o thel § okolo bodu A = [500, 500] a
zvétseny s = 1,6 (modry).
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7 Zavér

Ptedlozena diplomova prace ma cést resersni, formula¢ni a realizacni. Jednim z ptinosu by
mél byt mj. fakt, Ze se jedna o uceleny piehled studované problematiky. Za dalsi piinos lze
povazovat i zachyceni aplika¢niho potencidlu dualnich kvaternionii. Prakticky byly metody
ovéfeny na problému, ktery je studovan na katedie kybernetiky FAV ZCU. Vytvorené funkce
byly zpracovany v programu Matlab.

V diplomové praci je zpracovana problematika kvaterniont, dualnich ¢isel a duélnich kvater-
niont. V prvni kapitole je zpracovana historie komplexnich ¢isel. Na ni navazuje historie
kvaternionti a duélnich kvaternionti. Nasledujici kapitola 3 se zabyva algebrou kvaternion.
Dulezita je zejména schopnost kvaternionu vyjadrit rotace v SO(3). Kapitola 4 se zabyva
duélnimi cisly a jejich zékladnimi vlastnostmi. Nyni jsme schopni zavést algebru duélnich
kvaternionii a jejich souvislost s otofenim a posunutim a tedy i grupu SE(3), kterym je
vénovana kapitola 5. Nalezneme zde i priklady.

Duélni kvaterniony dokazi popsat primé shodnosti. Vyhodou je jednoduchost reprezentace
rotace a translace v jedné prostorové operaci tj. jejich slozeni. Vyuzivaji se napiiklad tam,
kde neni mozné pouzit reprezentaci rotace a posunuti pomoci matic. Kapitola 6 se zbyva
uplatnénim této nevSedni oblasti matematiky v praktickych problémech. Mizeme je vyuzit
k popisu Maxwellovych rovnic ve fyzice, kdy ¢tyfi klasické rovnice vyjadiime pomoci jedné.
Dualni kvaterniony se tési veliké oblibé zejména v robotice. S jejich pomoci lze snadno
fesit problém hand—eye kalibrace. Popisuji vztah mezi suradnicovymi systémy tichopu robota
a kamery, kterd je k tichopu pripevnéna. Roboticky systém se pouziva napiiklad v lékarstvi.
Posledni dobou nachéazi uplatnéni v oblasti pocitacové grafiky zvané skinning. Skinning se
zabyva animaci slozitych objekti. Pouzivanim matic dochazi k deformacim a vznika tzv.
problém papiru od bonbont. Proto je nezbytné pouzit alternativni algoritmus, napt. Dual
quaternion linear blending vyuzivajici dualni kvaterniony, ktery vyse zminénym problémutm
predchazi. Dale je mizeme pouzit ve strojirenstvi k popisu drahy noze pfi obrabéni. Drahu
popiSeme racionalnimi Bézierovymi resp. NURBS duélnimi kvaternionovymi k¥ivkami.

V diplomové praci je nastinéna aplikace dualnich kvaterniont pro jeden z projekti katedry
kybernetiky na 7ZCU. Je jim segmentace ultrazvukovych snimkt. Technika, ktera z ultra-
zvukovych snimku dokaze presné oddélit pozadovany objekt od pozadi, méa velky potencial
pro aplikaci v 1ékafstvi. Cilem je nalézt obecny tvarovy model a sestavit kritérium obsahujici
miry deformaci. Model porovnavame s objektem, ktery chceme rozpoznat. Zjistujeme jeho
vektory deformace a hledame parametry minimalizujici kritérium. Parametry jsou otoceni,
poloha a deformace. Na ¢ast tlohy miizeme aplikovat dualni kvaterniony. Jedna se o otoceni,
posunuti a zvétseni, resp. zmenseni objektu.
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Na zakladé poznatku ziskanych v kapitole 5, je vytvorena funkce pro otoceni bodu kolem
libovolné osy o thel ¢ a posunuti o vektor ¢ v trojrozmérném prostoru. Byla aplikovana
na kybernetickd data. V tomto piipadé se funkce zjednodusi. Na zékladé pozadavku bylo
pridano zvétseni, resp. zmenseni a transformace do zpétné pozice. Dale je vytvorena funkce
pro otoceni plochy, resp. kiivky kolem libovolné osy o thel 6 a posunuti o vektor v. Je zde
vyuzivan algoritmus pro otoceni a posunuti bodu. Vysledné funkce a jejich vystupy jsou
k nahlédnuti v ptiloze A.
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A Algoritmy pro vypocet otoceni a posunuti ploch, kiivek

a bodu dualnimi kvaterniony

Funkce pro otocCeni a posunuti bodu okolo dané primky v trojrozmérném
prostoru dualnimi kvaterniony

b
b
b
b
b
b
b
b
b
h
b
b
b
b

f

Autor : Jitka Proskova
Funkce pro vypocet otoceni a posunuti bodu okolo dane primky
v trojrozmernem prostoru pomoci dualnich kvaternionu

out = kvater (uhel_otoceni, bodl, bod2, posunuti, vstup)

vstup: uhel_otoceni (uhel otoceni bodu okolo osy otoceni)
bodl: [Al, A2, A3] (zadani 1. bodu osy otaceni)
bod2: [B1, B2, B3] (zadani 2. bodu osy otaceni)
posunuti: [C1, C2, C3] (posunuti v prostoru o nejaky vektor)
vstup: [fO, g0, hO] (souradnie bodu)

otoceni a posun v prostoru
priklad: kvater(pi/2,[1 1 0],[1 0 2],[1 0 1],[2 2 -2])

unction [out] = kvater(uhel_otoceni, bodl, bod2, posunuti, vstup)
fO0 = vstup(:,1);
g0 = vstup(:,2);
hO = vstup(:,3);

A1 = bod1(:,1); % body urcujici osu otoceni
A2 = bod1(:,2);
A3 = bod1(:,3);

Bl = bod2(:,1);
B2 = bod2(:,2);
B3 = bod2(:,3);

sl = B1-Al; 7 smerovy vektor osy otoceni

s2 = B2-A2;

s3 = B3-A3;

S = sqrt(s1~2 + s272 + s3°2);

n_x = s1/S; % normovani smeroveho vektoru
n_y = s2/S;

n_z = s3/S;



f2 = f0 - Al; % posunuti primky do pocatku
g2 = g0 - A2;
h2 = hO - A3;

theta = uhel_otoceni/2;

a9 = 0; % posunuti - souradnice pro t = [a9 b9 c9 d9] + posunuti zpocatku

b9 = posunuti(:,1) + Al;
c9 = posunuti(:,2) + A2;
d9 = posunuti(:,3) + A3;

al = cos(theta); % rotacni cast DK Q1 = [al, bl, cl, d1, el, f1, gl, hil]
bl = n_x * sin(theta);
cl = n_y * sin(theta);
dl = n_z * sin(theta);

el = (a9*al - b9*bl - c9*cl - d9xd1)/2; Y%translacni cast DK Q1
f1 = (a9%bl + al*b9 + c9*dl - c1xd9)/2;
gl = (a9*cl - b9*dl + alxc9 + b1x*d9)/2;

hl = (a9*dl + b9*cl - bl*c9 + alx*xd9)/2;

/» zadani vstupniho bodu v DK Q2 - slozky ktere jsou pevne dane
% Q2 = [a2 b2 c2 d2 e2 f2 g2 h2] - [1 0 0 0 O f2 g2 h2]

a2 =
b2 =
c2 =
d2 =
e2 =

b
3
3

b

O O O O =

b

% zadani DK Q4 konjugovaneho k DK Q1
% Q4 = [a4, b4, c4, d4, e4, f4, g4, h4] - [al -bl -cl -dl -el f1 gl hi]
ad = ail;

bd = -bi;
cd = -ci;
d4 = -di,;
ed = -el;
f4 = f1,
g4 = gl;
h4d = hi;

%» Q5 = Q1*Q2*Q4 - otoceni a posunuti (stred otoceni + posunuti)
% 1. nasobeni Q3 = Q1*Q2
a3 = al*a2 - bl*b2 - cl*xc2 - dixd2;

i



b3 = al*xb2 + a2xbl + cl1*d2 - c2xdi;
c3 = alxc2 - blxd2 + a2xcl b2x*d1;
d3 = al*d2 + blxc2 - b2*cl a2xdl;
e3 = al*xe2 - bl*xf2 - clxg2 - dlxh2 + elxa2 - flxb2 - gl*xc2 - hlx*xd2;
£3 = al*f2 + e2xbl + cl1¥h2 - g2*dl + elxb2 + a2xfl + gl*d2 - c2xhil;
g3 = alxg2 - blxh2 + e2*cl + f2*dl + elxc2 - f1*d2 + a2*gl + b2xhl;
h3 = alxh2 + blxg2 - f2*cl + e2*xdl + elxd2 + fl*xc2 - b2*xgl + a2xhil;

+ +
[}
|

+

% 2. nasobeni Q5 = Q3*Q4

f5 = al3*xf4 + e4xb3 + c3*h4d - g4*xd3 + e3*bd + ad*xf3 + g3*d4d - c4+*h3;
gh = al3*gd - b3*hd + e4*c3 + f4*d3 + e3*xcd - f3+*d4 + ad*g3 + bd*h3;
h5 = a3*hd + b3*gd - f4*c3 + ed*d3 + e3*xd4d + f3*cd - bd*g3 + ad*h3;

f5 = roundn(f5, -5); % zaokrouhleni
gh = roundn(gh, -5);
h5 = roundn(hb5, -5);

out = [f5, gb, h5]; % vystupni bod po otoceni a posunuti
end

il



Funkce pro otoceni, posunuti a zvétseni bodu v roviné dualnimi
kvaterniony

b
b
b
b
b
b
b
h
b
b
b
b
b
b

Autor : Jitka Proskova
Funkce transformuje body, provadi rotaci, transalci a zvetsneni resp.
zmenseni

pt_out = kvaterl(pt_in,T,C,inv)

vstup: vstup: vstupni body
T: [s,uhel_otocnei,Tx,Ty]
C: stred otaceni [C1 C2]
inv:
pokud je zadan ctvrty parametr (jakykoliv) je provedena inverzni operace
s: zvetseni resp. zmneseni
uhel_otoceni: uhel otoceni kolem osy z
Tx, Ty: vektor posunuti

function [pt_out] = kvaterl(vstup,T,C,varargin)

h

klasicke otoceni, posunuti a zvetseni

if nargin ==

f = vstup(:,1); % f, g souradnice vstupniho bodu

g = vstup(:,2);

s = T(:,1); % zvetseni

uhel_otoceni = T(:,2); % uhel otoceni

si C(:,1); % s1, s2 sourandice stredu otoceni

s2 = C(:,2);

% zvetseni a posunuti zadaneho bodu bodu otaceni do pocatku souradnic
f2 = sxf - sxsi;

g2 = s*g - s*s82;

% posunuti - souradnice pro t = [a9 D9 c9 d9] + posunuti zpocatku
a9 = 0;

b9 = T(:,3) + sl; % bod posunuti

c9 = T(:,4) + s2;

d9 = 0;

theta = uhel_otoceni/2; % uhel otoceni

% rotacni cast DK Q1 = [al, bl, c1, dil, el, f1, gl, hl] upravene pro 2D
% rotace pouze podle osy z

al = cos(theta);
bl = 0;
cl = 0;
dl = sin(theta);

v



% translacni cast DK Q1

el = (a9*al - b9*bl - c9*xcl - d9*xd1)/2;
f1 = (a9*bl + al*b9 + c9*dl - c1x*d9)/2;
gl = (a9*cl - b9*dl + al*c9 + b1*d9)/2;
hl = (a9*dl + b9*cl - bl*c9 + alxd9)/2;

% zadani vstupniho bodu v DK Q2 - slozky ktere jsou pevne dane
% Q2 = [a2 b2 c2 d2 e2 f2 g2 h2] - [1 00 0 0 £f2 g2 0]

a2 =1
b2 =0
c2 =0
d2 = 0;
e2 =0
h2 =0

% zadani DK Q4 konjugovaneho k DK Q1
% Q4 = [a4, b4, c4, d4, e4, f4, g4, h4] - [al -bl -cl -d1 -el f1 gl hi]

ad = ail;
b4 = -bl;
cd = -ci;
d4 = -di;
ed = -el;
f4 = f1;
g4 = gl;
h4 = hi;

% Q5 = Q1*Q2*xQ4 - otoceni a posunuti {stred otoceni + posunuti}
% 1. nasobeni Q3 = Q1*Q2
a3 = al*a2 - bl*xb2 - clxc2 - dixd2;

b3 = al*xb2 + a2xbl + cl1*d2 - c2xdi;
c3 = al*c2 - bl*d2 + a2*xcl + b2xdil;
d3 = al*d2 + bl*c2 - b2*%cl + a2xdl;

e3 = al*e2 - bl*f2 - cl*xg2 - d1xh2 + elxa2 - f1xb2 - gl*c2 - hlx*d2;
£3 = al*f2 + e2xbl + cl¥h2 - g2*dl + el*xb2 + a2xfl + gl*d2 - c2xhl;
g3 = alxg2 - blxh2 + e2xcl + f2%dl + el*c2 - fl1xd2 + a2*gl + b2xhl;
h3 = alxh2 + blxg2 - f2*cl + e2xdl + elxd2 + fl*c2 - b2*xgl + a2xhil;

% otoceny a posunuty bod
f5 = a3*f4 + e4*b3 + c3*xh4d - g4+*d3
gh = a3xgd - b3*h4 + ed*c3 + f4*xd3

+

e3*b4 + a4*xf3 + g3xd4d - c4xh3;
e3xcd - f3xd4 + adxg3 + b4x*h3;

+

end



% inverzni postup

if nargin ==
f = vstup(:,1); % f, g souradnice vstupniho bodu
g = vstup(:,2);

s = T(:,1); % zvetseni

uhel_otoceni = - T(:,2); % zpetny uhel otoceni
sl =C(:,1); % s1, s2 souranice stredu otoceni
s2 = C(:,2);

% posunuti zadaneho bodu bodu otaceni do pocatku souradnic
f2 = f - T(:,3) - s1;

g2 =g - T(:,4) - s2;
% posunuti

a9 = 0;

b9 = sxs1;

c9 = s*s2;

do = 0;

theta = uhel_otoceni/2; % uhel otoceni

% rotacni cast DK Q1 = [al, bl, c1, dil, el, f1, gl, hl] upravene pro 2D
% rotace pouze podle osy z

al = cos(theta);
bl = 0;
cl = 0;
dl = sin(theta);

% translacni cast DK Q1

el = (a9*al - b9*bl - c9*cl - d9*d1)/2;
f1 = (a9*bl + al*b9 + c9*dl - c1%*d9)/2;
gl = (a9*cl - b9*dl + alxc9 + b1*d9)/2;
hl = (a9*dl + b9*cl - bl*c9 + alxd9)/2;

% zadani vstupniho bodu v DK Q2 - slozky ktere jsou pevne dane
% Q2 = [a2 b2 c2 d2 e2 f2 g2 h2] - [1 0 0 0 0 f2 g2 0]

a2 =

b2 =
c2 =
d2 =
e2 =
h2 =

b
b
3
3

b

O O O O O -

b

% zadani DK Q4 konjugovaneho k DK Q1
% Q4 = [a4, b4, c4, d4, e4, f4, g4, h4] - [al -bl -c1l -dl -el f1 gl hi]
ad = ail;

vi



end

b4
cd
d4
ed
f4
gl
h4

% Q

5

-bl;
-cl;
-di;
-el;
f1;
gl;
hi;

= Q1*Q2*Q4 - otoceni a posunuti

% nasobeni
a3 = al*a?2

b3
c3
d3
e3
£3
g3
h3

alxb2
al*c2
alx*xd2
alxe?2
al*xf2
alxg2
al*h2

Q3 = Q1x*Q2

- b1*b2 - cl*c2 - d1x*d2;

+ a2xbl + c1*d2 - c2x*di;

- bl*xd2 + a2*cl + b2xd1l;
+

+ bl*c2 - b2xcl a2*dil;

- b1xf2 - clxg2 - di1xh2 +
+ e2*%bl + cl1xh2 - g2xdl +
- bl1*h2 + e2*cl + f2xd1l +
+ blxg2 - f2xcl + e2xdl +

% otoceny a posunuty bod

£5
g5
s

f5

gb

a3*f4
a3xgd

fb%*s;
gbxs;

+ e4xb3 + c3*hd - g4*d3
- b3*h4 + e4*c3 + f4xd3

+ +

(1/T(:,1)); % zvetseni

pt_out = [f5, gbl; % vystupni bod

end

vil

{stred otoceni + posunuti}

elx*xa2
el*b2
el*c2
elxd2

e3*b4
e3*c4d

f1%b2
a2xf1
f1xd2
f1xc2

ad*f3
£3*d4

glxc2
glxd2
a2xgl
b2xg1

g3*d4
ad*g3

h1xd2;
c2xhl;
b2*hi1;
a2*hi;

c4%*h3;
b4*h3;



Funkce pro otoceni a posunuti plochy resp. kfivky okolo dané primky
v trojrozmérném prostoru duilnimi kvaterniony

Tato funkce vyuziva funkce kvater, pro otoceni a posunuti bodu.

% Autor : Jitka Proskova

% Funkce pro vypocet otoceni a posunuti plochy

% okolo dane primky pomoci dualnich kvaternionu

T

% [out] = transformace(pokX, pokY, pokZ, uhel_otoceni, bodl,

b bod2, posunuti)

b

% vstup: pokX: parametricke vyjadreni x

yA pokY: parametricke vyjadreni y

yA pokZ: parametricke vyjadreni z

yA uhel: beta (uhel otoceni)

% bodl: [Al, A2, A3] (zadani 1. bodu osy otaceni)

% bod2: [B1, B2, B3] (zadani 2. bodu osy otaceni)

yA posunuti: [C1l, C2, C3] (posunuti v prostoru o nejaky vektor)

% zadani parametru: T1, T2

% otoceni a posun krivky nebo plochy v prostoru
% priklad: (T1, T2, T1~2 -T2"2, pi/3, [0 10 0], [0 O 0], [20 O 01)

function [out] = transformace(pokX, pokY, pokZ, uhel_otoceni, bodl,
bod2, posunuti)

syms T1; 7% deklarace symbolicke promene
syms T2;

krok = 0.1;
tl = -pi-krok:krok:pi+krok;
t2 = -pi-krok:krok:pi+krok;

[A1, A2] = meshgrid(tl,t2);

% zamena symb. promenne za hodnoty v rci X
if max(size(findsym(pokX))) > 2
X = subs(pokX,{T1,T2},{A1,A2});
else
if findsym(pokX) == °T1’
X = subs(pokX,{T1},{A1});

viil



else
X = subs(pokX,{T2},{A2});
end
end

% zamena symb. promenne za hodnoty v rci Y
if max(size(findsym(pokY))) > 2
Y = subs(pokY,{T1,T2},{A1,A2});

else
if findsym(pokY) == °T1’
Y = subs(pokY,{T1},{A1});
else
Y = subs(pokY,{T2},{A2});
end
end

/» zamena symb. promenne za hodnoty v rci Z
if max(size(findsym(pokZ))) > 2
Z = subs(pokZ,{T1,T2},{A1,A2});

else
if findsym(pokZ) == ’T1’
Z = subs(pokZ,{T1},{A1});
else
Z = subs(pokZ,{T2},{A2});
end
end
F1 = 0;% pomocne promene pro for
F2 = 0;
Xnew = zeros(size(X)); % inicializace novych matic
Ynew = zeros(size(Y));
Znew = zeros(size(Z));

for F1 = 1:1:size(X) % radky
for F2 = 1:1:size(Y) % sloupce
newBod = 0;
newBod kvater (uhel_otoceni, bodl, bod2, posunuti,
[X(F1,F2) Y(F1,F2) Z(F1,F2)1);

Xnew(F1,F2) = newBod(1);

X



end

Ynew(F1,F2)
Znew(F1,F2)

newBod(2) ;
newBod (3) ;

end

surf (X,Y,Z2); % vykresleni zadane plochy

hold on

surf (Xnew, Ynew,Znew) ; % vykresleni otocene a posunute plochy
% upraveni os pri vykrelsovani

osX
osY
osZ

[min(min(min(X)) ,min(min(Xnew))) max (max(max (X)) ,max(max(Xnew)))];
[min(min(min(Y)) ,min(min(Ynew))) max(max(max(Y)) ,max(max(Ynew)))];
[min(min(min(Z)) ,min(min(Znew))) max(max(max(Z)) ,max(max(Znew)))];

axis([osX osY osZ]);

end



Priklad A.1 Transformace helikoidu—Obr. 15.
Parametrické zadani: P(u,v) = (ucos v, usin v, v).
Body osy otoc¢eni: A =0, 10,0], B =[1,2, 3].
Uhel otodeni: ¢ = -

Vektor posunuti: ¢t = [12,2,0].

Obr. 15: Helikoid v zakladni poloze (vlevo) a po transformaci(vpravo), popsané dudlnimi
kvaterniony.
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Priklad A.2 Transformace vdlce-Obr. 16.
Parametrické zadani: P(u, v) = (cos u,sin u, v).
Body osy otoc¢eni: A = |0,10,0], B =[1,2, 3].
Uhel otodeni: ¢ = -

Vektor posunuti: ¢t = [12,2,0].

Obr. 16: Véalcova plocha v zakladni poloze (vlevo) a po transformaci (vpravo), popsané dual-
nimi kvaterniony:.
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B Obsah prilozeného CD

K této praci je prilozeno CD, které obsahuje

e Zdrojové texty programu.

e Text prace ve formatu PDF.
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