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Uvod

Rovnice primky v roviné

aixy + axxo = b

Uvod

Parametrické vyjadreni primky v roviné
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Opakovani analytické geometrie 1-6 Opakovani analytické geometrie 1-7
Uvod Uvod
P¥iklad Otazky
e jaké rovnice popisuji stejnou primku jako rovnice x; + xp = 27
najdeme rovnici a parametrické vyjadreni pfimky, kterd prochazi
body P =(—1,3) a Q = (1,1) v roviné
e jaké jsou rovnice primek rovnobéznych s pfimkou x; + xp = 27
e jaké jsou rovnice primek rGiznobéznych s primkou x; + xp = 27
Opakovani analytické geometrie 1-8

Opakovani analytické geometrie
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Uvod Uvod
Dalsi otazka Souradnice bodu a vektoru v prostoru
jak muze vypadat reseni libovolné soustavy linedrnich rovnic
o dvou neznamych ? ’jf
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Uvod Uvod
Rovnice roviny v prostoru Parametrické vyjadreni roviny v prostoru
aixy + axxo +asx3 = b
S={u+sv+tw:s tecR}
S = {(X]_,Xz,X3) € R3: aixy + axxo + azxz = b} .
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Uvod

Uvod

Priklad

najdeme parametrické vyjadreni roviny prochazejici body
P=(1,2,3), Q=(-1,0,1) a R=(3,3,5)

Otazky

Dveé roviny jsou urcené rovnicemi
aix1 + axxo +azxz3 = b
cix1+ oxo + c3x3 =d

e kdy jsou obé roviny stejné 7

e kdy jsou rovnobézné ?

e kdy jsou riznobézné ?

Opakovani analytické geometrie 1-14 Opakovani analytické geometrie 1-15
Uvod Uvod
Parametrické vyjadreni primky v prostoru Soustava rovnic pro pfimku v prostoru
{u+tv:teR}
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Uvod Uvod

Otazka Pocitani s komplexnimi Cisly

jak muze vypadat reseni libovolné soustavy linedrnich rovnic

t¥ech «mich ? méli byste umét pocitat s komplexnimi Cisly v algebraickém tvaru
o tfech nezndmych 7

a-+ib

véetné pocitani s Cisly komplexné sdruzenymi

kdo to neumi nebo si neni jisty, tak se to doudi, treba ze skript

kdo to umi, tak si své pochopeni ovéri resenim prikladi ze skript

Opakovani analytické geometrie 1-18 Opakovani komplexnich cisel 1-20

Uvod Uvod

Zéakladni véta algebry Komplexni rovina
rozsirovani Ciselnych obor( kvili fesitelnosti rovnic

NCZCQCRCC A

zakladni véta algebry: kazdy nekonstantni polynom s
komplexnimi koeficienty ma aspon jeden komplexni koren

véta rika, Ze koren existuje, nefika jak jej najit

vzoreCky existuji pouze pro polynomy stupnt 1,2, 3,4 A -

pro polynomy stupné 3,4 jsou nepraktické

pro polynomy stupné > 5 Zadné vzorecky neexistuji

Opakovéni komplexnich ¢isel 1-21 Opakovani komplexnich Eisel 1-22




Uvod Uvod
Koreny polynomi s redlnymi koeficienty Polarni souradnice
véta: je-li p(x) polynom s redlnymi koeficienty a z kofen polynomu
p, pak také z je koren p
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Opakovani komplexnich cisel 1-23 Opakovani komplexnich cisel 1-24
Uvod Uvod
Goniometricky tvar komplexniho Cisla Soucin komplexnich jednotek
X2
A
méli byste umét pocitat s komplexnimi Cisly v goniometrickém
tvaru w
r(cos a + isin )
v v e s wz z
véetné poditani s absolutni hodnotou a argumentem B
a
B > X
1 - 1
kdo to neumi nebo si neni jisty, tak se to doudi, tfeba ze skript
kdo to umi, tak si své pochopeni ovéri resenim priklad(i ze skript
Moivreova véta: (cos« + isin )" = cos(na) + isin(na)
Opakovéni komplexnich ¢isel 1-25 Opakovani komplexnich Eisel 1-26




ReSeni soustav linearnich rovnic

Reseni soustav linedrnich rovnic

Kapitola 2

Reseni soustav linearnich rovnic

2-1

Priklady - obsah

B Priklady

Prolozeni kruznice danymi body
Vycislovani chemické rovnice
Pohyb hlavy disku

2-2

Priklady

Redeni soustav linedrnich rovnic

Reseni soustav linedrnich rovnic

Prolozeni kruznice danymi body

najdéte stred a polomér kruznice prochazejici body
(1,0), (-1,2), (3,1)

Reseni

> X

2-4

Priklady

2-3

Piklady




Reseni soustav linedrnich rovnic

Vycislovani chemické rovnice

C;Hs + HNO3; — C7H5 OgN3 + H> O

ReSeni soustav linearnich rovnic

Pohyb hlavy disku

vivs

po dobu 8 vtefin na objekt pasobi vnéjsi sily £(t)

7

vnéjsi sila je konstantni vzdy béhem jedné vtefiny

Priklady 2.5 Priklady 26
Redeni soustav linedrnich rovnic Redeni soustav linedrnich rovnic
Soustavy linearnich rovnic - obsah Soustavy linearnich rovnic
definice: linearni rovnice o n neznamych s redlnymi koeficienty je
rovnice
aixy + axxo + -+ apxp = b
B Soustavy linedrnich rovnic
Soustavy linedrnich rovnic soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych je soustava
Aritmetické vektory
Elementarni Gpravy ai1xy + anxe + -+ anxs = b
Maticovy zapis a1X1 + axnxp + -+ + anxn = bo
am1Xx1 + amex2 + - + amnXn = bm
ajj je koeficient v i-té rovnici u j-té nezndmé
kazdé feSeni je néjakd usporddand n-tice (xi,xp,...,x,) Cisel
Soustavy linearnich rovnic 2-7 Soustavy linearnich rovnic 2-8




Reseni soustav linedrnich rovnic

Aritmetické vektory

definice: aritmetickym vektor nad R s n slozkami rozumime
usporadanou n-tici redlnych &isel (x1, x2, ..., Xp)

mnozinu vsech aritmetickych vektori s n slozkami budeme
oznacovat R”

aritmetické vektory budeme psat sloupcové:

o=

kvili Setreni mistem také radkové:

(1,2,3,4)7

Soustavy linearnich rovnic

2-9

ReSeni soustav linearnich rovnic

Soucet aritmetickych vektord

definice: jsou-liu = (ug,up...,u,)T av=_(vi,vs,...,v,)7 dva
n-slozkové aritmetické vektory nad R, pak jejich souctem
rozumime aritmeticky vektor

un Vi uy +wvp

uo ) U+ v
u-+tv= . + . =

Un Vn Up + Vp

Soustavy linearnich rovnic

2-10

Reseni soustav linedrnich rovnic

Geometricky vyznam souctu aritmetickych vektort

Redeni soustav linedrnich rovnic

Soustavy linearnich rovnic

2-11

Soudin Cisla s aritmetickym vektorem

definice: je-liu = (uy,...,u,)" aritmeticky vektor nad R a t € R
redIné Cislo, pak t-ndsobkem vektoru u rozumime vektor

7 tuy

uo tus
t-u=tu=t =

Un tup

pro dva n-slozkové vektory u, v definujeme
—u=(-1)u a u—-v=u-+(-v)

vektor —u nazyvame opacny vektor k vektoru u.

Soustavy linearnich rovnic

2-12




Reseni soustav linedrnich rovnic

Geometricky vyznam soucinu Cisla s vektorem

" 0,5/ 5 /

ReSeni soustav linearnich rovnic

Priklad

spocitame
1 5
3 2
3. 5 |~ 2 5| =
7 5

Soustavy linearnich rovnic 2-13 Soustavy linearnich rovnic 2-14
Redeni soustav linedrnich rovnic Redeni soustav linedrnich rovnic
Eliminace nezndmych Elementarni Gpravy
vyresime soustavu
(i) prohozeni dvou rovnic
x1+x =1
3X1 + 7X2 =7
(i) vynasobeni néjaké rovnice nenulovym cislem t
(iii) pri¢teni t-nasobku jedné rovnice k jiné rovnici
Soustavy linearnich rovnic 2-15 Soustavy linearnich rovnic 2-16




Reseni soustav linedrnich rovnic

Pro¢ elementarni Gpravy

tvrzeni: elementarni Gpravy neméni mnozinu vsech reseni soustavy
linearnich rovnic

dakaz: sestava ze tri jednoduchych krok

e kazdd elementdrni Gprava méni nejvyse jednu rovnici
e kazdé reseni plvodni soustavy je feSenim zménéné rovnice

e elementdrni Gpravy jsou vratné

Soustavy linearnich rovnic

2-17

ReSeni soustav linearnich rovnic

Soustavy linearnich rovnic

2-18
Redeni soustav linedrnich rovnic Redeni soustav linedrnich rovnic
Priklad
vyreSime soustavu
2x1 +6x2 +5x3 =0
3x1 + 5xo + 18x3 = 33
2x1 + 4xp + 10x3 = 16
pomoci elementdrnich Gprav se snazime dosdahnout toho, aby v
kazdé rovnici bylo na zacatku vice nulovych koeficientl nez v
rovnici predchazejici
Soustavy linearnich rovnic 2-19 Soustavy linearnich rovnic

2-20




Reseni soustav linedrnich rovnic

Matice

definice: matice (nad R) typu m x n je obdéInikové schéma
redlnych Cisel s m radky a n sloupci

zapis A = (ajj)mxn zZnamend, ze A je matice typu m x n, kterd ma
na pozici (i, /) (tedy v i-tém radku a j-tém sloupci) islo ajj

pozor na poradi indexti — prvni index oznacuje radek, druhy
sloupec

Soustavy linearnich rovnic

2-21

ReSeni soustav linearnich rovnic

Matice soustavy

definice: matice soustavy

aiixy + apxo + - + ainxp = by

as1x1 + axxo + -+ + anxn, = bo

am1X1 + amex2 + -+ ampXp = b

je matice koeficientll u nezndmych:

all ai2 e dln
ani aro ... an

A= (aj)mxn =
dmli dm2 --- Admn

Soustavy linearnich rovnic

2-22

Reseni soustav linedrnich rovnic

Rozsifena matice soustavy

vektor pravych stran je vektor

a rozsifend matice soustavy je matice typu m x (n+ 1)

alil ai? e din b1

ax ax ... az | b
(Alb) =

aml am2 .- amn | bm

Soustavy linearnich rovnic

2-23

Redeni soustav linedrnich rovnic

Eliminace nezndmych pomoci matic

2x1 +6x0 +5x3 =0
3x1 + 5x2 + 18x3 = 33
2x1 4+ 4x> + 10x3 = 16

Soustavy linearnich rovnic

2-24




Reseni soustav linedrnich rovnic

Jiny priklad

1 4 3|11
1 4 5|15
2 8 3|16

ReSeni soustav linearnich rovnic

Parametrické vyjadreni mnoziny vsech reseni

X1 5— 4t
X2 = t —
X3 2

Soustavy linearnich rovnic 2-25 Soustavy linearnich rovnic 2-26
Regeni soustav linedrnich rovnic Regeni soustav linedrnich rovnic
Vice parametri Parametrické vyjadreni mnoziny vSech reseni
vyresime soustavu
X1 —1 — 2ty — 3ty — 215
00 1 0 2|-3 "
2 4 -1 6 2|1 e 2
12 -130]|2 BT 3o B
B X4 tg
X5 t5
pivoty
bazové proménné
volné proménné
Soustavy linearnich rovnic 2-27 Soustavy linearnich rovnic 2-28




Reseni soustav linedrnich rovnic

ReSeni soustav linearnich rovnic

Gaussova eliminace - obsah

B Gaussova eliminace
Elementarni radkové Gpravy
Odstupnovany tvar matice
Gaussova eliminace
Hodnost matice

Elementarni radkové Gpravy

definice: elementarnimi radkovymi tpravami jakékoliv matice
A = (ajj)mxn rozumime nasledujici tfi typy Gprav:

(i) prohozeni dvou radkid matice
(ii) vyndsobeni jednoho z radk matice nenulovym cislem

(iii) pricteni libovolného nasobku jednoho fadku k jinému radku

Gaussova eliminace 2-29

Gaussova eliminace

2-30

Reseni soustav linedrnich rovnic

Redeni soustav linedrnich rovnic

Réadkové odstuptiovany tvar

neformalné: v kazdém nenulovém Fadku matice je na pocatku (tj.
zleva) vice nul, nez na pocatku fadku nad nim

1 ki ky ko n

Piiklady

které matice jsou v odstupnovaném tvaru?

01034 0 O
17 2 00200 -10
(888) 0 31 00O0O0S4 2 3
0 07 000O0O0O O 10
000O0O0O O O

1 7 2 2 31

<88(1)> 0 01 0 31

0 07 0 20

Gaussova eliminace 2-31

Gaussova eliminace

2-32




Reseni soustav linedrnich rovnic

Gaussova eliminace

prevadi kazdou matici A = (aj;)mxn do odstupiiovaného tvaru

1. najdeme prvni nenulovy sloupec, jeho index oznacime ki;
pokud takovy sloupec neexistuje, je matice A v radkové
odstupriovaném tvaru (nebot je nulovd), jsme tedy hotovi

2. pokud je ajx, = 0, prohodime prvni fadek s libovolnym
radkem i, ve kterém je ajy, # 0

3. pro kazdé i = 2,3,..., m pfi¢teme (—aj, /a1k, )-nasobek
prvniho radku k /-tému radku

4. postup opakujeme s matici bez prvniho radku

Gaussova eliminace

Reseni soustav linedrnich rovnic

Gaussova eliminace déla to, co ma

1 ko k+1 n 1 ko k+1 n
1 1 (]

0 ? I ?

Gaussova eliminace 2-34

Regeni soustav linedrnich rovnic
Hodnost matice

véta: Gaussova eliminace prevede kazdou matici A = (ajj) typu
m X n do odstupnovaného tvaru

pocet r nenulovych radkd a indexy ki, ko, ..., k, sloupcil s pivoty v
matici v odstuprnovaném tvaru jsou matici A urcené jednoznacné

definice: Cislo r, tj. pocet nenulovych fadkd v matici C v
odstupnovaném tvaru, kterou dostaneme z matice A Gaussovo
eliminaci, se nazyvad hodnost matice A a znadi se r(A) nebo
rank(A)

sloupce v matici A s indexy ki, ko, ..., k, z definice
odstupnovaného tvaru nazyvame bazové sloupce matice A

Gaussova eliminace

2-35

Reseni soustav linedrnich rovnic

Priklad

najdeme hodnost a bazové sloupce matice
-1
0
3

o B~ O

1
A= 2
0

o B~ N
O 0 b

5
3
6

hodnost

bazové sloupce

Gaussova eliminace 2-36




Reseni soustav linedrnich rovnic

Eliminacni faze resSeni soustavy linedrnich rovnic

mdame vyresit soustavu m linearnich rovnic o n neznamych
X1,...,Xn S rozsifenou matici (A|b)

elimina¢ni faze feSeni spociva v Gaussové eliminaci matice (A|b)
dostaneme matici (C | d) v odstupriovaném tvaru
je-li sloupec pravych stran b bazovy, je posledni nenulovy radek

(000 --- 0|d,) a d#0

soustava (A|b) je nefesitelnd

ReSeni soustav linedrnich rovnic

Gaussova eliminace

2-37

VolIné a bazové proménné

pokud sloupec pravych stran neni bazovy, ukdzeme Ze je soustava
feSitelnd a najdeme vsechna reseni

v tom pripadé pro indexy bazovych sloupci plati

1<k<k<---<k<n

proménné Xy, , X, , - - . , Xk, Nazyvame bdzové proménné

zbylé proménné x, pro p € P ={1,2,...,n} \ {ki, ko, ..., ke}
nazyvame volné proménné

hodnoty volnych proménnych zvolime libovolné:

Xp = t, pro p € P, jsou to parametry

Zpétna substituce 2-39

Reseni soustav linedrnich rovnic

Zpétna substituce

matici (C |d) po Gaussové eliminaci odpovida soustava

Clky Xky + CLky+1Xky+1 T Clhg+2Xkg42 v rveree e + C1nXn = di

Cr—1,k_1Xky_1 T Cr—1,ky_14+1Xk,_14+1 T =+ + Cr—1,nXn = dr_1

Cr ky Xk, + Cr ke +1Xk,+1 + -+ Cr.nXn = dr

z ni jednoznacéné dopocteme hodnoty bazovych proménnych

Redeni soustav linedrnich rovnic

Zpétna substituce

2-40

Vysledek zpétné substituce

tvrzeni: pokud sloupec pravych stran rovnice (A|b) neni bazovy,
pak pro libovolnd redlnd isla x, € R, p € P, existuji jednoznacné
ur¢end realna Cisla xx,, Xk, , ..., Xk, € R takova, Ze aritmeticky
vektor (x1,x2,...,x,)" je fedenim soustavy (A|b)

mnozinu vSech feSeni soustavy (A|b) pak vyjadfime ve tvaru

S= u+thvp:tp€R pro kazdé pe P 3 |
peP

kde u a v, pro p € P jsou vhodné n-slozkové aritmetické vektory

Zpétna substituce 2-41




Reseni soustav linedrnich rovnic

ReSeni soustav linearnich rovnic

Shrnuti
obecnou soustavu m linedrnich rovnic o n neznamych lze vyresit
ndsledujicim postupem

1. Gaussovou eliminaci prevedeme soustavu na ekvivalentni
soustavu v odstupnovaném tvaru

2. pokud existuje rovnice typu Ox; + 0xp + - -+ + 0x, = b # 0,
skoncime s tim, Ze soustava je nefesSitelna

3. urc¢ime volné proménné (parametry) x, pro p € P a zpétnou
substituci vyjadrime bazové proménné pomoci volnych

4. mnozinu vSech reseni vyjadfime tvaru

u—i—thvp: tp € R pro kazdé pec P
peP

pro vhodné n-slozkové aritmetické vektory ua v, p € P

Otazky

e jak rozumét geometrii soustav linedrnich rovnic?

e co se mlze prihodit, budeme-li soustavy linedrnich rovnic resit
na pocitaci?

e jak dlouho to bude trvat?

Zpétna substituce

2-42

Zpétna substituce

2-43

Reseni soustav linedrnich rovnic

Redeni soustav linedrnich rovnic

Geometrie soustav linedrnich rovnic - obsah

B Geometrie soustav linedrnich rovnic
Radkovy pohled
Sloupcovy pohled
Linedrni kombinace

Nadrovina

mnozinu vSech feSeni jedné netrividlni rovnice o n nezndmych
aixi+axo+ - +apxa=>b

nazyvame nadrovina v n-dimenzionalnim prostoru R”

mnozina vSech feseni soustavy m linedrnich rovnic o n neznamych
se rovna jedné z nasledujicich

e cely prostor R”
e nebo prazdna

e nebo prinik nadrovin

Geometrie soustav linearnich rovnic

2-44

Geometrie soustav linearnich rovnic

2-45




Reseni soustav linedrnich rovnic

Sloupcovy zapis soustavy
reSime-li soustavu

—x1+3x =1

2X1—X2:3 ;

hleddme hodnoty proménnych xi, x2, pro které plati rovnost

—x1 + 3x o 1
2X1 — X2 o 3 ’

kterou lze prepsat jako

() =(2)-(5)

Geometrie soustav linearnich rovnic

2-46

ReSeni soustav linearnich rovnic

Geometrické znazornéni soustavy

(2)=(2)-(5)

a;

P X

a

Geometrie soustav linearnich rovnic

2-47
Regeni soustav linedrnich rovnic Regeni soustav linedrnich rovnic
Geometrické reseni soustavy Priklad tfi rovnic se dvémi neznamymi
-1 3 1 o . .
xal o, + X0 1 )= 3 soustavu tfi rovnic o dvou nezndmych
X X1+ 3xp = =5
A 2x1 + 2% = —2
3x1 +x =1
¥
si prepiseme do tvaru
1 3 -5
a X1 2 + X2 2 = —2
3 1 1
P X
a
Geometrie soustav linedrnich rovnic 2-48 Geometrie soustav linedrnich rovnic

2-49




Reseni soustav linedrnich rovnic

ReSeni soustav linearnich rovnic

Velmi dulezita definice linearni kombinace

definice: jsou-li ui, uy, ..., u, m-slozkové vektory a a1, as,...,an
redlna Cisla, pak definujeme linearni kombinaci vektor(
ui, uy,...,u, s koeficienty ag, as, ..., a, jako m-slozkovy vektor

aju; + axup + - - - + apu,

Podminka resitelnosti pomoci linedrnich kombinaci

je-li A = (ajj) matice typu m x n, zapiSeme ji po sloupcich

A= (ai|az] - |an)

tvrzeni: soustava linedrnich rovnic (A|b) je fesitelnd pravé kdyz

Geometrie soustav linedrnich rovnic 2-50 Geometrie soustav linedrnich rovnic 2-51
Regeni soustav linedrnich rovnic Regeni soustav linedrnich rovnic
Numerické zalezitosti - obsah Plovouci desetinna ¢arka
»single precision”, 32-bitovy procesor
[sfegll-1-T--Tleileolioofonl = f-] - : : : - L1140l
B Numerické zaleZitosti
Zaokrouhlovani
_— znaménko: (—1)°
Podminénost :
Pocet operaci
P exponent: £ = e727 +o et + 6’020 = ZZ:O ek2k
mantisa: M =1+ i222_1 + i212_2 cee i12_22 + i02_23
_ 22 k—23
reprezentovat Ize pouze &isla (—1)° - M - 2E-127
téch je kone¢né mnoho, vysledky aritmetickych operaci je nutné
zaokrouhlovat
2-53

Numerické zalezZitosti

2-52

Numerické zaleZitosti




Reseni soustav linedrnich rovnic

Dusledek zaokrouhlovani

zaokrouhlovani koeficientti neni ekvivalentni Gprava

v . . ., —107% 1|2
vezmeme sI soustavu s rozsirenou matici 1 113

1 2,0003) T

jeji presné reseni je <1,00017 1,0001

pri zaokrouhlovani na tfi platnd mista Gaussova eliminace vede na
—107% 112 —-107% 1 2
1 1|3 0 10*]2-10*

zpétna substituce da vysledek (0,2)7, ktery se od spravného feseni
liSi vyznamné v prvni slozce

Reseni soustav linedrnich rovnic

Numerické zalezitosti

2-54

Pouceni

pocita¢ ndm da presné feseni, ale jiné soustavy

otdzka zdsadni dllezitosti: jak se liSi vysledek na pocitaci od
presného feseni puvodni soustavy ?

to nejlepsi, ¢eho lze dosahnout, je presné reseni blizké soustavy

pro nékteré soustavy neni Gaussova eliminace ten nejvhodnéjsi
postup

Numerické zalezitosti

2-55

Reseni soustav linedrnich rovnic

Spatné podminéné soustavy

0,835 0,667 | 0,168

soustava ( 0,333 0,266 | 0,067

> m4 fedeni (1,—-1)7

nepatrnd zména druhé slozky pravé strany na 0,066 vede k

( 0,835 0,667 } 0,168

R o T
0.333 0.266 | 0.066 ) s feSenim (—666, 834)

v obou pripadech jde o presné reseni, problém neni v numerické
stabilité algoritmu

takovym soustavam se rika sSpatné podminéné
problém je v tom, ze obé prfimky jsou témér rovnobézné

Spatné podminéné soustavy neresit!

Reseni soustav linedrnich rovnic

Numerické zalezZitosti

2-56

Jak dlouho to bude trvat ?

v

feSime soustavu n linedrnich rovnic o n nezndmych
odhadujeme pocet aritmetickych operaci +/—/-/:
- e 2n ,
Gaussova eliminace vyzaduje nejvyse = operaci
rozdélenych zhruba na polovinu mezi +/— a -/:

zpétna substituce vyzaduje nejvy$e n? operaci (opét napiil)

pro velka n je Casova narocnost zpétné substituce zanedbatelna

Numerické zaleZitosti

2-57




Télesa Télesa
Babysoustava 1
x+2=3
Kapitola 3
y co potrebujeme:
Télesa
(S1) pro kazda ¢isla a,b,c € R plati (a+ b)+c=a+ (b+c¢)
(S2) existuje ¢islo 0 € R takové, zZe pro kazdé Cislo a € R plati
a+0=0+a=a
(S3) pro kazdé Cislo a € R existuje —a € R takové, ze
a+(—a)=(—a)+a=0
3-1 Algebraické operace a jejich vlastnosti 33
Télesa Télesa

Binarni operace

definice: bindrni operace na mnoziné T je zobrazeniz T x T do T

tradi¢ni zapis u @ v misto funkéniho zapisu @((u, v))

priklady operaci spliiujicich podminky (S1), (S2), (S3):
e bézné scitdni na mnoziné vsech celych Cisel Z
e bézné scitani na mnoziné Q, R nebo C

e scitani funkci na mnoziné vsech realnych funkci realné
proménné

Babysoustava 2

co potrebujeme:

(N1) pro kazda ¢isla a, b,c € R plati (a- b)-c=a-(b-c)

(N2) existuje ¢islo 1 € R takové, Ze pro kazdé &islo a € R plati
a-l1=1-a=a

(N3) pro kazdé &islo a € R, a # 0, existuje a~ ! € R takové, ze
a-al=ala=1

Algebraické operace a jejich vlastnosti

3-4

Algebraické operace a jejich vlastnosti 3-5




Télesa

Télesa

Nasobeni versus scitani

priklady operaci spliujicich (N1), (N2) a (N3)

e bézné ndsobeni na mnoziné vSech raciondlnich Cisel
e bézné nasobeni na mnoziné vsech redlnych dCisel

e béZné nasobeni na mnoziné vSech nenulovych komplexnich
Cisel

nepriklad

e béZné nasobeni na mnoziné vsech celych Cisel Z

porovnani podminek (S1)-(S3) a (N1)-(N3)

Babysoustava 3

x4+ 3y =10
(—2)x+4y =15

pricteme dvojnasobek prvni rovnice k druhé

Algebraické operace a jejich vlastnosti 3-6 Algebraické operace a jejich vlastnosti 3-7
Télesa Télesa
Dalsi podminky Definice télesa
definice: téleso T je mnozina T spolu se dvémi binarnimi
. . L operacemi + a - na T spliujici nasledujici axiomy
potrebovali jsme jesté L )
(S1) pro kazdé a,b,c € T plati (a+b)+c=a+(b+c)
Lo ; (S2) existuje prvek 0 € T takovy, ze pro kazdé a € T plati
(S4) pro kazda Cisla a,b€ R platia+ b=b+ a 240=a
(S3) pro kazdy prvek a € T existuje —a € T takovy, ze
(D) pro kazda ¢isla a, b, c € R plati a(b+ c¢) = ab + ac, at(-a)=0
(a+b)c = ac+be (S4) pro kazdé a,be T platia+ b= b+ a
(N1) pro kazdé a,b,c € T plati (a-b)-c=a-(b-¢)
pokud scitani a nasobeni néjakych Cisel spliuje podminky (N2) existuje prvek 1 € T takovy, ze pro kazdé a€ T platia-1=a
(51)-(54), (M1)-(M3) a (D), miizeme Fesit soustavy linedrnich (N3) pro kazdy prvek a € T, a # 0, existuje a~* € T takovy, ze
rovnic pomoci eliminace proménnych a zpétné substituce a-al=1
(N4) pro kazdé a,b€ T platia-b=b"-a
(D) pro kazdé a,b,c c Rplatia-(b+c)=a-b+a-c
(nT) T ma aspon dva prvky
3-8 Pojem télesa 3-10

Algebraické operace a jejich vlastnosti




Télesa

Co je téleso

téleso v algebre neni véc, neda se vzit do ruky

s s

je to soubor pravidel, které pouzivame pri pocitani

s s

misto soubor pravidel fikdme axiomy pro pocitani

neni dilezité s ¢im pocitame, pouze jak pocitame

Télesa

Pojem télesa 3-11

Jednoduché disledky axiomi télesa 1

v kazdém télese T plati

e nulovy prvek je uréeny jednoznacné

e pro kazdé a, b € T ma rovnice a + x = b pravé jedno reseni

e pro kazdé a € T je opacny prvek —a uréeny jednoznacné

Pojem télesa

3-12

Télesa

Jednoduché disledky axiomi télesa 2

e jednotkovy prvek je urceny jednoznacné

e pro kazdé a# 0 a b€ T ma rovnice ax = b pravé jedno reseni

e pro kazdé a # 0 je inverzni prvek a—! uréeny jednoznaéné

Télesa

Pojem télesa 3-13

Jednoduché disledky axiomi télesa 3

e pro kazdé a € T plati0a=0

e je-liab=0, pak a=0nebo b=0

o pro kazdé a € T plati —a=(—1)a

Pojem télesa

3-14




Télesa Télesa
Jednoduché dlsledky axiomi télesa 4 Priklady téles - obsah
e pro kazdé a,b,c € T zrovnostia+ b=a+ c plyne b=—c¢ > v
P T o TPy B Priklady téles
Klasicka télesa
Modularni pocitani
e pro kazdé b,c € T a a# 0 z rovnosti ab = ac plyne b= ¢ Pv(ovneclna telesa S . . Y
Reseni soustavy linedrnich rovnic s koeficienty v télese
Dalsi konec¢na télesa
e 0#£1
Pojem télesa 3-15 Priklady téles 3-16
Télesa Télesa

Klasicka télesa

klasické Ciselné obory Q, R, C s obvyklymi operacemi scitani a
nasobeni jsou télesa

Priklady téles

3-17

Déleni se zbytkem

tvrzeni: pro kazdé prirozené Cislo n € N a kazdé celé Cislo a € Z
existuji jednoznaéné uréend &islage Z are{0,1,2,...,n—1}
takovd, ze plati

a=nq-+r

priklad:

12:5=2  zbytek 2, nebot 12=5-2+2
—32:7=-5 zbytek 3, nebot —32=7(-5)+3
62:8=7  zbytek 6, nebot 62=8-7+6
oznaceni zbytku: amod n
Priklady téles 3-18




Télesa

Pocitani modulo n

pro n > 2 definujeme modularni operace s celymi Cisly a, b:
a®b=(a+ b)modn soucet modulo n

a®b=(a-b)modn soucin modulo n

Télesa

Pomiicka pro modularni pocitani

lemma: pro libovolné prirozené Cislo n a cela cisla a, b, d takova,
ze amod n = d mod n, plati pri pocitani modulo n rovnosti

l.agb=dob
2.a0Gb=d0ob

dukaz 2:
vysledek vzdy lezi v mnoziné Z, = {0,1,...,n—1} C Z
priklad: modulo 11 plati:
10415 = 253 14 = 344 = (-8)® (—5) =
304= (-2)©8 = 1206 = 8OT7 =
Priklady téles 3-19 Priklady téles 3-20
Télesa Télesa

Modularni operace jsou komutativni
protoze pro kazda dvé cela Cisla a, b plati
at+b=b+a, a-b=b-a

rovnaji se také zbytky

(a+b)mod n=(b+ a) mod n

(ab) mod n = (ba) mod n

priklad: modulo 3 plati
(324 ©® 16) & (155 ©® 234) =

totéZ modulo 7:
(324 ©®16) @ (155 ® 234) =

Priklady téles

3-21

Dalsi vlastnosti modularniho pocitani
platia& b= (a+b)modn (€{0,1,...,n—1})
proto (a & b) mod n =

pomoci pomicky dostaneme
(adb)dc=(a+b)®dc=((a+b)+c)modn
ad(bdc)=ad(b+c)=(a+(b+c)) modn

podobné se dokaZe asociativita ndsobeni

a distributivita

Priklady téles 3-22




Télesa

Télesa

Vyznam zavorek a presného vyjadrovani

(3:4)-5mod7

fidice traktoru zranéného pfi nehodé odvezla sanitka

soucet trojndsobku neznamého Cisla zvétSeného o 2 a dvojndsobku
nezndmého Cisla zmenseného 0 3 se rovnd  souctu Ctyrndsobku
nezndmého cisla zmenseného o 5 a dvojnasobku nezndmého disla
zvétseného o 1

Priklady téles

3-23

Neutralni prvky modulo n

pocitdme modulo 7:

10020=100mod 7 =2 1001 =100 mod 7 =2

nulovy ani jednotkovy prvek pri pocitani modulo n se vSemi celymi
Cisly neexistuji
pokud se omezime pfi pocitani modulo n na mnozinu

Zn={0,1,...,n—1}, budou jak & tak ® bindrni operace na Z,

pro kazdé a € Z, navicplati a®0=amodn=a a

a®l=amodn=a

existuji proto neutralni prvky pfi pocitani modulo n na mnoziné Zj,

Priklady téles 3-24

Télesa

Télesa

Opacné a inverzni prvky

pro nenulovy prvek a € Z, jetaké n—acZ, aplati
a®(n—a)=nmodn=0

v Z, existuje opacny prvek ke kazdému prvku a € Z,

v Zs3 plati v Zg plati

x [0]1]2 x [0]1]2]3
x| || [ | ]
v Zs plati

x [0]1]2]3]4 x [0|1]2]3]4
> |1 [ e

Télesa Z,

tvrzeni: je-li n slozené Cislo, pak Z, neni téleso

dukaz:

véta: je-li p prvodislo, pak Z, je téleso

dikaz: je zalozeny na tom, Ze prosté zobrazeni mezi dvéma
konecnymi mnozinami téze velikosti je také zobrazeni na

staci proto dokdzat, ze pro kazdé nenulové a € Z, je prostym
zobrazeni f; : Zp — Z, definované predpisem

fa(x) = ax

Priklady téles

3-25

Priklady téles 3-26




Télesa

Reseni soustavy linedrnich rovnic s koeficienty v Z-

pripravime si tabulku inverzi 1 |

Télesa

Cty¥prvkové téleso

Z4 neni téleso

ale ¢tyrprvkové téleso existuje, jen se v ném nepocita modulo 4

i 111 :1), ; 2 g na mnoziné GF(4) = {0, 1, ar, v + 1} s¢itdme a ndsobime jako
1502 6|4 s polynomy v proménné «
s koeficienty pocitame jako v Zp: (o + 1) + a =
pokud pfi ndsobeni dostaneme ¢len o, nahradime jej a + 1
(a+1)(a+1)=
dosdhneme tim toho, Ze soudin dvou prvki z GF(4) bude vzdy
opét v GF(4)
Piiklady téles 327 Piiklady téles 328
Télesa Télesa

Dalsi koneéna télesa

konecné téleso s n prvky existuje pravé kdyZ n je mocnina prvocisla

Sestiprvkové nebo desetiprvkové téleso tedy neexistuje

pro kazdé prvocislo p a kazdé k € N existuje ,,pravé jedno” téleso
velikosti p¥

Priklady téles 3-29

Charakteristika télesa - obsah

B Charakteristika télesa
Definice charakteristiky
Véta o charakteristice

Charakteristika télesa 3-30




Télesa

Definice charakteristiky

dalezitym ciselnym parametrem télesa je jeho charakteristika

definice: existuje-li prirozené Cislo n takové, ze v télese T plati
1+1+---+1=0,
—_——
n
pak nejmensi takové kladné Cislo nazyvdme charakteristika télesa T

pokud zadné takové kladné celé Cislo n neexistuje, tak fikime ze
téleso T ma charakteristiku 0O

priklad: charakteristika télesa Z, se rovna
charakteristika télesa GF(4) je
charakteristika klasickych téles Q, R, C je

Télesa

Charakteristika télesa 3-31

Véta o charakteristice

véta: charakteristika kazdého télesa je bud 0 nebo prvodislo

dikaz:

Charakteristika télesa 3-32

Télesa

Dalsi nekone¢nd télesa - obsah

B Dalsi nekonecna télesa
Télesa mezi Q a C
Téleso kvaterniont

Télesa

Dalsi nekonecna télesa 3-33

Télesa mezi Q a C

mezi télesem Q racionalnich Cisel a télesem C komplexnich Cisel
existuje spousta dalSich téles:

pocitame v nich stejné jako s komplexnimi nebo redlnymi Cisly

{a+ib:a,beQ}

{a—i—bﬁ:a,be@}

Dalsi nekonecna télesa 3-34




Télesa

Téleso kvaternion(

jde o nekomutativni téleso
kvaternion je Cislo tvaru

a+ib+ jc+ kd
a,b,c,d € R, 1i,j,k jsou kvaternionové jednotky
kvaterniony se scitaji prirozené

(a+ib+jct+kd)+(a'+ib' +jc’'+kd')=(a+a")+i(b+b)+j(c+c')+k(d+d)

kvaternionové jednotky komutuji s redlnymi cisly

mezi sebou se nasobi nasledovné

P=7P2=k*=—1ij=k, jk=1i ki=]j, ji=—k, ki=—i, ik=—j

Télesa

Dalsi nekoneéna télesa 3-35

v/

priklad: spocteme soucin kvaternion(

(2+i3+j2—K)(3—i+j—+2k) =

priklad: spocteme soucin dvou kvaternion(i

(a+ ib+ jO + kO)(c + id + jO + kO)

jejich soucet je (a+ ib+ jO + kO) + (c + id + jO + k0)

s kvaterniony tvaru a + ib + jO + kO se tak pocitd stejné jako
s komplexnimi Cisly

Dalsi nekonec¢na télesa 3-36

Télesa

Kvaterniony a rotace v prostoru

kvaternion a + ib + jc + kd je jednotkovy, pokud
Va2 + b +c2+d?>=1

je-li b2 + c? + d? = 1, pak kvaternion
cos(a/2) + (ia + jb + kc)sin(a/2)

je jednotkovy a popisuje rotaci kolem osy prochazejici pocatkem
soufadnic a bodem (b, c,d)” o thel o v kladném sméru

Télesa

Dalsi nekonecna télesa 3-37

Priklad
priklad: otoceni o thel 7/2 kolem prvni souradné osy v kladném
sméru zapiSeme jako kvaternion

V2 V2
_+I_
2 2

otoleni kolem tteti souradné osy o thel 7/2 v kladném sméru
zapiseme pomoci kvaternionu

£+k£
2 2

slozeni téchto dvou rotaci je pak popsano soucinem kvaterniont

<£+k\/_§) <£+/£> =

Dalsi nekonecna télesa 3-38




Matice

Kapitola 4

Matice

Matice

4-1

Pocitani s maticemi - obsah

B Pocitani s maticemi
Soudet matic
Soudin &isla s matici
Transponovana matice
Soudin matice s vektorem
Soucin dvou matic
Dalsi vlastnosti operaci s maticemi
Blokové nasobeni matic
Dvé aplikace
Specidlni typy matic

Poditani s maticemi

42

Matice

Matice nad télesem

definice: matice typu m x n nad télesem T je obdélnikové schéma
prvki télesa T s m radky a n sloupci

matice typu m X m se nazyva ctvercova matice radu m
matice typu m x 1 se nazyva sloupcovy aritmeticky vektor

matice typu 1 X n se nazyvd radkovy aritmeticky vektor
zapis matice A = (ajj)mxn z0stava v platnosti

vyraz ,nad télesem T" rikd nejenom, z jakého télesa jsou prvky
matice, ale také jak se s nimi pocita

mnozinu vSech n-slozkovych aritmetickych vektorli nad T budeme
oznacovat T"

Matice

Pocitani s maticemi

4-3

Soudet matic

definice: soucet matic A = (aj;), B = (bj;) stejného typu m x n
nad stejnym télesem T definujeme jako matici
A+ B = (ajj + bjj) typu m x n nad télesem T

priklad: spocteme soucet matic

2 1 3 +422 [ 2+4 1+2 3+2
4 01 113) \441 0+1 1+3

matice typu m x 1 se scitaji jako sloupcové aritmetické vektory

Pocitani s maticemi

4-4




Matice

Matice

Nulovd matice a opacna matice, rovnost matic

definice: opacnd matice k matici A = (ajj) typu m x n je matice
—A = (—aj) typu mx n

nulovd matice typu m x n je matice Omxn = (0)mxn

definice: dvé matice A = (a;) a B = (bjj) stejného typu m x n
nad stejnym télesem T se rovnaji, pokud maji na stejnych mistech
stejné prvky, tj. pokud a;; = bj; pro kazdé i = 1,...m a kazdé
j=1,...,n

oVéfrit rovnost matic A = B typu m X n znamena ovéfit mn
rovnosti ajj = bjj (pro kazdé i € {1,2,...,m}aj e {1,2,...,n})

Vlastnosti s¢itani matic

soucet matic je definovany ,po prvcich” a prvky sc¢itdme v télese T

axiomy (S1)-(S4) pro s¢itani prvki v télese vedou k analogickym
vlastnostem s¢itani matic

jsou-li A, B, C matice téhoz typu m x n nad télesem T, pak plati

(A+B)+C=A+(B+C)

¢ A+ Omxn=A
o A+ (—A) = O0mxn
e A+rB=B+A

k dlkazu staci porovnat prvky na stejnych mistech v maticich na
levé a pravé strané kazdé rovnosti

Poditani s maticemi

4-5

Poditani s maticemi

46

Matice

Matice

Soudin ¢&isla s matici

definice: soucin ¢isla s € T s matici A typu m X n nad télesem T
je matice sA = (sajj) typu m X n

priklad: spocteme soucin

5 123\ (2122 2.3
4 5 6) \2-4 2526

Vlastnosti soucinu &isla s matici

z dalSich axiom0 télesa plynou dalSi vlastnosti pocitani s maticemi

pro kazdé prvky s, t € T a matice A, B téhoz typu m x nnad T
plati

o s(tA) = (st)A

e IA=A

e —A=(-1)A

o (s+t)A=sA+tA

e sS(A+B)=sA+sB

Pocitani s maticemi

4-7

Pocitani s maticemi

4-8




Matice

Matice

Transponovand matice

posledni jednoduchou operaci je transponovani —
zaména radkl a sloupcl matice

w . _ (123 T _
priklad: A—<4 5 6> Al =

w N =
S O b~

definice: transponovand matice k matici A = (ajj)mxn je matice
AT:(dJ-,-),,X,n, kde djj = ajj pro kazdé i=1,.... maj=1,...,n

Zakladni vlastnosti transponovani matic

nasledujici tfi vlastnosti transponovani snadno ukazeme z definic

pro kazdé dvé matice A, B téhoz typu m x n a kazdé s € T plati

° (AT)T = A,

e (A+B) =AT + BT,

° (S-A)T:S-AT

Poditani s maticemi

4-9

Poditani s maticemi 4-10

Matice

Matice

Sloupcovy pohled na matici

matici A = (aj) typu m x n nad télesem T miizeme také povaZzovat
za posloupnost m-slozkovych vektori nad télesem T délky n

aij

. azj _

Jj-ty sloupcovy vektor matice A budeme oznacovat a;
amj

matici A pak zapiSeme jako A = (ai|az|---|ap)

1/2]3]4
= (slel7s)

Radkovy pohled na matici

zapi$eme matici AT transponovanou k matici A sloupcové

AT = (a1a|- - [am)

po transponovani AT dostaneme zpét piivodni matici

2 W

3y

zapsanou po fadcich

Pocitani s maticemi

4-11

Pocitani s maticemi 4-12




Matice

Matice

Radky a sloupce v sou¢tu matic a soudinu &isla s matici
jsou-li A= (ai|---|a,) a B =(by|---|b,) matice typu m x n,

pak plati A+ B = (a; + by|---|a, + b,)

al b
zapiSeme-li ob& matice radkové: A = : a B= : ,
i b7,
al +b]
pak také A+ B = :
al+b]
sa]
podobné sA = (sai|---|sa,) =
sal

Soudin matice s vektorem

definice: je-li A = (ai]az|- - - |a,) matice typu m x n nad télesem T
ab= (b1, by,...,b,)7 (sloupcovy) aritmeticky vektor s n-slozkami
z télesa T, pak definujeme soucin matice A s vektorem b jako

Ab = bjaj + brax + - -+ + bpa,

soucin Ab je tedy linearni kombinace posloupnosti sloupcovych
vektortl a1, as, ..., a, s koeficienty by, by, ..., b,

vysledkem je m-slozkovy vektor nad T

1
2 =

1 23
priklad: | 4 5 6
7 8 9 3

Poditani s maticemi
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Matice

Matice

Soustava linedrnich rovnic pomoci soucinu matice s vektorem

feSenim soustavy m linedrnich rovnic o n nezndmych nad T
a11x1 + apxe + -+ + ainxn = by
a21X1 + axxo + -+ + axpxn = b2

amiX1 + ameX2 + -+ + amnXn = bm

je n-slozkovy aritmeticky vektor x = (x1, X2, ...,x,)" nad T,

pro ktery plati
Ax=b

kde A = (ajj) je matice soustavy a b vektor pravych stran

Definice soudinu matic

definice: je-li A matice typu m x na B = (by|by|- - |b,) matice
typu n X p, obé nad stejnym télesem T, pak soucinem matic A a B
(v tomto poradi) rozumime matici

AB = (Aby|Aby| - [Ab))

Jj-ty sloupec soucinu matic AB se rovna soucinu matice A s j-tym
sloupcem matice B

soucin matice typu m x n s matici typu n X p je matice typu

1 2
1 2 3 4
priklad: | 3 4 ( ) =
5 6 56 7 8

Pocitani s maticemi
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Matice

Matice
Typy v soucinu matic graficky
n P
p
m n = |m
B
A AB

pocet sloupcli levé matice se musi rovnat poctu radki pravé matice
pocet radki v soucinu se pak rovna poctu radki levé matice

pocet sloupctl v soucinu se rovna poctu sloupcli pravé matice

Sloupce v soucinu matic graficky

J-ty sloupce v soucinu AB se rovna soucinu Ab; matice A s j-tym
sloupcem b; matice B

kazdy sloupec v soucinu AB je néjakou linedrni kombinaci sloupcl
matice A

Poditani s maticemi
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Matice

Matice
Dalsi priklady (nad R)
1 4 13 13 1 4
23 2 4 )" 2 4 23 =
3 6 3 6
2 2
(1,3,5) 4 | = 4 1(1,3,5) =
6 6

OG- G2)GE)-

nasobeni matic neni komutativni

Pocitani s maticemi
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Prvky v soucinu matic

¢emu se rovnd prvek na misté (i, k) v soucinu AB matic
A= (aij)mXH aB= (bjk)nxp ?

tvrzeni: jsou-li A = (ajj)mxn @ B = (bjk)nxp matice nad télesem
T, pak prvek na misté (i, k) v souéinu AB se rovna

n
£T
a,-1b1j + a,'gsz + -+ a,-,,b,,j = Z a,-jbjk =a; by
Jj=1

Pocitani s maticemi 4-20




Matice

Matice

Prvky v soucinu matic graficky

prvek na misté (7, k) v soudinu matic AB se rovna soucinu i-tého
radku matice A s k-tym sloupcem matice B

Y4

Ndsobeni matic je distributivni vzhledem ke scitani

tvrzeni: jsou-li A = (aj) a B = (bj;) matice téhoz typu m x n a
C = (c¢jk) matice typu n x p, pak plati

(A+B)C = AC + BC

diikaz: operace na obou stranach Ize provést a vysledkem je
matice typu m X p

ovéfime rovnost prvki na stejném misté (i, k)

v matici (A+ B)C :

v matici AC + BC :

Poditani s maticemi
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Matice

Matice

Plati i druha distributivita

tvrzeni: jsou-li C = (cjx) matice typu nx pa D = (dy), E = (ew)
matice téhoz typu p X g, pak plati

C(D+E)=CD+ CE

dikaz: tuto a vSechny dalsi vlastnosti operaci s maticemi Ize
dokazat podle stejné osnovy

1. presvédc¢ime se, ze vSechny operace na obou stranach jsou
definované
2. ovérime, Ze na obou stranach vyjdou matice stejného typu

3. dokadzeme, Ze kazdy prvek ve vysledné matici vlevo se rovna
prvku na tomtéz misté ve vysledné matici vpravo

4. krok 3. je zalozeny na definici pfislusnych operaci s maticemi
a vlastnostech pocitani v télese

Nasobeni matic je asociativni

tvrzeni: jsou-li B matice typu m x n, C matice typu n x pa D
matice typu p x g, pak plati

(BC)D = B(CD)
dukaz: souciny na obou stranich jsou definované a jsou typu m X q
proic€{1,2,....m}ale{l,2,...,q} je prvek na misté (i,/)

v matici (BC)D :

v matici B(CD) :

Pocitani s maticemi
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Matice

Dalsi vlastnosti operaci s maticemi

tvrzeni: pro libovolné matice A typu m x n a B typu n x p a kazdy
prvek s télesa T plati

e s(AB) = (sA)B = A(sB)
e (AB)T =BTAT

Matice

Poditani s maticemi 4-25

Radky v souinu matic

jak vypada i-ty fadek v soucinu AB matic A = (ajj)mxn a

i-ty ¥adek v souc¢inu AB se rovna i-tému sloupci v matici (AB) "
transponované k AB

i-ty sloupec v matici (AB)T = BT AT se podle definice soucinu
matic rovna BT 3;

BTa; je linedrni kombinace sloupcti matice BT = (by|by| - |b,)
s koeficienty v i-tém sloupci &; = (aj1, a2, ..., ai,) | matice AT
BTa; = ajiby + ajpby + - - + ajnb,; ity tadek v AB je tedy

(BT5,')T = a,-1|~)1T + a;252T + -+ a,-,,B,Z—

Poditani s maticemi
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Matice

Radky v soudinu matic graficky

i-ty radek v soucinu AB se rovnd linedrni kombinaci radkd matice
B s koeficienty v i-tém radku matice A

kazdy radek v soucinu AB je néjakou linearni kombinaci radku
matice B

Matice

Pocitani s maticemi 4-27

Jednotkové matice

definice: pro kazdé n > 1 definujeme jednotkovou matici fadu n
jako Ctvercovou matici I, = (aj)nxn, pro kterou plati

1
ajj = 0

tvrzeni: pro kazdou matici A typu m x n plati

pokud plati i =
pokud plati i # j

InA=A=Al,

dukaz:

Pocitani s maticemi
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Matice

Matice

Blokové nasobeni matic

libovolné dvé matice A = (ajj)mxn @ B = (bjk)nxp mizeme
vynasobit v poradi AB

obé matice rozdélime do Ctyr bloki

A11 A12 > ( Bll Bl2 )
A - N B =
< A1 | A2 B>y | By

mohlo by za néjakych predpokladi platit

AB — < A11B11 + A12Bo1 | A11Bio + A12Bao >
A21Bi1 + A2 Bo1 | Az Biz + A2z B

Proc¢ blokové nasobeni ?

prvek na misté (1,1) v soucinu AB je > 7 ; a1jbj1

prvek na misté (1,1) v souétu Aj1Bi11 + A12B21 je

ni n
E aljbjl + E aljbj]_
Jj=1

Jj=m+1

pocet aritmetickych operaci je v obou pripadech stejny

pokud soucin matic AB naprogramujete pomoci Zf:l ajjbji,

bude vas program v pripadé velkych matic vyznamné pomalejsi nez
od profesionald

Poditani s maticemi
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Matice

Matice

Software pro linearni algebru

profesionalni software je optimalizovany vzhledem k ¢asové
ndrocCnosti presouvani dat mezi riznymi typy paméti

nejkvalitn€jsi knihovna pro linearné algebraické vypocty je
LAPACK (Linear Algebra PACKage)

vyuzivajici knihovnu BLAS (Basic Linear Algebra Software)
obé knihovny jsou volné ke stazeni

vyuzivaji je i komer¢ni systémy jako Mathematica, Maple, Matlab

Leteckd spojeni

mezi Ctyfmi mésty jsou letecka spojeni podle obrazku

kolik je spojeni mezi mésty X; a Xy s nejvyse tfemi prestupy ?

spojeni popiseme matici

Pocitani s maticemi
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Matice

Matice

Mocniny matice spojl

prvek na misté (i, k) v matici A2 se rovna

aj181k + ajpaxk + aj3ask + aisdak

Fibonacciho posloupnost

v rliznych matematickych i prirodovédnych oborech se Ize setkat s
Fibonacciho posloupnosti

ta je definovana rekurentné predpisem

aga=1a =1 apo=apt1+a, pro n>1

otazka: cemu se rovna n-ty ¢len posloupnosti ?

v/ a vz
oznalime a, = " pro kazdé n e N
dn+1

Poditani s maticemi 4-33
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Matice

Matice

Vzorec pro n-ty ¢len

rekurentni definici Fibonacciho posloupnosti zapiSeme matici

pro ni plati Ba, = ( (1) 1 ) ( 3311 ) = ( z": ) =ani1
n n

takze a, = Ba;, a3 = Ba, = BBa; = B?a;y, ... , a,.1 = B"a;
(1+V5)" (1—v5)"
21\/5 21\/5

metoda, jak rychle umocnovat Ctvercové matice, bude na zacatku
druhého semestru

vyjde a, =

Speciélni typy matic
definice: ¢tvercovou matici A = (ajj) nazyvame

e diagonalni, pokud aj; = 0 kdykoliv i # j

e permutacni, ma-li v kazdém radku a kazdém sloupci pravé
jeden prvek 1 a ostatni 0

e horni trojihelnikovd, pokud a;j = 0 kdykoliv i > j

e dolni trojihelnikovd, pokud aj; = 0 kdykoliv i < j

u libovolné matice fikame, Ze prvky aj; tvori hlavni diagonalu.

Pocitani s maticemi 4-35

Pocitani s maticemi 4-36




Matice

Soucin specidlnich typ( matic

tvrzeni: jsou-li A, B ¢tvercové matice téhoz radu, pak jejich
soucin AB je

e diagonalni, jsou-li obé matice A, B diagonalni

e permutacni matice, jsou-li obé matice A, B permutacni

e horni trojahelnikova matice, jsou-li obé matice A, B horni
trojihelnikové

e horni trojlhelnikova s prvky 1 na hlavni diagondle, jsou-li obé
matice A, B horni trojihelnikové s prvky 1 na hlavni diagondle

e dolni trojahelnikova matice, jsou-li obé matice A, B dolni
trojihelnikové

e dolni trojahelnikova s prvky 1 na hlavni diagondle, jsou-li obé
matice A, B dolni trojihelnikové s prvky 1 na hlavni diagonale

dikaz: ve skriptech nebo jako cviceni

Matice

Poditani s maticemi
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Soustavy linearnich rovnic podruhé - obsah

B Soustavy linedrnich rovnic podruhé
MnozZina vSech FeSeni soustavy linedrnich rovnic

Soustavy linearnich rovnic podruhé

4-38

Matice

Mnozina vSech resSeni soustavy linedrnich rovnic
mnozinu vsech reSeni soustavy
Ax=Db
m linedrnich rovnic o n neznamych nad télesem T zapisujeme jako

u—{—thvp: tp, € T pro kazdé pc P
peP

e P je mnozina indexi bazovych proménnych

e u, vy, p€ P, jsou ,vhodné” n-slozkové aritmetické vektory
nad T

co znamena ,,vhodné" ?

Matice

Soustavy linearnich rovnic podruhé
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Partikuldrni reseni soustavy

hodnotu parametrii t, € T mizeme volit libovolné
zvolime-li t, = 0 pro kazdé p € P, dostaneme jedno feseni x = u
vektor u je jedno partikularni feSeni soustavy Ax = b

zvolime-li jeden parametr t, = 1 a ostatni parametry zvolime 0,

dostaneme jiné feSeni x = u + v, soustavy Ax = b

pozorovani: jsou-li u,w dvé reSeni soustavy Ax = b, pak jejich
rozdil w — u je feSenim soustavy Ax = o

dikaz: A(w —u) =

Soustavy linearnich rovnic podruhé
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Matice

Homogenni soustava linedrnich rovnic

v, = (u+vp) — u je rozdil dvou feSeni soustavy Ax = b
vektory v,, p € P, jsou proto feSenim soustavy Ax = o

definice: soustava Ax = o se nazyva homogenni soustava
linedrnich rovnic (pfislusnd k soustavé Ax = b)

dalsi pozorovani: je-li u reSeni soustavy Ax = b a v feSeni
prislusné homogenni soustavy Ax = o, pak u + v je také reseni

soustavy Ax =b

dukaz: A(u+v) =

Jadro matice

definice: mnozina vSech reSeni homogenni soustavy linearnich
rovnic AXx = 0 se nazyva jadro matice A nebo také nulovy prostor
matice A

oznaceni: Ker A

véta: je-li u jedno pevné zvolené partikularni rfeSeni soustavy
linedrnich rovnic Ax = b, pak se mnozina vSech reseni soustavy
rovna

{u+v:ve KerA} = u+KerA

dikaz: je-li w reseni soustavy Ax = b, pak w —u € Ker A
a w=u+(w—u)e{utv:ve KerA}

naopak pro libovolné v € Ker A je u + v feSenim soustavy Ax = b

Soustavy linearnich rovnic podruhé 4-41
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Matice jako zobrazeni - obsah

B Matice jako zobrazeni
Zobrazeni v roviné
Matice urcCuje zobrazeni
Soucin matic podruhé

Otoceni roviny kolem pocatku

rovinu oto¢ime kolem pocatku soutadnic o thel «

kam se pootoli bod se
soufadnicemi (p1, p2) ?

(p1,p2)

Matice jako zobrazeni 4-43
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Matice Matice
Otoceni roviny podruhé Otoceni roviny potreti
X2 X2
A A
1;2 (p1,p2) | S ! (p1,p2)
a i
a [0} |
@ . ol o
X L X1
1 P1 P
Matice jako zobrazeni 4-45 Matice jako zobrazeni 4-46
Matice Matice

Symetrie v roviné vzhledem k souradné ose

také symetrii vzhledem k prvni souradné ose v roviné Ize popsat
pomoci matice

X2
A
(p1,p2)
)22 *
E > X
11
) ) ittt 0‘
(p1,—p2)
Matice jako zobrazeni 4-47

Zobrazeni uréené matici

definice: je-li A = (a;;) matice typu m x n nad télesem T, pak
definujeme zobrazeni fa : T" — T™ urené matici A predpisem

fa(x) = Ax
pro kazdy aritmeticky vektor x € T"

priklad: otoceni v roviné kolem pocatku o thel oo v kladném sméru
je urcené redlnou matici

symetrie v roviné vzhledem k prvni souradné ose je urcena redlnou
matici

Matice jako zobrazeni 4-48




Matice

Matice

Z roviny do prostoru

5
zobrazeni fy : R? — R3 uréené matici [ 2 3
1

Jak si f, predstavit?
geometricky to nejde, pouze v pripadé , malych” matic
zndme predpis, jak spocitat fa(x) pro kazdé x € T"

je to ,,Cerna skrinka"

Xp—>

fA > »n

Xy — >
>
X3
Matice jako zobrazeni 4-49 Matice jako zobrazeni 4-50
Matice Matice

Dotazy pro Cernou skrifku

x ——~—»] A >y
n m
A = (ar]az|---]a,) typu m x n

jaka je tvoje hodnota v bodé€ x ?

je-li x = (1,0,...,0)7, zrcadlo odpovi:

Prvky kanonické baze v T"

definice: vektory e; = (0,...,0,1,0,...,0)T € T" pro
j=1,...,n nazyvame prvky kanonické bazev T"

pro kazdy prvek kanonické baze plati f4(e;) = a;
vhodnymi dotazy ke krabiéce fa zjistime, jak vypada matice A
matice A je zobrazenim f4 urend jednoznacné

nebo jinak: rlizné matice téhoZz typu m x n urcuji rliznad zobrazeni z
T"do T™

Matice jako zobrazeni 4-51
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Matice

Dalezité vlastnosti zobrazeni f,4

tvrzeni: je-li A matice typu m x n nad télesem T, pak pro kazdé
dva aritmetické vektory x,y € T" a kazdy prvek s € T plati

o fa(sx) = sfa(x)

° fA(X + y) = fA(X) + fA(Y)
dikaz: f(sx) =
fA(X + Y) =

otazka: zobrazeni f : R> — R? je definované predpisem

muze byt f = f, pro néjakou matici A ?

Matice

Matice jako zobrazeni
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Zobrazeni uréend maticemi a soudin matic

tvrzeni: je-li A matice typu m x n a B matice typu n x p nad

stejnym télesem T, pak zobrazeni f4 : T" - T" a fg: TP - T"

muizeme slozit v poradi fafg a pro sloZzené zobrazeni
fafg : TP — T™ plati
fafg = fag

diokaz: pro kazdy vektor x € T, plati
fAfB(X) =

krabi¢kové:

e B n n A e

Matice jako zobrazeni
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Matice

Souctové vzorce pro sinus a cosinus

priklad: rovinu otolime kolem pocatku o thel 3 a poté o thel o
otoceni o a +  ma matici:
coby slozeni dvou rotaci ma také matici
cosa  —sina cosf —sin@ |
sina cosa sin3 cosf3 )
obé matice urcuji tutéz rotaci o thel o + 3, musi se rovnat

proto plati

Matice

Matice jako zobrazeni
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Symetrie vzhledem k pfimce prochazejici po¢atkem

najdeme matici symetrie urcené pfimkou prochazejici pocatkem

X2
A

Matice jako zobrazeni
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Matice Matice

Rozklad symetrie na jednodussi zobrazeni Vypocet matice symetrie
Matice jako zobrazeni 4-57 Matice jako zobrazeni 4-58
Matice Matice
SloZeni rotace se symetrii Ortogonalni projekce na pfimku prochazajici po¢atkem

co vyjde slozenim rotace o Ghel —« se symetrii vzhledem k ose x; 7

X2

> x|

Matice jako zobrazeni 4-59 Matice jako zobrazeni 4-60
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Matice

Regularni matice - obsah

B Regularni matice
Elementarni matice
Invertovatelné matice
Reguldrni matice
Vypocet inverzni matice
Ekvivalentni podminky s regularitou

Elementarni matice

definice: elementarni matice radu n je libovolnd matice, kterou
dostaneme z matice /, jednou elementdrni radkovou Gpravou

priklady elementdrnich matic fadu 3:
0 01 1 00 1 00 1 00
o1ro0}|,{0O1TO0O]J],{01O0],]01¢t
1 00 0 0 ¢t t 01 0 01

elementarnich matic radu 4:

1 000 1 0 00 1 000
01 00 0 -1 00 01 00
000 1| 0 0 1 0| 3010
0 010 0 0 01 0 001
Regularni matice 4-61 Regularni matice 4-62
Matice Matice
Efekt nasobeni elementarni matici zleva Obecné elementdrni matice 1
00 1 b/ 1 1
010 bl | = 1
100 b] 0 1
: : t
1 0
1
1 1

1 00
010
t 01

1 00
01
00

—

100 b/
010 b] | =
00 t bl

~ ~/ ~
[ gt 3 = gt 3 = ub]
1

prehozeni radka ndsobeni raddku nenulovym d&islem

vsechny nevyznacené prvky na hlavni diagonale jsou 1,
vSechny nevyznacené prvky mimo hlavni diagondlu jsou 0

Reguldrni matice 4-63
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Matice

Obecné elementarni matice 2

1 1

pri¢teni t-nasobku jednoho radku k jinému radku

vSechny ostatni prvky mimo hlavni diagonalu jsou 0,
vsechny prvky na hlavni diagonale jsou 1

Matice

Regularni matice 4-65

77

co se stane, vynasobime-li matici elementarni matici zprava ?

Regularni matice
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Matice

Invertovatelné matice

definice: ¢tvercova matice A radu n se nazyva invertovatelna,
pokud existuje ¢tvercovd matice X radu n, pro kterou plati

AX = I, = XA, matice X se pak nazyva inverzni matice k matici
A: oznadeni inverzni matice: A~!

pozorovani: jsou-li A, X, Y Ctvercové matice téhoz radu n, pro
které plati YA =1, = AX, pak plati Y =X

dukaz:

dusledek: je-li A invertovatelnd, pak je A~! uréend jednoznaéné

o . , .. , 10
priklad matice, ktera neni invertovatelna: 0 0

Matice

Reguldrni matice 4-67

Reguldrni matice

definice: ¢tvercova matice A fadu n nad télesem T se nazyva
regularni, pokud uréuje vzajemné jednoznacné zobrazeni
fa: TN —>T"

pozorovani 1: je-li A regularni, pak ma soustava lineadrnich rovnic
Ax = b pravé jedno reseni pro kazdou pravou stranu b

dukaz:

pozorovani 2: kazda invertovatelnd matice je regularni

dukaz:

Reguldrni matice
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Matice Matice
Které matice jsou regularni? Vypocet inverzni matice k reguldrni matici
A= ( cosa —shna > sloupcovy zépis jednotkové matice I, = (e1lez|- - - |ep)
sina cos«
plati-li AX = I, pro néjakou matici X = (x1|x2|- - |x,) Fadu n, je
B ( cosa sin >
sina — cos
AX = A(x1|x2| - - [xn) = (Ax1|Ax2| - - - |Axp) = (e1lez]| - - [en)
c_ -1 0 . vz
= 0 1 tj. Ax; = e; pro kazdé j =1,2,...,n
je-li A reguldrni, ma kazda takova soustava jednoznacné reseni
00
D =
(0 1)
ke kazdé reguldrni matici existuje matice inverzni zprava
Regularni matice 4-69 Regularni matice 4-70
Matice Matice
Priklad Udélame to Iépe
2 ~—1 0 2 -1 0|1 00
A= -1 2 —1 |, zkusime najit matici inverzni zprava -1 2 -1/0 10 |~
0o -1 2 0 -1 2|0 01

Reguldrni matice

4-71

Reguldrni matice 4-72




Matice

Matice

Pro¢ to vyjde vzdy

kazdou elementarni fadkovou dpravu matice (A|l,) udélame
pomoci néjaké elementarni matice E:

E(All,) = (EAIEI,)
posloupnosti elementarnich radkovych Gprav dosteneme

Ex- - EsExE1(A|l,) = Ey - - - E3sEx(E1A|Ey)
= Ex E3(BELAIBE) = (Ex- - BB ELA|Ex - - 3B Ey)

je-li vysledkem elementarnich Gprav matice (/5| X), plati
(Ek -+ BBESE1A|Ek - - - E3EpEq) = (15]X),

tj, Ex---EB3EEi =X a XA=E - -EBEEA=I,

Priklad

zkusime najit matici inverzni k matici A nad télesem Zs

A=

>~ W o

2
1
2

= A~

Regularni matice 4-73 Regularni matice 4-74
Matice Matice
Kdyz inverzni matice neexistuje Nékdy to Ize uhadnout
, ., e , .. v . -1
zkusime najit matici inverzni k matici A nad télesem Z» ( cosa  —sina >
101 sinav cosa
A= 0 1 1
. -1
1 10 cosa  sina
sin  — cos«
2 . -1
Cos” « sin (v cos &
( sin «r cos o sin® a )
-1
1 00
010
0 31
4-76

Reguldrni matice 4-75

Reguldrni matice




Matice Matice
Shrnuti - 1. ¢ast Dokonceni ditkazu
véta: pro Ctvercovou matici A fddu n nad T je ekvivalentni
1. A je regularni
2. zobrazeni f4 : T" — T” je na mnozinu T"
3. zobrazeni f4 je prosté
4. soustava Ax = 0 ma jediné reseni x =0
5. Gaussova eliminace prevede A do horni trojihelnikové matice s
nenulovymi prvky na hlavni diagonale (tj. bez nulovych fadku)
6. A lze prevést pomoci e do matice /,
7. A je invertovatelna
dukaz:
Regularni matice 4-77 Regularni matice 4-78
Matice Matice

Elementarni matice jsou reguldrni

staci najit ke kazdé elementarni matici inverzni matici

inverzni matice k elementdrni matici je opét elementarni

Reguldrni matice 4-79

Vztah inverze a dalSich operaci

tvrzeni: jsou-li A, B regularni/invertovatelné matice stejného fadu
nnad T a t € T nenulovy prvek, pak plati

e A ljereguldrnia (A1) =A

o AT jereguldrmia (AT)"1 = (A 1)T
o tA je reguldrni a (tA)~1 = t71A71

e AB je regularni a (AB)™! = B71A1

dikaz: staci vzdy ovérit, Zze matice vpravo je inverzni k té vlevo

Reguldrni matice 4-80




Matice

Matice

Shrnuti - druha &ast

pokracovani duilezité véty: pro Ctvercovou matici A fadu nnad T
jsou nasledujici podminky ekvivalentni

7. A je invertovatelna
8. existuje matice X takova, ze AX =1,
9. existuje matice Y takova, ze YA =1,

10. A lze vyjadrit jako soucin elementarnich matic

dakaz: vime uz, ze podminka 7. je ekvivalentni jakékoliv z
podminek 1.-6.

Priklad nad Zs

Regularni matice

4-81

0 2 4
zkusime najit inverzni matici k maticic A=| 3 1 4
4 2 1
Regularni matice 4-82

Matice

Matice

Priklad nad Z,

zkusime najit inverzni matici k matici A =

= o
= = o
O = =

Vzorec

je-li A regularni, pak Ax = b ma feeni x = A~ lb

Reguldrni matice

4-83

0 2 4 X1 1
soustava 314 X2 = 2 ma nad Zs reSeni
4 2 1 X3 3
Reguldrni matice 4-84




Matice

Desata charakterizace regularity

tvrzeni: ¢tvercova matice A je reguldrni pravé tehdy, kdyz jde
napsat jako soucin elementdrnich matic

Matice

Posloupnost elementarnich radkovych Gprav

tvrzeni: jsou-li A, B jsou matice typu m X n nad télesem T, pak B
Ize z A ziskat posloupnosti elementarnich radkovych Gprav pravé
tehdy, kdyz existuje reguldrni matice R rddu m nad T takova, ze

dukaz: B = RA
dukaz:
Regularni matice 4-85 Regularni matice 4-86
Matice Matice
LU-rozklad - obsah Priklad
2 2 2|1
reSime soustavu 4 7 7 |2
m [ U-rozklad 6 18 2277
Priklad
LU-rozklad
Kdyz je nutné prohazovat radky
2 2 2|7
a soustavu 4 7 7 |2
6 18 22 |1

LU-rozklad

4-87

LU-rozklad 4-88




Matice Matice
pokracovani Zaznamy jednotlivych cykl( Gaussovy eliminace
R = E3(EE) Rl = (BE)1E™
2 2 2|6
ated | 4 7 7 |24
6 18 22|70 E2E1 — (E2E1)—1 _
Es = El=
Ax =b RAx = Rb Ux = Rb R lUx=b R = (EE) 6T =
LU-rozklad 4-89 LU-rozklad 4-90
Matice Matice
Prima a zpétnd substituce Inverzni matice k trojihelnikovym
tvrzeni: pro regularni dolni (horni) trojihelnikovou matici R fadu n
Fedime soustavu R~ 1Ux=b, kde plati, ze inverzni matice R~! je také dolni (horni)trojihelnikova
10 0 22 2] 6 6 ma-li navic matice R na hlavni diagonadle vSechny prvky rovné 1,
Ri=210| u=[033|12]| b=| 24 pak i matice R~ ma samé jednotky na hlavni diagonale
3 41 0 0 4| 4 70

LU-rozklad

4-91

dukaz:

LU-rozklad

4-92




Matice

Matice

Dokonéeni dikazu

LU-rozklad obecné

predpoklady: pfi rfeSeni soustavy Ax = b neprehazujeme radky,

matice A je regularni

vysledkem Gaussovy eliminace matice A je horni trojihelnikova
matice U s nenulovymi prvky na hlavni diagonale

vSechny radkové Gpravy odpovidaji dolnim trojihelnikovym
maticim Ei, Ep, ..., Ex s jednotkami na hlavni diagonale

jejich sou¢in R = Ej - - - ExE; je dolni trojihelnikova matice s
jednotkami na hlavni diagonale

R~ = L je dolni trojtihelnikova s jednotkami na hlavni diagonale

RA=U, proto A=R U =LU

LU-rozklad

4-93

LU-rozklad 4-94

Matice

Matice

Véta o LU-rozkladu

véta: je-li A je reguldrni matice fadu n, u které pfi Gaussové
eliminaci nemusime prohazovat radky, pak existuji regularni matice
L, U ¥adu n, pro které plati

e A=LU

e L je dolni trojihelnikova s jednotkami na hlavni diagondle

e U je horni trojuhelnikova s nenulovymi prvky na hlavni

diagonale

matice L, U jsou témito podminkami uréeny jednoznacné

dikaz jednoznacnosti

LU-rozklad

4-95

Matice L = R !

zaznam prvniho cyklu Gaussovy eliminace

zaznam druhého cyklu Gaussovy eliminace

LU-rozklad 4-96




Matice Matice
Zaznam j-tého cyklu Gaussovy eliminace Soucin matic FJ-_1
LU-rozklad 4-97 LU-rozklad 4-98
Matice Matice
Dokoné&eni popisu matice L = R~? Priklad
2 1 1
spocteme LU-rozklad matice A = 4 -6 0
-2 7 2

LU-rozklad

4-99

LU-rozklad

4-100




Matice

Matice

Vyuziti LU-rozkladu

pri opakovaném freseni soustavy Ax = b pro rizna b

Nékdy to bez prohazovani radkl nejde
01
10
Gaussova eliminace s ¢dste¢nou pivotaci je numericky stabilnéjsi

véta: je-li A reguldrni matice fadu n, pak existuje permutacni
matice P a regularni matice matice L, U, vSechny radu n, pro které

plati

e PA=LU

e L je dolni trojuhelnikova matice s jednotkami na hlavni
diagonale

e U je horni trojuhelnikovéa matice s nenulovymi prvky na hlavni
diagonale

LU-rozklad 4-101 LU-rozklad 4-102
Matice

Matice

Priklad

permutacni matice P neni uréena jednoznacné
pokud LU-rozklad matice PA existuje, je jednoznacny

priklad pouzijeme Gaussovu eliminaci s ¢aste¢nou pivotaci na

matici
1 2 -3 4
4 8 12 -8
A= 2 3 2 1
-3 -1 1 -4

najdeme permutac¢ni matici P a LU-rozklad PA = LU

LU-rozklad

4-103

Pocitadlo permutace P

k A pridame sloupec (1,2,3,4)7, do kterého budeme
zaznamenavat prohazovani radkd

1 2 -3 4|1
4 8 12 -8 2
2 3 2 13

3 -1 1 -4|4

LU-rozklad 4-104




Matice Matice
Dokonceni prikladu pouziti LU-rozkladu s ¢astecnou pivotaci
mame fesit soustavu Ax = b s reguldrni matici A
zname rozklad PA= LU
soustava je ekvivalentni soustavé PAx = Pb
vektor Pb snadno spocteme
soustavu LUx = Pb vyreSime prfimou a zpétnou substituci
LU-rozklad 4-105 LU-rozklad 4-106
Matice Matice

B Pouziti matic
Uloziété dat
Matice grafu
Rovnovazné stavy

Pouziti matic - obsah

Ulozisté dat
mnohd data jsou prirozené usporadana do matic

ceny akcii:
radky =~ akcie sloupce ~ dny

ajj zavére¢nd cena i-té akcie v j-tém dni

prijimaci Fizeni: ¢ast je formou pohovoru
skupina tfi porotcli hodnoti uchazece ve 12 kritériich
hodnoceni miizeme uloZit do tfi matic A, B, C podle porotcl

A = (ajj), kde ajj je hodnoceni i-tého posluchace v j-tém kritériu

Pouziti matic

4-107

Pouziti matic

4-108




Matice

Matice

Vstupy do vyroby

néjakd korporace vyrabi radu produkti

k jejich vyrobé pouzivda mnoho vstupti (materidl, soucastky,
pracovni sily, energie, vodu, atd.)

materidlovou naro¢nost vyroby lze zapsat do matice A = (aj;)

e a;j je pocet jednotek vstupu j potfebnych k vyrobé produktu i
mize byt nékdy a;; <0 7?

e vektor vstupl x: x; oznacuje cenu jednotky vstupu j
co znamenad soucin Ax 7

ktery produkt ma vyrobni cenu nejcitlivéjsi na cenu vody ?

Digitdlni foto

digitalni fotoaparat zaznamendva pro kazdy pixel jeho barvu

kazdou barvu lze sloZit ze tfi barev - R,G,B

intenzita kazdé ze tfi barev v daném pixelu je zaznamenana
pomoci 1 bytu, Cili posloupnosti 8 nul a jednicek

ty jsou ukladany pro kazdou ze tfi barev do samostatné matice
jako celd &isla mezi —127 a +128

jedna fotka vyrobend fotoaparatem, ktery ma 8 Mpixell, by tak
vyzadovala pamét velikosti 24 MB

na disk velikosti 1 GB bychom mohli ulozit 40 fotek

Vv

fotky se proto komprimuji, nejznamé;jsi komprimacni format je jpeg

Pouziti matic 4-109

Pouziti matic

4-110

Matice

Matice

Matice grafu

Jind matice grafu

Pouziti matic 4-111

Pouziti matic

4-112




Matice

Pruziny

Matice

Matice A

Pouziti matic 4-113 Pouziti matic 4-114
Matice Matice
Hookelv zakon Rovnovazny stav
vnitrni sily v pruzinach
vektor vnitfnich sil plsobicich na spoje
Pouziti matic 4-115 Pouziti matic 4-116




Linedrni prostory

Linedrni prostory

Kapitola 5

Linedrni prostory

Pojem linedrniho prostoru - obsah

B Pojem linedrniho prostoru
Operace s vektory
Definice linedrniho prostoru
Priklady

5-1

Pojem linearniho prostoru

5-2

Linedrni prostory

Linearni prostory

Operace s vektory

téleso je abstrakce pocitani s redlnymi Cisly
linedrni prostor je abstrakce pocitani s aritmetickymi vektory

operace s aritmetickymi vektory

pocitani s redlnymi funkcemi jedné redlné proménné

Pojem linearniho prostoru

5-3

Definice linearniho prostoru

definice: Linearni prostor nad télesem nad télesem T je mnozina
V spolu s bindrni operaci + na V' a operaci - ndsobeni prvki
mnoziny V prvky télesa T, které spliuji nasledujici axiomy

(vS1) pro libovolné u,v,w € V plati (u+v) +w =u+ (v+ w)
(vS2) existuje o € V takovy, Ze pro libovolné v € V plativ+o=v
(vS3) pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v+ (—v) =0
(vS4) pro libovolné u,v € V platiu+v=v+u

(vN1) pro libovolnéve Vaa,be Tplatia-(b-v)=(a-b)-v
(vN2) pro libovolné v e V platil-v=v

(vD1) pro libovolné v € V aa,be T plati (a+b)-v=a-v+b-v
(vD2) pro libovolnéu,v e Vaac T platia- (u+v)=a-u+a-v

Pojem linedrniho prostoru

54




Linedrni prostory

Linedrni prostory

Poznamky k definici linedrniho prostoru

e linedrni prostor V je mnozina V spolu s operacemi
e prvkim télesa T budeme rikat skalary

e prvkim mnoziny V budeme ¥ikat prvky prostoru
e misto a-v budeme psat av

e v - a ani va neni definované

e linedrni prostor ma vzdy aspon jeden prvek o

e v definici vystupuji dvé nuly — nulovy skaldr 0 € T a nulovy
prvek o € V

e Vv linearnim prostoru lze definovat linearni kombinace:
aivi + asvo + - - - + apvy

e soucet linedrnich kombinaci a skalarni nasobek linearni
kombinace jsou opét linedrni kombinace

Priklady linedrnich prostort

e aritmeticky vektorovy prostor T"

e prostor T™*" matic typu m x nnad T

e prostor P polynom( s redlnymi koeficienty

e prostor P1g polynomi stupné nejvyse 10 s redlnymi koeficienty
e prostor F redlnych funkci jedné redlné proménné

e prostor C(0, 1) spojitych redlnych funkci na intervalu (0, 1)

e prostor C(0, 1) diferencovatelnych funkci na intervalu (0, 1)

Pojem linearniho prostoru

5-5

Pojem linearniho prostoru

5-6

Linedrni prostory

Linearni prostory

Jednoduché dlsledky axiom( linedrniho prostoru

tvrzeni: v kazdém linedrnim prostoru V nad télesem T plati

1. nulovy prvek o je uréeny jednoznacné

2. rovnice u 4+ x = v ma pro pevna u,v € V pravé jedno reseni,
specidlné, opacny prvek —v je prvkem v urcen jednoznacné
Ov = o pro libovolny prvek v € V

ao = o pro libovolny skaldar a € T

je-li av = o, pak bud a=0 nebov =0

I

—v = (—1)v pro libovolny prvek v € V, specidlné —(—v) =v

Podprostory - obsah

B Podprostory
Definice podprostoru
Priklady podprostort
Linearni obal
Prostory urcéené matici

Pojem linearniho prostoru

5-7

Podprostory

5-8




Linedrni prostory

Definice podprostoru

definice: je-li V linearni prostor nad T, pak linearni prostor U nad
télesem T je podprostorem V, pokud U C V a operace +a-v U
se shoduji s prisluSnymi operacemi ve V; zapis: U <V

budeme také rikat, ze podmnozina U C V je podprostor V

tvrzeni: je-li V vektorovy prostor nad télesem T, pak neprazdnd
podmnozina U mnoziny V je podprostorem V pravé tehdy, kdyz
e (,uzavfenost na séitani") pro libovolné u,v € U plati
ut+vel

e (,uzavfenost na nasobeni skaldarem") pro libovolné v € U a
ac T plati av € U.

Linedrni prostory

Podprostory

5-9

Dikaz

trivialni podprostory prostoru V

Podprostory

5-10

Linedrni prostory

Podprostory R?

Linearni prostory

Podprostory

5-11

Podprostory R3

Podprostory

5-12




Linedrni prostory

Linedrni prostory

P¥imka v Z2

(€X0)
(1,3)
4.2)
0,1) 2,1

0,0) (1,0)

Jadro matice je podprostor

tvrzeni: pro libovolnou matici A typu m x n nad T je jadro Ker A
podprostor T"

dukaz:

otazka: umime popsat Ker A pomoci zobrazeni f4 : T" — T™ 7

Podprostory 5-13

Podprostory

5-14

Linedrni prostory

Linearni prostory

Linedrni kombinace a linedrni obal

definice: jsou-li vi, vy, ..., vy prvky linedrniho prostoru V nad T a
ti, t, ..., tx € T skaldry, pak prvek

t1vy + vy + - - -+ Vg

se nazyva linearni kombinace prvki vi, va, ..., vk €V

s koeficienty t1, to, ..., tk
Linearni kombinaci prazdného systému vektort definujeme jako

nulovy vektor.

definice: je-li V linearni prostor nad T a X C V, pak linedarnim
obalem mnoziny X rozumime mnozinu (X) vSech moznych
linedrnich kombinaci prvka X, tj.

(X) = {t1V1+t2V2+' otV ck€Ng, vy, ve €X) b, t E T}

Linearni obal je podprostor

tvrzeni: pro kazdou podmnozinu X linedrniho prostoru V nad T je
linedrni obal (X) podprostor V

dukaz:

Podprostory 5-15

Podprostory
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Linedrni prostory

Co je linearni obal

tvrzeni: je-li V linedrni prostor nad T a X C U <V, pak (X) C U

dukaz:

dusledek: linedrni obal (X) je nejmensi podprostor V obsahujici
mnozinu X

Linedrni prostory

Podprostory

5-17

Rovnost linedrnich obald

tvrzeni: jsou-li X, Y dvé podmnoziny linedrniho prostoru V nad T,
pak plati

(X) C(Y) pravé kdyz pro kazdé x € X plati x € (Y)

dikaz:

Podprostory

5-18

Linedrni prostory

Generatory

definice: rikdime, ze mnozina X generuje linearni prostor V nad
télesem T, pokud (X) = V

také rikdme, ze X je mnoZina generatort prostoru VV

vzdy X generuje (X)

priklady: co generuji nasledujici mnoziny 7
e prazdnd mnoZina ) C V
o {e1,e2} ={(0,1)7,(1,0)7} C T?
. {(1.2,3)T} C R
e {1,x,x’} CP

Linearni prostory

Podprostory

5-19

Prostor posloupnosti realnych Cisel

symbolem R oznacujeme linearni prostor vSech posloupnosti
redInych Cisel s prirozenymi operacemi

priklad: mnozina vSech posloupnosti konvergujicich k 0 je

priklad: co generuje mnozina

{(1,0,0,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,...), ...} CR™® ?

Podprostory

5-20




Linedrni prostory

Linearni obal kone¢ného souboru

tvrzeni: je-li (v1,...,vk) posloupnost prvki linearniho prostoru V
nad télesem T, pak

Vi, vy ={tivi - tevg s by, b€ T

dukaz:

Linedrni prostory

Podprostory

5-21

Sloupcovy a radkovy prostor

definice: je-li A= (aj]az|---|a,) matice typu m x n nad T, pak
e sloupcovy prostor matice A je linedrni obal
<al, ay, -
e radkovy prostor matice A je prostor
,am) CT"

,ap) CT™, oznadeni: ImA
lmAT = <51, 52, s

- . [ ... (1 3 4 .
pfiklad: pro redlnou matici A = < 5 7 _1 ) je

e IMA =

o IMAT =

Podprostory

5-22

Linedrni prostory

Ekvivalentni definice Im A

pro matici A = (ai|az|---|a,) typu mx nnad T ab € T™ plati

b € ImA pravé kdyz

tvrzeni: soustava linedrnich rovnic Ax = b je reSitelnd pravé kdyz

Linearni prostory

Podprostory

5-23

Priklad

1 0 1 2 3
i ici = ?
platl(o>,(1)€ImA pro matici A (45 6)'

plati (7,8,9)T € ImAT ?

Podprostory

5-24
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Linedrni prostory

Prostory urcené matici

kazda matice A typu m x n nad télesem T urcuje Ctyfi prostory
ImA, Ker AT < T™

ImAT, Ker A < T"

tyto prostory obsahuji mnoho dalezitych informaci o matici A

abychom tyto informace z matice A dostali, budeme zkoumat jak
se prostory uréené matici A zméni pod vlivem Fadkovych a
sloupcovych Gprav

Vliv fadkovych tprav

tvrzeni je-li R reguldrni matice fddu m a A = (aj|az|- - |an)
matice typu m X n, obé nad stejnym T, pak

o Ker(RA) = Ker A
e Im(RA)T = ImAT

diukaz:

Podprostory 5-25

Podprostory

5-26

Linedrni prostory

Linearni prostory

Priklad
raddkové Gpravy mohou zménit sloupcovy prostor Im A

jednoduchy priklad je redlnd matice A = ( (1) (1) )

plati ImA = ((0,1)7) = {£(0,1)" : t e R}

prohodime-li v A radky, dostaneme matici B = ( (1) (1) )

ImB = {(1,0)7) = {s(1,0)7 : s e R} # ImA

podobné jednoduchy vypocet také ukaze Ker AT # Ker BT

Vliv sloupcovych Gprav

tvrzeni je-li Q reguldrni matice fadu na A= (ai|az|---|an)
matice typu m x n, obé nad stejnym T, pak

o Im(AQ)=1ImA
o Ker (AQ)T = Ker AT

dukaz:

Podprostory 5-27

Podprostory
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Linedrni prostory

Linedrni (ne)zavislost - obsah

B Linedrni (ne)zdvislost
Definice linedrni (ne)zavislosti
Elementarni Gpravy a linedrni (ne)zavislost

Linedrni prostory

Linearni (ne)zavislost

5-29

Definice linedrni (ne)zavislosti
definice: je-li V linedrni prostor nad télesem T, pak posloupnost
prvkl (vi,va,...,Vvk) prostoru V nazyvdme linedrné zavisld, pokud
je néktery z prvki v; linedrni kombinaci zbyvajicich prvk
V1, V2, .y Vi1, Vit1, -5 Vi

v opaném pripadé fikdme, Ze posloupnost (vi,va, ..., V) je

linearné nezavisla

priklad: posloupnost aritmetickych vektort
((1,0,0,0)T, (0,1,0,0)7,(0,0,1,0)7,(0,0,0, 1)T)

z aritmetického prostoru Zg‘ je linedrné

Linearni (ne)zavislost 5-30

Linedrni prostory

Linedrni (ne)zavislost pomoci linearniho obalu

priklad:

e v libovolném linedrnim prostoru V je posloupnost (u,v,u + v)

e v prostoru F redlnych funkci redlné proménné je posloupnost

(cosxsinx + 5,1,sin(2x) + 3)

pozorovani: posloupnost (vi,vs, ..., vg) je LN pravé kdyz v ni

existuje prvek v; takovy, ze
Vv € <Vla Vo,...,Vi—1,Vi41,... ,Vk>
coz nastane pravé kdyz

(Vi,Vo, ..., Vk) = (V1,V2, ..., Vi1, Vig1,. .., Vk)

Linearni prostory

Linearni (ne)zavislost
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Jednoduché vlastnosti linedrni (nezavislosti)

neformalné: posloupnost (vi,vy, ..., vk) je LN pravé kdyz kazdy
jeji prvek zvétsi linearni obal ostatnich prvki
dalsi jednoducha pozorovani:

e obsahuje-li posloupnost (vi,vo, ..., vk) nulovy prvek o, je

obsahuje-li dva stejné prvky, je

jsou-li vSechny jeji prvky navzajem rizné, je

jednoprvkova posloupnost v je linedrné nezavisla pravé kdyz

podposloupnost linedrné nezavislé posloupnosti je

nadposloupnost linearné zavislé posloupnosti je

linedrni (ne)zavislost nezavisi na poradi prvki v posloupnosti

Linearni (ne)zavislost 5-32




Linedrni prostory

Linedrni prostory

Ekvivalentni podminky s linedrni nezdavislosti

véta: pro posloupnost (vi,...,vk) prvkd linedrniho prostoru V nad
télesem T jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni
1. posloupnost (vi,...,vk) je linedrné nezavisla
2. zadny z prvki v; (1 <7 < k) nelze vyjadfit jako linearni
kombinaci predchozich prvki vi,...,v; 1
3. nulovy prvek o Ize vyjadfit jako linedrni kombinaci prvki
Vi,V2, ..., V) pouze trividlnim zplisobem
0 = 0vy + Ovy + - -+ + Ovy
4. kazdy prvek b € V Ize vyjadrit jako linedrni kombinaci prvki

Vi, V2, ..., Vx nejvySe jednim zplisobem
Formulaci 3. |ze také vyjadrit tak, ze pro kazdé aj,az,...,ax € T
Z rovnosti

aivi +axVvo + -+ akvg =0

plyneai=a=---=a, =0

Dikaz

Linearni (ne)zavislost 5-33
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Linedrni prostory

Linearni prostory

Priklad

v aritmetickém vektorovém prostoru Z§ zjistime, je-li posloupnost
((1,1,1,1)7,(1,2,1,1)7,(0,1,0,1)7)

linedrné nezavisla

Linedrni nezdvislost posloupnosti aritmetickych vektort

tvrzeni: posloupnost sloupcovych vektorii matice

A = (ai|az|---|ap) typu m x n nad télesem T je linedrné nezavisla
pravé tehdy, kdyz Ker A = {0}, tj. pravé kdyz ma soustava Ax = o
pouze trividlni feSeni x = o

dukaz:

Linearni (ne)zavislost 5-35
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Elementérni dpravy a linedrni (ne)zavislost Dikaz

tvrzeni: jsou-li A= (ai|az|---|a,) matice typu m x n, R regularni
matice radu m a Q reguldrni matice fadu n, vSechny nad stejnym
télesem T, pak plati

1. posloupnost (aj,az,...,a,) sloupcovych vektori matice A je
linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz je linearné nezavisla
posloupnost sloupcovych vektori matice AQ

2. posloupnost (aj,ay,...,a,) sloupcovych vektorli matice A je
linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz je linearné nezavisla
posloupnost sloupcovych vektori matice RA

Linearni (ne)zavislost 5-37 Linearni (ne)zavislost

Linedrni prostory Linearni prostory

Dusledek Znovu Gaussova eliminace a zpétna substituce

elementarni radkové tpravy neméni linedrni (ne)zavislost

posloupnosti sloupcovych vektord ani posloupnosti radkovych 1 23 4 5
vektor(l matice 2 47 9 12
2 4 8 11 14

elementarni sloupcové Gpravy neméni linearni (ne)zavislost
posloupnosti sloupcovych vektort ani posloupnosti radkovych
vektor(l matice

dilkaz:
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Linedrni prostory

Co jesté plyne z rovnosti Ker A = Ker (RA)
pro kazdy aritmeticky vektor x = (x1,x2,...,x,)" € T" plati
xija1 +xpaz2 + .-+ Xxpap =0
pravé kdyz (xi,xo,...,xn)" € Ker A= Ker (RA), coz je pravé kdyz

X]_(Ral) + x2(Ra2) + -+ x,,(Ra,,) =o0

neformalné to Ize vyjadrit: ,mezi sloupci matice A plati tytéz
linedrni vztahy jako mezi sloupci matice RA"

napriklad:

Linedrni prostory

Linearni (ne)zavislost

5-41

Linedrni (ne)zavislost posloupnosti radkovych vektort

tvrzeni: posloupnost radkovych vektorii matice v odstuprnovaném
tvaru je linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz matice neobsahuje
nulovy radek

dukaz:

Linearni (ne)zavislost 5-42

Linedrni prostory

Priklad

chceme zjistit, je-li posloupnost aritmetickych vektor(
((17 37> 37 457 1)T7 (07 -6 17 7Te7 4)T7 (07 _123 07 337 2)T)

v prostoru R lineadrné zavisla nebo nezavisla

Linearni prostory

Linearni (ne)zavislost
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Dalsi priklad

zjistime jinym zpulsobem, je-li posloupnost vektor(
((1,1,1,1)7,(1,2,1,1)7,(0,1,0,1)T)

v aritmetickém vektorvém prostoru Zg' linedrné nezavisla

Linearni (ne)zavislost 5-44
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Linedrni prostory

Baze a dimenze - obsah

B Bdze a dimenze
Pojem baze
Konecné generované prostory
Steinitzova véta o vyméné
Baze jako systém souradnic
Zména baze
Dimenze podprostort uréenych maticemi

Definice baze

definice: posloupnost (vi,va,...,v,) prvkd linedrniho prostoru V
nad T se nazyva baze, pokud je linedrné nezdvisld a soucasné
(Vi,v2,...,vp) =V

ekvivalentni definice: posloupnost prvki (vi,va,...,v,) tvofi
bazi linedrniho prostoru V pravé tehdy, kdyz lze kazdy prvek b € V
vyjadrit pravé jednim zputsobem jako linedrni kombinaci prvki

Vi, V2, ..., Vp

Baze a dimenze 5-45

Baze a dimenze

5-46

Linedrni prostory

Linearni prostory

Kanonicka baze v aritmetickém prostoru T”

posloupnost sloupcovych vektor( jednotkové matice /, nad T je
baze v aritmetickém prostoru T”

kazdy aritmeticky vektor (x1,x2, ... ,x,,)T € T" Ize vyjadrit

X1 1 0 0
X2 0 1 0
X3 =X 0 + X2 0 + X

: : 0
Xn 0 0 1

je to baze protoze toto vyjadreni je jednoznacné
tato baze se nazyva kanonicka baze v aritmetickém prostoru T”

budeme ji zapisovat (e, ez, ..., e,)

Baze a dimenze 5-47

Posloupnost sloupcovych vektori regularni matice nad T

tvrzeni: posloupnost (a,ay,...,a,) sloupcovych vektori
¢tvercové matice A = (aj|az|...|a,) fadu n nad télesem T je baze
v aritmetickém prostoru T” pravé kdyz je matice A regularni

dikaz:

Baze a dimenze
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Linedrni prostory

Jsou to baze 7

o posloupnost ((3,3,3)7) v prostoru ((1,1,1)7) <R3

e posloupnost (1, x,x2, x3) v prostoru P3 redlnych polynomfi
stupné <3

e prazdna posloupnost v trividlnim prostoru {o}

e posloupnost ((1,2,3)7,(9,12,15)7,(4,5,6)") v prostoru
V ={((1,2,3)7,(9,12,15)7,(4,5,6)7) < R®

e posloupnost ((1,2,3)7,(9,12,15)7,(4,5,6)") v prostoru V

Jak najit bazi

najdeme néjakou bazi v prostoru

2 1 6

1 4 3
V_<3’5’1’

0 0 1

SO~
W NN oW

Baze a dimenze
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Baze a dimenze
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Linedrni prostory

Linearni prostory

.....

mnozina vSech posloupnosti (a1, a2, as, ... ) redlnych Cisel
spliujicich pro kazdé n > 3 rovnost

an = ap-1+ an-2

tvori linedrni prostor V nad R

Fibonacciho posloupnost lezi ve V

najdeme néjakou bazi ve V

Zablesk geniality

je ve V néjaka geometricka posloupnost (g, g%, q3,...) ?
&islo g musi spliiovat ¢" = q" ! 4+ ¢"~2 pro kazdé n > 3, tj.

¢ —-q-1=0

tato kvadraticka rovnice ma koreny

1++5 1-+5
L 2 2

v prostoru V jsou tedy dvé geometrické posloupnosti
p1 = (@79025(1037"')
p2 = (1_§0a(1_90)2’(1_90)37"')

Baze a dimenze
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Baze a dimenze
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Linedrni prostory

Posloupnost (p1, p2) je baze ve V

(p1, p2) je linedrné nezévisla ve V:

(p1,p2) = V:

Linedrni prostory

Baze a dimenze

5-53

Fibonacciho posloupnost jako linedrni kombinace prvkd (ps, p2)

vyjadfime Fibonacciho posloupnost a = (1,1,2,3,5,...) ve tvaru
a=sp1 + tp2
pro prvni dva ¢leny musi platit

sp+t(l—p)=1
se?+(1—p)? =1

Baze a dimenze
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Linedrni prostory

Konecné generované prostory

definice: linearni prostor V (nad T) se nazyva konec¢né
generovany, pokud ma néjakou konecnou mnozinu generator(

tvrzeni: minimalni posloupnost generatori (vi, v, ...

linearniho prostoru V je baze V

dukaz:

,Vn)

dasledek 1: z kazdé kone¢né mnoziny generatort linearniho
prostoru lze vybrat bazi

dusledek 2: kazdy konecné generovany linedrni prostor ma bazi

Linearni prostory

Baze a dimenze
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Priklad

najdeme néjakou bazi prostoru

V =((1,2,3)7,(9,12,15)7,(4,5,6)T) < R®

Baze a dimenze
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Linearni prostory
Steinitzova véta o vyméné

véta: je-li (vi1,vo,...,Vk) linedrné nezavisla posloupnost prvkd
linedrniho prostoru V nad T a pokud prvky posloupnosti
(Wi, wa, ..., wy) generuji V, pak k <[ a existuji prvky
Wi ,W,,...,w, , takové, Ze posloupnost
(Vl,VQ, e VG Wi W ,W,',_k)
také generuje V

dikaz:

Baze a dimenze
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Linedrni prostory

Dimenze

diasledek: libovolné dvé baze konecné generovaného linedrniho
prostoru maji stejny pocet prvki

diukaz:

definice: dimenze konecné generovaného linearniho prostoru V nad
T je pocet prvki libovolné baze V;  oznaceni: dim(V)

priklad: aritmeticky vektorovy prostor T” ma dimenzi n

Baze a dimenze 5-58

Linedrni prostory

Dalsi priklady

e trividlni prostor {0} ma dimenzi
e podprostor <(3,3,3)T> < R3 m4 dimenzi

§Z$ ma

O W DN
L~ S
wWw N O W

e prostor T™*" matic typu m x n nad T ma dimenzi

e prostor P vSech polynomi s redlnymi koeficienty ma dimenzi

e prostor posloupnosti redlnych Cisel konvergentnich k 0 ma
dimenzi

e prostor konvergentnich posloupnosti redlnych ¢isel ma dimenzi

e prostor realnych funkci redlné proménné ma dimenzi

Baze a dimenze
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Linedrni prostory

Dalsi dasledky

diasledek: je-li X kone¢nd mnozina generdtort linedrniho prostoru
V, pak kazdou linedrné nezavislou posloupnost (vi,vo, ..., v)
prvkid V Ize doplnit né€jakymi prvky X na bazi V

dukaz:

e

dusledek: maximalni (co do poctu prvki) linedrné nezavisla
posloupnost v konecné generovaném linedarnim prostoru je baze

obecnéji, maximalni linedrné nezavisld podposloupnost konecné
posloupnosti generator(l linedrniho prostoru je baze

Baze a dimenze 5-60
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Linedrni prostory

Priklad
z posloupnosti vektoril generujicich podprostor

2 1
1 4
31715 |’
0 0

vybereme bazi tohoto podprostoru

= W o
SO~
W N o1 W

1

Dalsi disledky Steinitzovy véty

pozorovani: v kazdém linedarnim prostoru V dimenze n plati

1.
2.
3.

kazdd mnozina generatori V obsahuje alespon n prvki
kazda n-prvkova posloupnost generator( je bazi V

kazda linedrné nezdvisla posloupnost ve V obsahuje nejvyse n
prvkd

kazdd n-prvkova linedrné nezdvisla posloupnost ve V je bazi V

dukaz:

Baze a dimenze
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Baze a dimenze
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Linedrni prostory

Linearni prostory

Dimenze podprostoru

priklad: v C3 je posloupnost aritmetickych vektorii

((3i +5,2,3)7,(5,2+i,1)7,(4,2,12) T, (7, e™,4)T) linedrné

je {(1,3,i+e™,—10)7, (i,2i,3 +2i,—311)" (2,7, m, —4)T}

mnozinou generatorii aritmetického prostoru C* ?

tvrzeni: kazdy podprostor W konecné generovaného linedrniho
prostoru V je také konec¢né generovany a plati dimW < dimV,
pri¢emz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz W =V

Duikaz

Baze a dimenze
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Linedrni prostory

Baze jako systém souradnic

definice: je-li B = (v1,va2,...,v,) baze linedrniho prostoru V nad
télesem T a w € V, pak soufadnicemi (téz vyjddrenim) prvku w
vzhledem k B rozumime jednoznacné urceny aritmeticky vektor
(a1,a2,...,a,)" € T" takovy, ze

W = a1V1 + asVo + - -+ + apv,
soufadnice w vzhledem k B oznacujeme [w]g, tj.
ai

az

[w]g = :(al,ag,...,an)T

an

soufadnice vektoru vzhledem k bazi zavisi na poradi prvki baze

Piiklady

e pro kanonickou bazi K = (e1, ez, ..., e,) v prostoru T" a

libovolny vektor v = (vi, va,...,v,) € T" plati
vV =vie; + wey+ -+ vpe, ,

coz znamend ze [v]x =V

e jednou z bazi prostoru V = <(1,2,3)T, (4,5,6)T> <R3 je
posloupnost B = ((1,2,3)7,(4,5,6)7), vektor (9,12,15)7
leZi ve V, nebot (9,12,15)7 = (1,2,3)7 4+2-(4,5,6))"; proto

[(9,12,15)T]p = (1,2)7

e posloupnost B = (x, x2,1) je baze v prostoru realnych
polynom{ stupné nejvyse dva, souradnice polynomu
a+ bx + cx? vzhledem k této bazi je aritmeticky vektor

[a+ bx + cx?]g = (b,c,a)"

Baze a dimenze
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Linedrni prostory

Linearni prostory

Jak spocitat souradnice aritmetického vektoru vzhledem k bazi

priklad: ovéfime, ze posloupnost

1 1 2
B:(Vl,VQ,Vg,): 2 5 3 5 1
3 4 1

je béaze v prostoru Z3, a najdeme soutadnice vektoru w = (4,0,1)7
vzhledem k bazi B

Souradnice souctu a skalarniho ndsobku

tvrzeni: je-li B = (vi,vy,...,v,) baze linedrniho prostoru V nad
télesem T au,w e V, t € T, pak plati

1. [u+w]g =[u]g+ [w]s
2. [tu]B = t[u]B

dukaz:

Baze a dimenze
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Linedrni prostory

Konecné generované prostory jsou ,v podstaté” aritmetické

volbou baze v konecné generovaném linearnim prostoru V nad
télesem T se z obecného linearniho prostoru nad T stava ,v

Vo

podstaté” aritmeticky vektorovy prostor T”

do aritmetického prostoru mizeme ,,prekladat” i mnoziny X C V:

Xlg ={lvlg:ve X} C T"

Linedrni prostory

Baze a dimenze
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Nékolik jednoduchych pozorovani

je-li B baze linearniho prostoru V dimenze n nad télesem T, pak
1. posloupnost (vi,va,...,vk) je linedrné nezavisla ve V pravé
tehdy, kdyz je posloupnost ([v1]s, [v2]B,- - -, [vk]s) linedrné
nezavisla v T"
2. mnozina X generuje V pravé tehdy, kdyz [X]g generuje T"
3. posloupnost (v1,va,...,vk) je baze V pravé tehdy, kdyz je
posloupnost ([vi]g, [v2]B, .- .,[vk]g) bize T"

Baze a dimenze
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Linedrni prostory

Jak se zméni souradnice prvku, zménime-li bazi

aritmeticky vektor x = (x1,x2,x3) " = [x]x € R3 mame zadany
pomoci jeho soufadnic vzhledem ke kanonické bazi K = (e1, ez, e3)

v prostoru R? zvolime néjakou jinou bazi B = (v1,va,v3)

vzhledem k bazi B ma vektor x soutadnice [x]g = (a1,a2,a3)"

to znamena, ze X = a1Vv1 + axVo + azvs

posledni rovnost prepiSeme pomoci souradnic vzhledem k bazi K
Xk = a1[vi]k + a2[v2]k + as[vs]k

ozna&ime-li [id]8 matici ([v1]k | [v2]k | [v3]k), mGZeme posledni

rovnost zapsat jako
Xk = lid]k [X]&

Linearni prostory

Baze a dimenze
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Matice prechodu a prepocet souradnic

definice: jsou-li B = (v1,...,v,) a C dvé baze linedrniho prostoru
V nad télesem T, pak matice prechodu od baze B k bazi C je
matice

[id]¢ = ([vilc [ [valc | - [ [valc)

tvrzeni: je-li V linearni prostor dimenze n nad télesem T a B, C
dvé baze ve V, pak pro libovolny prvek x € V plati

Xlc = lid]¢[x]s

navic je matice [id]2 timto vztahem uréena jednozna¢né

Baze a dimenze
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Linedrni prostory

Dikaz

Linedrni prostory

Baze a dimenze 5-73

Priklad
matice prechodu od baze B = ((1,2)7,(5,6)") ke kanonické bazi
K prostoru R? je
. 15
= (5 ¢ )

pro libovolny prvek x € R? plati

Baze a dimenze 5-74

Linedrni prostory

Dalsi priklad

najdeme matici prechodu od baze B k bazi C prostoru V < R3, kde

2 1 1 1
B=(|4),| -1 ]],c= ol.,[ 1
4 -1 0 1

Linearni prostory

Baze a dimenze 5-75

Dokonceni prikladu
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Linedrni prostory

Bazové sloupce matice

kazdd matice A typu m X n nad télesem T urluje
e sloupcovy prostor ImA < T™
e tadkovy prostor ImAT < T"

ukdzeme, Ze oba prostory maji stejnou dimenzi

definice: je-li A= (aj|az|---|a,) matice nad T, pak fikdime, Ze
i-ty sloupec matice A je bdzovy, pokud neni linedrni kombinaci
predchozich sloupci, tj. pokud plati

a; ¢ <a1,a2, . ,a,-_1>

pozorovani: pro libovolnou matici A tvori bazové sloupce bazi
sloupcového prostoru Im A; specialné, dimenze Im A je rovna poctu
bazovych sloupcii matice A

Bazové sloupce a radkové upravy

matici B = (b1|bz| - - |b,) dostaneme z matice A = (aj|az|---|an)
rddkovymi Gpravami pravé kdyz B = RA pro néjakou reguldrni
matici R

vime uz, Ze v tom pripadé , mezi sloupci matice A plati tytéz
linedrni vztahy jako mezi sloupci matice RA = B"

tvrzeni: pokud plati B = RA pro né€jakou reguldrni matici R,
pak pro kazdé i =1,2.....n je a; bazovy sloupec matice A
pravé kdyz je b; bazovy sloupec matice B

dukaz:

Baze a dimenze 5-77

Baze a dimenze
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Linedrni prostory

Linearni prostory

Bazové sloupce matice v odstupnovaném tvaru

tvrzeni: je-li matice B = (by|by|- - - |b,) v odstupriovaném tvaru,
pak b; je bazovy sloupec pravé kdyz obsahuje pivot

1 ki 53 ke n 1 ki ka ke n
1 °

10

dukaz:

Priklad
01 2 3 4
priklad: 0 3 6 36
0 -2 -4 4 2

Baze a dimenze 5-79
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Linedrni prostory

Dimenze sloupcového a raddkového prostoru matice

véta: pro kazdou matici A nad télesem T plati

dim (Im A) = dim (ImAT)

myslenka diikazu: je-li matice v odstupriovaném tvaru, pak
rovnost plati, a radkové Gpravy na tom nic nezméni

dikaz: je-li matice B v radkové odstupnovaném tvaru, pak

e dim (/m B) se rovna poctu bazovych sloupcii B

e pocet bazovych sloupcli B se rovna poctu pivotl
e pocet pivotl se rovnd poctu nenulovych radkd v B
e nenulové fadky tvofi bazi ImBT

e jejich pocet se tedy rovna dim (ImBT)

Hodnost matice

dokonceni diikazu: matici A prevedeme do odstupnovaného tvaru
B pomoci radkovych Gprav; pak

e B = RA pro néjakou regularni matici R

e badzové sloupce v B maji tytéz indexy jako bazové sloupce v A
proto dim (Im A) = dim (Im B)
plati ImAT = Im(RA)T = ImBT (bylo dfive)
takze dim (Im A) = dim (ImB) = dim (ImBT) =
dim Im (RA)T = dim (ImAT)

definice: hodnost matice A definujeme jako dimenzi radkového
(sloupcového) prostoru matice A oznaceni: rank(A)

Baze a dimenze
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Baze a dimenze
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Linedrni prostory

Linearni prostory

Disledky

=

pro libovolnou matici A € T™*" plati rank(A) < m,n

N

. pro libovolnou matici A € T™*" plati rank(A) = rank(AT)

w

. pokud je soucin AB matic A, B definovan, pak

rank(AB) < rank(A), rank(AB) < rank(B)

I

. pro reguldrni matici R ¥adu n plati rank(RA) = rank(A)

Priklad

v zavislosti na a, b € Z3 uréime dimenzi prostoru

a 1 1
va,b=< 1|, p].| 2 >gZ§
2 2 1

Baze a dimenze
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Baze a dimenze
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Dokkonceni prikladu

Linedrni prostory

Baze a dimenze

5-85

Dimenze jadra matice

véta o dimenzi jadra a obrazu: pro kazdou matici A typu m x n
nad T plati

dim (Ker A) = n — rank(A) = n— dim (Im A)

dikaz:

Frobeniova véta: soustava linedrnich rovnic Ax =b nad T je
resitelnd pravé kdyz rank(A) = rank(A|b)

Baze a dimenze
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Linedrni prostory

Dalsi podminky ekvivalentni s regularitou

véta pro ¢tvercovou matici A € T"*" je ekvivalenentni

1. A je regularni
11. rank(A) =n

12. posloupnost sloupcovych (Fadkovych) vektorli matice A je

linedrné nezavisla

13. sloupce (fadky) matice A generuji T"

14. sloupce (fadky) matice A tvofi bazi T"

dikaz:

Linearni prostory

Baze a dimenze
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Bezztratova komprimace dat pomoci skeletniho rozkladu

k uloZeni matice A ¥adu 103 potiebujeme uloZit 10° prvki

ma-li A hodnost 999, stadi ulozZit

ma-li hodnost 998, stadi ulozit

ma-li hodnost 100, stadi ulozit

Baze a dimenze
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Skeletni rozklad

tvrzeni: kazdou matici A typu m x n nad T s hodnosti r Ize zapsat
jako soucin soucinu A = CD, kde C je matice typu mx r a D je
matice typu r X n

dukaz:

Prinik a soucet podprostortli - obsah

B Prinik a soucet podprostort
Definice
Véta o dimenzi souctu a priniku podprostor(
Direktni soucet podprostort

Baze a dimenze
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Pranik a soucet podprostorti 5-90

Linedrni prostory

Linearni prostory

Soucet dvou podprostort

definice: jsou-li U a W dva podprostory linedrniho prostoru V nad
télesem T, pak definujeme soucet podprostorii U + W jako
podprostor V rovny linedrnimu obalu (U U W)

tvrzeni: pro podprostory U, W linedrniho prostoru V plati

U+W={u+w:ueclUwe W}

dukaz:

Soucet libovolného souboru podprostort

definice: jsou-li V;,i € I, podprostory linedrniho prostoru V, pak
souctem (téz spojenim) podprostortt V;, i € I, rozumime linearni
obal jejich sjednoceni, tj.

>vi- (Uv)
icl icl
oznaceni: ) ;, V;, soucet podprostorii V1, Vs, ...,V také
znacime Vi + Vo + - - - + Vi

tvrzeni: jsou-li V1,V,, ..., V| podprostory lin. prostoru V, pak

V1+V2+---+Vk:{V1+V2+"‘+Vk:Vievi}

Prinik a soucet podprostort
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Linedrni prostory

Véta o dimenzi souctu a priniku podprostor(

tvrzeni: jsou-li V;, i € I, podprostory linedrniho prostoru V, pak
jejich pranik (;., Vi je také podprostor V

dilkaz:

iel

véta o dimenzi souctu a pruniku podprostort: pro libovolné dva
konec¢né generované podprostory U, V linedrniho prostoru W plati

dim(U) + dim(V) = dim(U N V) 4+ dim(U + V)

Dikaz

Prinik a soucet podprostort 5-93

Pranik a soucet podprostorti

5-94

Linedrni prostory

Linearni prostory

Priklad

ur¢ime dimenzi priniku podprostorti U,V < Zﬁ:

(D -

napred zjistime dimenzi obou podprostort U,V

=N AW
w w s w

W o~ N
—_=h W N
[ T N ~N
\/

Dokonceni prikladu

poté spocitdme dimenzi souctu U + V

Prinik a soucet podprostort 5-95

Prinik a soucet podprostort
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Direktni soucet dvou podprostor(i

tvrzeni: pro podprostory U a W konecné generovaného linedrniho
prostoru V jsou nasledujici podminky ekvivalentni

I.U+W=VaUnW = {o}

2. jsou-li (u1,uy,...,ux) bdze v U a (wy,wy,...,w/) baze
ve W, pak (ug,up,...,ux, Wi, Wy, ..., W) je bize ve V

3. V=U+WadimV =dimU +dimW

4. V=U+ W a pro kazdé u € U a w € W z rovnosti
ut+w=oplyneu=w=o

dukaz:

Prinik a soucet podprostort 5-97

Linedrni prostory

Definice direktniho souctu

definice: rikdme, ze lineadrni prostor V je direktnim souctem
podprostord W1, W5, ... W, pokud plati

1. V:W1—|-W2—|—~~—|—Wk

2. pro kazdé prvky w; € W;, i =1,2,..., k, z rovnosti
w1—|—w2+~-+wk:oplynew1:wz:~-~:wk:0

oznaéeni: V=W; OW, P --- & W,

priklad: posloupnost (w1, ws, ..., wg) prvki linedrniho prostoru V
je baze ve V pravé kdyz

V= (wi)®(w) B DB (wg)

Pranik a soucet podprostorti
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Linedrni prostory

Ekvivalentni podminky s direktnim souctem

tvrzeni: pro podprostory Wi, W5, ... W konecné generovaného
linedrniho prostoru V jsou nasledujici podminky ekvivalentni
1. V=W;+Ws+---+W,
2. je-li pro kazdé i =1,2,..., k posloupnost
(wgi),wgi), . ,wg)) baze podprostoru W;, pak

( (1) W1 (1)

Wl ,W2 7...7Wr1,..

k)  (k k
.,wg),wg),...7w$k))

baze ve W

3. V=W; +W, + ... 4+ W, a souasné
dmV =dimW; +dimW, + --- +dim W/

Linearni prostory

Prinik a soucet podprostort 5-99

Dikaz

Prinik a soucet podprostort
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Linedrni zobrazeni

Kapitola 6

Linearni zobrazeni

Zobrazeni - obsah

B Zobrazeni
Jak ho zadat
Slozené zobrazeni
Typy zobrazeni

6-1

Zobrazeni 6-2

Linearni zobrazeni

Linearni zobrazeni

Zobrazeni, jak ho zadat

jsou-li X, Y néjaké mnoziny, pak zobrazeni f : X — Y je
»predpis”, ktery kazdému prvku x € X prifazuje jednoznacné
uréeny prvek f(x) € Y

»predpis” muze mit riiznou podobu:

e vzorec (formule) — napf. f(x) = |x| definuje zobrazeni
f:R—R

e algoritmus — napf. hasovaci funkce MD?5 je slozity algoritmus,
ktery kazdému vstupu, posloupnosti nejvyse 264 — 1 bitd,
priradi vystup délky 128 bitd

e geometrickad konstrukce — napf. otoceni v roviné kolem
néjakého bodu o thel o proti sméru hodinovych rucicek

Rizné predpisy mohou definovat stejné zobrazeni

predpisy f(x) = |x| a g(x) = v/x2 definuji totéz zobrazeni z R do
R

stejné tak otoceni v roviné kolem daného bodu o (hel a nebo o
Ghel o 4 27 definuji stejné zobrazeni

nékdy muizeme nakreslit graf zobrazeni, napr. pro zobrazeni
f : R — R definované predpisem f(x) = x?

jindy to nejde, nap¥. pro zobrazeni f : R3 — R? definované

f(x1,x2,x3) = (X120 + X3, 5x1 — x3X3)

Zobrazeni

6-3

Zobrazeni 6-4




Linedrni zobrazeni

Bramborovy pohled na zobrazeni

f:X—-Y

nase zobrazeni jsou vzdy definovana na celé mnoziné X

Linedrni zobrazeni

Zobrazeni

6-5

Slozené zobrazeni

definice: jsou-li f : X — Y a g : Y — Z zobrazeni, pak definujeme
slozeni gf : X — Z jako zobrazeni, které kazdému x € X prifazuje

(ef)(x) = &(f(x)) € Z

Zobrazeni 6-6

Linearni zobrazeni

Skladani zobrazeni je asociativni

tvrzeni jsou-li f : X — Y, g:Y — Zah:Z— W zobrazeni, pak
plati
h(gf) = (hg)f

dukaz:

Linearni zobrazeni

Zobrazeni

6-7

Typy zobrazeni

definice: zobrazeni f : X — Y je

e prosté, pokud z rovnosti f(u) = f(v) plyne u = v pro
jakékoliv u, v € X

e na Y, pokud pro kazdé y € Y existuje x € X takové, ze
f(x)=y

e vzdjemné jednoznacné, je-li soucCasné prosté a na Y, tj. pokud
pro kazdé y € Y existuje pravé jedno x € X takové, ze
f(x)=y

Zobrazeni 6-8
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Prosté zobrazeni

pozorovani: zobrazeni f : X — Y je prosté pravé kdyz existuje
zobrazeni g : Y — X takové, ze gf = idx

dukaz =:

Zobrazeni

6-9

Linedrni zobrazeni

Zobrazeni na

pozorovani: zobrazeni f : X — Y je na mnozinu Y pravé kdyz
existuje h: Y — X takové, ze fh=idy

dukaz =

6-10

Zobrazeni

Linearni zobrazeni

Vzajemné jednoznacné zobrazeni

pozorovani: zobrazeni f : X — Y je vzdjemné jednoznacné pravé
kdyz existuje zobrazeni g : Y — X takové, ze gf = idx a fg = idy

dakaz: témér stejny

definice: zobrazeni g nazyvame inverzni zobrazeni k f a

oznaujeme jej 1

Zobrazeni

6-11

Linearni zobrazeni

Linedrni zobrazeni - obsah

B [inedrni zobrazeni
Definice linedrniho zobrazeni
Matice linedrniho zobrazeni
Skladani linedrnich zobrazeni
Jadro a obraz
mono/epi/iso

Linearni zobrazeni
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Linedrni zobrazeni

Zobrazeni uréené matici

uz jsme vidéli, Ze matice A typu m x n nad T urcuje zobrazeni
fa: T" — T™ predpisem

fa(x) = Ax
mnohé pojmy o maticich maji vysvétleni pomoci zobrazeni f4
soucin matic:
inverzni matice:
jadro matice:
sloupcovy prostor matice:

hodnost matice:

Definice linearniho zobrazeni

definice: jsou-li V, W lineadrni prostory nad stejnym télesem T, pak
zobrazeni f : V — W nazyvame linedrni zobrazeni (nebo
homomorfismus) z V. do W, pokud

1. f(u+v) = f(u)+ f(v) pro libovolné u,v € V a
2. f(tu) = tf(u) pro libovolnéue Vate T

skutecnost, ze f je linearni zobrazeni z V do W zapisujeme

f:V—-W

pozorovani: zobrazeni f4 : T” — T™ je linearni

Linedrni zobrazeni

6-13

Linedrni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Linearni zobrazeni

P¥iklady linearnich zobrazeni v R?

e (S €2 &
v
F F A
e\
€1 éél
Otoceni Zkoseni

Dalsi priklady linedrnich zobrazeni v IR?

Projekce

€2

€2

F

=

e1e1

Zvétseni

Osovd soumérnost

Linearni zobrazeni

6-15

Linearni zobrazeni
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Linedrni zobrazeni

Lineadrni zobrazeni z R3 do R

/

orientovana vzdalenost od roviny

Dalsi priklady linedrnich zobrazeni

e identické zobrazeni idy na libovolném linearnim prostoru V

e nulové zobrazeni 0 z V. do W pfirazujici vsem prvkim ve V
nulovy prvek ve W

e je-li B=(vy,Vv2,...,V,) baze linedrniho prostoru V, pak
zobrazeni f z V do T" definované f(v) = [v]g je linedrni

e zobrazeni prirazujici matici nad T typu n X n soucet prvk{ na
diagonale (tzv. stopu matice)

e derivace je linedrnim zobrazenim (nap¥.) z prostoru redlnych
diferencovatelnych funkci do prostoru vsech redlnych funkci

e zobrazeni prifazujici funkci jeji urcity integral od 1 do 10 je
linedrnim zobrazenim z prostoru vsech realnych
integrovatelnych funkci na [1,10] do R

Linedrni zobrazeni 6-17

Linedrni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Linearni zobrazeni

Linedrni zobrazeni je uréené hodnotami na bazi

pro libovolné linedrni zobrazeni f : V — W plati
f(tivi + tovo + - -+ + tivp) = taf (vi) + t2f (v2) + -+ - + tf (vi)

pro prvky vi,vo, ... v, € V askalary ty,to,..., tx € T

tvrzeni: jsou-li V a W linedrni prostory nad télesem T,
B = (vi1, v2, ..., v,) baze v prostoru V,
awig,wy,...,w, € W libovolné prvky,

pak existuje pravé jedno linearni zobrazeni f : V. — W
spliujici f(v;) = w; pro kazdé j € {1,2,...,n}

Duikaz

Linearni zobrazeni 6-19

Linearni zobrazeni
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Linearni zobrazeni mezi aritmetickymi prostory

tvrzeni: je-li f: T" — T linedrni zobrazeni, pak existuje
jednoznacné urcend matice A € T™*" takova, ze f = fx

dukaz:

Linedrni zobrazeni 6-21

Linedrni zobrazeni

Matice linearnitho zobrazeni

definice: jsou-li V, W konec¢né generované linearni prostory nad
télesem T, f : V. — W je linedrni zobrazeni, B = (v1,v2,...,V,) je
baze ve V a C je baze ve W, pak matici linearniho zobrazeni f
vzhledem k bazim B a C rozumime matici

[F1¢ = ([F(va)lc | TF(v)lc | - [TF(va)lc)

tvrzeni: jsou-li V, W konecné generované linearni prostory nad
télesem T, B = (v1,va,...,Vv,) baze prostoru V, C baze
prostoru W, a f : V — W linedrni zobrazeni, pak pro libovolny
prvek x € V plati

[F(x)]c = [1¢ [xle -

Linedrni zobrazeni 6-22

Linearni zobrazeni

Duikaz

Linearni zobrazeni

Linearni zobrazeni 6-23

Jednoznacnost matice linedrniho zobrazeni

tvrzeni: jsou-li V, W konecné generované linearni prostory nad
télesem T, B baze ve V, C baze ve W, f : V — W linedrni
zobrazeni, a M matice nad télesem T spliujici [f(x)]c = M [x]|s
pro kazdy prvek x € V, pak M = [f]g

dukaz:

Linearni zobrazeni 6-24




Linedrni zobrazeni

Lehké otézky

jsou-li B, C dvé baze linedrniho prostoru V, pro¢ znadime matici
prechodu od baze B k bazi C pravé [id]2 ?

je-li A matice typu m x n nad T, ¢emu se rovna [1"A]§”n1 ?

Linedrni zobrazeni

6-25

Linedrni zobrazeni

Priklad

zobrazeni f : Z% — 72 je dané predpisem

p il [ 2x1+3x2+x3
2 B dx1 + 2X3
X3

uré¢ime matici f vzhledem k bazim

1 2 3
(G2 - @)
2 0 4

Linedrni zobrazeni 6-26

Linearni zobrazeni

Dokonceni prikladu

Linearni zobrazeni

6-27

Linearni zobrazeni

Matice rotace v R?

najdeme znovu matici A takovou, Ze prislusné zobrazeni f4 uréené
matici A je rotace o Ghel o kolem pocatku

Linearni zobrazeni 6-28
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Linedrni zobrazeni

Priklad s derivovanim polynom

urc¢ime matici derivace chdpané jako linedrni zobrazeni f z prostoru
polynom(i stupné nejvyse 3 do stejného prostoru vzhledem k bazim
B = (1,x,x2, x3) a stejné bazi B

Matice slozeného zobrazeni

tvrzeni: jsou-li U,V, W linedrni prostory nad télesem T a jsou-li
f:U—Vag:V — W linedrni zobrazeni, pak slozené zobrazeni
gf je linedrni zobrazeni gf : U — W

jsou-li navic prostory U, V, W konecné generované a je-li B baze
v U, C baze ve V, a D baze ve W, pak plati

[ef15 = [e]5 [f]¢

dukaz:

Linedrni zobrazeni
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Linedrni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Linearni zobrazeni

Matice inverzniho zobrazeni

tvrzeni: jsou-li U,V linearni prostory nad T a f : U — V vzajemné
jednoznaéné linedrni zobrazeni, pak f~! : V — U je také linedrni
zobrazeni

jsou-li navic U,V konec¢né generované linedtni prostory dimenze n,
B baze v U a C baze ve V, pak plati

5= (118)

dukaz:

Priklad

otézka: jsou-li B, C baze v prostoru V, &emu se rovnd matice [id]5

jaky je vztah mezi maticemi [id]2 a [id]§ ?

priklad: najdeme matici symetrie f v R? uréené pfimkou
prochézejici po¢atkem a bodem (2,5)

Linearni zobrazeni
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Linearni zobrazeni
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Dokonceni prikladu

Linedrni zobrazeni

Linedrni zobrazeni

6-33

Matice prechodu od baze B ke kanonické bazi K, v T"

najdeme matici prechodu od baze

1 4 6
B = 2,5, s
3 6 9

ke kanonické bazi K = (e, ez, e3) v prostoru R3

je-li B = (ug,up,...,u,) baze v aritmetickém prostoru T" a
K = (e1,ey,...,e,), pak

lie]k =

Linedrni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Jeden priklad podruhé

zobrazeni f : Zg — Z% je dané predpisem

p il _{ 2x1+3x2 + X3
2 B 4dx1 + 2X3
X3

uré¢ime znovu matici f vzhledem k bazim

1 2 3
B = 1

1 2|, 4 aC:<(
2/ \0/) \ 4

ale jinak

Linearni zobrazeni

Linearni zobrazeni
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Dokonceni prikladu podruhé

Linearni zobrazeni
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Terminologie linearnich zobrazeni

definice: jsou-li V, W linearni prostory nad télesem T a
f :V — W linedrni zobrazeni, pak fikime ze

e f je monomorfismus, pokud je f prosté
e f je epimorfismus, pokud je f na prostor W
e f je isomorfismus, pokud je f je vzajemné jednoznacné

e f je endomorfismus prostoru V (nebo také linedrni operator na
prostoru V), pokud V =W

o f je linedrni forma na V, pokud W =T = T!

e f je automorfismus prostoru V, pokud je f izomorfismus a
endomorfismus

Linedrni zobrazeni

Linedrni zobrazeni 6-37

Matice linedrniho operatoru

tvrzeni: je-li V konecné generovany linearni prostor nad télesem T,
f : V. — V linedrni zobrazeni, B, C dvé baze prostoru V, a R
matice prechodu od baze B k bazi C, pak

(112 = RFSER

dukaz:

Linedrni zobrazeni 6-38

Linearni zobrazeni

Definice jadra a obrazu

definice: je-li f : V. — W linearni zobrazeni, pak jadro f je
mnozina
Kerf ={xe V:f(x)=0} CV

obraz (obor hodnot) f je mnozina

Imf ={f(x): xe V} CW

pozorovani: Ker f je podprostor V, Imf je podprostor W

dukaz:

Linearni zobrazeni

Linearni zobrazeni 6-39

Véta o dimenzi jadra a obrazu

véta: je-li V linearni prostor kone¢né dimenze n nad télesem T a
f : V — W lineadrni zobrazeni, pak

dim (Ker f) 4+ dim(Imf)=n

dukaz:

Linearni zobrazeni 6-40




Linedrni zobrazeni

Charakterizace monomorfism( pomoci jadra

tvrzeni: linedrni zobrazeni f : V. — W je prosté pravé tehdy, kdyz
Ker f = {o}

dilkaz:

tvrzeni: je-li f : V — W linedrni zobrazeni a f(u) = b, pak

{xeV:f(x)=b}=u+Kerf ={u+y:yc Kerf}

Linedrni zobrazeni

Linedrni zobrazeni

6-41

Dikaz

Linedrni zobrazeni 6-42

Linearni zobrazeni

Jadro a obraz zobrazeni pomoci matice

tvrzeni: jsou-li V, W konecné generované linedrni prostory, B baze
ve V, C baze ve W a f : V — W linedrni zobrazeni, pak plati

[Ker flg = Ker [f]g . [Imflc = Im[f]g

dukaz:

Linearni zobrazeni

Linearni zobrazeni

6-43

Priklad

linedrni zobrazeni f : R — R? je ddno matici [f]2 vzhledem k
nasledujicim bazim B v R3 a C v R?:

1 2 3
=2 )4e) () = (G)00)
3 1 0

ur¢ime Kerf a lmf

Linearni zobrazeni 6-44




Linedrni zobrazeni

Dokonceni prikladu

Linedrni zobrazeni

Linedrni zobrazeni

6-45

Charakterizace monomorfism( pomoci LN posloupnosti

tvrzeni: jsou-li V a W linearni prostory nad télesem T, V konecné
generovany linedrni prostor a f : V — W linedrni zobrazeni, pak
jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni

1. zobrazeni f je prosté (monomorfismus),

2. pro kazdou linedrné nezavislou posloupnost (vi,...,vx) ve V
je posloupnost (f(v1),...,f(vk)) linedrné nezavisla ve W,

3. existuje baze (vi,...,v,) prostoru V takova, ze posloupnost
(f(v1),...,f(vn)) je linedrné nezavisla v W

dukaz:

Linedrni zobrazeni 6-46

Linearni zobrazeni

Dokonéeni dikazu

Linearni zobrazeni

Linearni zobrazeni

6-47

Charakterizace epimorfism( pomoci mnozin generator(

tvrzeni: jsou-li V a W linedrni prostory nad télesem T, V konecné
generovany linedrni prostor, a f : V. — W linedrni zobrazeni, pak
jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni

1. zobrazeni f je na W (epimorfismus),

2. pro kazdou mnozinu generatord {vi,... v} ve V je
{f(v1),...,f(vk)} mnoZina generdtori ve W,

3. existuje baze (vi,...,v,) prostoru V takova, ze
{f(v1),...,f(vn)} generuje W

dikaz: precist ve skriptech

Linearni zobrazeni 6-48




Linedrni zobrazeni

7 _ 7

Charakterizace isomorfismi pomoci bazi

tvrzeni: jsou-li V a W linedrni prostory nad télesem T, V konecné
generovany linedrni prostor, a f : V — W linearni zobrazeni, pak
jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni
1. zobrazeni f je izomorfismus,
2. pro kazdou bazi (vi,...,v,) ve V je (f(v1),...,f(v,)) baze
ve W,

3. existuje baze (vi,...,v,) prostoru V takova, ze
(f(v1),...,f(vn)) je baze ve W.

dukaz:

Linedrni zobrazeni

Isomorfni prostory

definice: rikdme, ze dva linearni prostory V a W jsou isomorfni,
pokud existuje isomorfismus f : V — W, piSeme V = W

. . . v T
isomorfni prostory jsou ,v podstaté” stejné, lisi se pouze
pojmenovanim prvk(

priklady isomorfism0
e mezi prostorem R<4 redlnych polynomi stupné nejvyse 4 a
aritmetickym prostorem R®

e mezi linedrnim prostorem V dimenze n nad T a aritmetickym
vektorovym prostorem T” dimenze n

Linedrni zobrazeni
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Linedrni zobrazeni 6-50

Linearni zobrazeni

Vlastnosti isomorfism{
tvrzeni: je-li f : V — W izomorfismus kone¢né generovanych
prostort, pak plati
1. posloupnost (vi,...,vk) je linedrné nezavisla ve V pravé
tehdy, kdyz je posloupnost (f(v1),...,f(vk)) linedrné
nezavisla v W
2. mnozina {vi,...,vk} generuje V pravé tehdy, kdyz mnozina
{f(v1),...,f(vk)} generuje W
3. posloupnost (vi,...,vk) je baze V pravé tehdy, kdyz je
posloupnost (f(vi1),...,f(vk)) baze W
4. dimV =dim W
5. mnozina M C V je podprostorem prostoru V pravé tehdy,
kdyz je f(M) = {f(m) : m € M} podprostorem prostoru W

6. pokud U <V, pak f z(zené na U je izomorfismem
U — f(U), specidlné dim U = dim f(U)

Linearni zobrazeni

Linearni zobrazeni

6-51

Kdy jsou dva prostory isomorfni

véta: jsou-li V a W dva konecné generované prostory nad télesem
T, pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni

1. existuje izomorfismus f : V. — W
2. dimV =dimW

dukaz:

Linearni zobrazeni 6-52




Determinanty

Kapitola 7

Determinanty

Determinanty

7-1

Motivace - obsah

B Motivace
R4d 2
Rad 3

Motivace

7-2

Determinanty

Historie a motivace
definice: determinant ¢tvercové matice
a b
c d
nad télesem T definujeme jako skalar

a b

det A = d

’:ad—bc

priklad: je-li det A # 0, pak

1 d —b
At =
det A (—c a )

Determinanty

Motivace

7-3

Cosinova véta pomoci souradnic

jsou-li a = (ar,a2)" a b= (by,by)T redlné aritmetické vektory,
spocitdme délku vektoru b — a:

délku vektoru a budeme oznacovat ||al|, tj.

Motivace

7-4




Determinanty

Geometricky vyznam determinantu matice radu 2

e (3 8)

Determinanty

Motivace

7-5

Geometricky vyznam znaménka determinantu matice radu 2

fA(eg)
€2

fA(el)
€

Motivace

7-6

Determinanty

Linedrni vlastnosti determinantu matice fadu 2

det(tu|v) = t det(u|v) = det(u|tv)

Determinanty

Motivace

-7

Linedrni vlastnosti determinantu matice fadu 2

det (ug + uz|v) = det (uz|v) + det (uz|v)

det (u|vy + vo) = det (u|vy) + det (u]vy)

Motivace
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Determinanty

Determinanty

Odvozeni determinantu obecné matice rfadu 2

det A = det(a1]az) = det ( a1 )
daz1 a2

Definice

definice: pro matici

ail arp ais
A = (ai|az(a3) = a1 ax» as
a31 a3 ass

nad télesem T definujeme determinant det A matice A jako skalar

a11822a33 +a21a32a13 + 331312823 — 11332323 — 331322313 — a21312333

Motivace

7-9

Motivace 7-10

Determinanty

Determinanty

Geometricky vyznam

pro redlnou matici A = (a|az|a3) fadu 3 odekdvame analogicky
geometricky vyznam jaky ma determinant matice radu 2, tj.

1. |det A| je objem rovnobéznosténu s hranami aj, az, a3

2. znaménko det A je kladné (zaporné), pokud je (ai,az,as)
pravotocivy (levotodivy) soufadny systém (baze) v R3

aby tomu tak bylo, musi platit

Motivace

7-11

Odvozeni determinantu matice radu 3

ail a2 a3
pro determinant matice A = (aj|azlas) = | a1 ax a3
a31 432 4as3

by muselo platit

Motivace 7-12




Determinanty

Permutace - obsah

B Permutace
Definice
Znaménko permutace
»15"
Pocet permutaci

Determinanty

Permutace

7-13

Definice permutace

definice: permutace na mnoziné X je vzdjemné jednoznacné
zobrazeni m: X — X

mnozinu vSech permutaci na mnoziné X znadime Sx

mnozinu vSech permutaci na mnoziné X = {1,2,...,n}
oznalujeme také S,

e identickou permutaci na mnoziné Z oznacdujeme tx

o ke kazdé permutaci m € Sx existuje inverzni permutace
e Sx

e permutace lze skladat, p 7 je sloZeni 7's p

Permutace

7-14

Determinanty

Vlastnosti skladani permutaci

tvrzeni: sklddani permutaci na mnoziné X md nasledujici
vlastnosti

1. o(pr) = (op)m pro kazdé o, p,m € Sx

2. 1xm™=mix =7 pro kazdé m € Sx

3. =711 = 1x pro kazdé 7 € Sx

tabulka permutace 7 € S,

(123 45678\ (64
™\76185432) \as

D N
N ©0

7
3

= W

e
o1 o

Determinanty

Permutace

7-15

Graf permutace

e e
e e

kdyz graf trochu prekreslime, vidime Ze permutace je sjednocenim
disjunktnich cykld

0 —> N

|

1\‘7
| &

Permutace
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Determinanty

Cyklicky zapis permutace
definice: cyklus délky k € N je permutace na X spliujici
m(x1) = x2, 7(x2) = x3, ..., T(xk—1) = Xk, 7(xx) =x1 a7w(y) =y
pro kazdé y € X \ {x1,x2,...,xk}, kde x1, x2, ..., xx jsou po dvou

rtizné prvky X; zapisujeme m = (x1 x2 ... Xk)

cykly nazyvame nezadvislé, pokud jsou mnoziny prvkl vyskytujici se
v cyklech disjunktni

transpozice je cyklus délky 2, tj. permutace tvaru 7 = (x y)

cyklicky zapis permutace: kazdou permutaci na kone¢né mnoziné
|ze zapsat jako slozeni nezavislych cykli

Permutace

Determinanty
Priklad
T=(173)(2648), al=
je-li dale p = (17 4 6)(2 8)(3 5), pak
pr=(1746)(28)(35)(173)(2648)=(142)(375)
zatimco
T =
pro kazdou transpozici (x y) plati (x y)™! = (x y)
pro kazdy cyklus (x1 x2 ... xx) délky k plati

(X1 X2 ... Xk) = (Xl X2)(X2 X3)(X3 X4) e (Xk—2 Xk—l)(Xk—l Xk)

Permutace 7-18

Determinanty
SloZeni permutace s transpozici
tvrzeni: kazdou permutaci Ize slozit z transpozic

tvrzeni: je-li m permutace na kone¢né mnoziné X a (x y) € Sx
transpozice, pak pocet cyklii v permutacich m a (x y)m se li$i o 1;
také pocet cykli sudé délky v permutacich m a (x y)m se lisi o 1

dukaz: pripad, kdy x, y lezi ve stejném cyklu
(x=x1X2 ... Xk Y=1Y1 Y2 ... y) permutace 7

pripad, kdy x, y lezi v riznych cyklech (x = x1 xo ... xx),
Y=wvy2 ... y)

Permutace

7-19

Determinanty
Sudé a liché permutace

duasledek: pro kazdou permutaci m na kone¢né mnoziné X nastava
pravé jedna z nasledujicich moznosti
1. kazdé vyjadreni 7 jako slozeni transpozic obsahuje sudy pocet
transpozic; nastane to pravé tehdy, kdyz pocet cykld sudé
délky v (redukovaném) cyklickém zéapisu permutace 7 je sudy
2. kazdy vyjadreni 7 jako sloZeni transpozic obsahuje lichy pocet
transpozic; nastane to pravé tehdy, kdyz pocet cykld sudé
délky v (redukovaném) cyklickém zapisu permutace 7 je lichy

dakaz: je-li m = pxpk—1--- p2pitx, kde p; jsou transpozice, ma
e 1x sudy pocet (nula) sudych cykli
e pitx lichy pocet (jedna) sudych cykli
e popitx sudy pocet sudych cykli
e atd.
o pPk—_1- - p2pitx pocet sudych cykld sudy nebo lichy v
zavislosti na tom, je-li k sudé nebo liché cislo

Permutace 7-20




Determinanty

Determinanty

Znaménko permutace ,15"
definice: permutace 7 na kone¢né mnoziné X se nazyva suda,
pokud nastane moznost (1) v pfedchozim dusledku; fikimetaké, ze
znaménko m je 1 a piSeme sgn(m) =1
v opacném pripadé je w lichd, ma znaménko —1 a definujeme
sgn(m) = —1
priklad: sgn ((1234)(56 7)(89)(10 11)) = -1
pozorovani:
o sgn(ix) =
o sgn(r 1) =
o sgn(mp) =
Permutace 7-21 Permutace 7-22
Determinanty Determinanty
Pocet permutaci Diikaz

pocet permutaci na n-prvkové mnoziné je

pocet sudych permutaci na n-prvkové mnoziné je
pocet lichych permutaci na n-prvkové mnoziné je

tvrzeni: pro libovolnou mnoZinu X a permutaci m € Sx jsou
nasledujici zobrazeni vzajemné jednoznacna

1. f:Sx — Sx definované predpisem f(p) = p~!
2. g : Sx — Sx definované predpisem g(p) = 7 p

3. h: Sx — Sx definované predpisem h(p) = pm

Permutace

7-23

diasledek: je-li X kone¢nd mnozina s aspon dvéma prvky, pak
pocet sudych permutaci na mnoziné X se rovna poctu lichych
permutaci na X

dukaz:

Permutace
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Determinanty

Determinanty

Permutace a permutacni matice

priklad: permutacni matici jsme definovali jako ¢tvercovou matici,
kterd ma v kazdém radku a kazdém sloupci pravé jeden prvek
rovny 1 a ostatni 0

kazda permutaéni matice P = (pj;) fadu n uréuje permutaci p € S,
predpisem

p(j) =i pravé kdyz p; =0

naopak, kazda permutace p € S, urCuje permutaéni matici
P, = (pjj) fadu n predpisem

1, pokud p(j)=1i
pij = .
0, jinak

Soucin matice s permutacni matici

pozorovani: je-li A = (aj|az|---|a,) matice typu mx nnad T a
P, permutacni matice fadu n, pak

AP, = (ailaz[---|an) P, =(a [a [---]a )
b/
by
je-li navic B = : matice typu n X q, pak
b7
b/ b”
b b7
P,B=P, : = :
BT BT

Permutace

7-25

Permutace

7-26

Determinanty

Determinanty

Obecné determinanty - obsah

B Obecné determinanty
Zakladni vlastnosti
Vliv elementarnich Gprav
Rozvoj determinantu podle radku nebo sloupce
Adjungovana matice
Vandermondilv determinant a sdileni tajemstvi

Definice
definice: je-li A = (aj;) ¢tvercova matice radu n nad télesem T,
pak determinant matice A definujeme jako

det A= sgn(m) ar(1)13x(2)2 " An(n).n
TeS,

priklad: je-li A = (a;;) matice fadu 2, pak

a1l 412
as1  ax

det A = = 311322 — 21312

Obecné determinanty
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Obecné determinanty
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Determinanty

Determinant matice radu 3

priklad: je-li A= (aj;) matice fddu 3, md mnozina vSech permutaci
na mnoziné {1,2,3} celkem 6 prvki

s sgn ()

L 1 311322333
(1, 2, 3) 1 d214d324d13
(1, 3, 2) 1 d314d124d23
(1, 2)(3) -1 —dp214124a33
(1,3)(2) -1 —asiaxas
(1)(2,3) -1 —anasaxs

d11 412 4ai3
proto detA=| a1 axp ax3 |=

431 432 as3

d11a22a33 +a21332d13 +a31d12323 — a213124d33 — d31d22313 — 11332423

Obecné determinanty
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Determinanty

Determinant trojihelnikové matice

tvrzeni: je-li A = (a;) horni trojihelnikova matice, pak plati
det A = aj1a2 - ann

dukaz:

Obecné determinanty 7-30

Determinanty

Determinant transponované matice

tvrzeni: pro kazdou ¢tvercovou matici A = (ajj) fadu n nad T plati
det A = det(AT)

dikaz: ozna&ime AT = (b;;), tedy b; = aj; pro kazdé
ihj=1,....n

disledek: plati det A =} o sgn(m)a1 ~(1)22,x(2) " 3nn(n)

Determinanty

Obecné determinanty

7-31

Linedrni vlastnosti determinantu

tvrzeni: pro Ctvercovou matici A = (aj) = (a1|---|a,) fadu n nad
T", libovolny vektor b = (by,...,b,)7, kazdé j € {1,...,n} a
skaldr t € T plati
1. det(ay|---[aj-1]aj + blaji1]- - |as) =
det(ay|---[aj-1[ajlaji1l - -[an)+det(ay]- - [aj-1[blaji1]--[an)
2. det(ay]---|aj_1|taj|aj1]- - [an) =
tdet(a1|- . -|aj_1|aj|aj+1|~ . -|a,,) = tdetA

dukaz:

Obecné determinanty 7-32




Determinanty

Dalsi elementarni sloupcové a radkové Gpravy

druha ¢ast predchoziho tvrzeni rika, ze pokud vyndsobime néjaky
sloupec matice A skaldrem t, determinant nové matice ziskame
tak, Ze vynasobime determinant pivodni matice t

protoze det A = det(AT), stejny vliv na hodnotu determinantu
matice ma vynasobeni néjakého radku matice A skaldrem t

tvrzeni: prohozeni dvou radki ¢tvercové matice A = (aj;) zméni
znaménko det A; podobné prohozeni dvou sloupct matice A zméni
znaménko det A

dukaz:

Determinanty

Obecné determinanty 7-33

Dokonéeni dikazu

Obecné determinanty

7-34

Determinanty

Determinant permutacni matice

tvrzeni: pro permutacni matici P, fadu n plati det P, = sgnp

dukaz:

dusledek: pro kazdou permutaci p € S, plati
det(a,(1)|ay2)l - - [ay(n)) = sgn (p) det(azlaz| - - - |an)

dukaz:

Determinanty

Obecné determinanty 7-35

tvrzeni: ma-li matice A = (aj;) = (a1|---|a) nad T dva stejné

sloupce, plati det A=10

dukaz:

Pomocné tvrzeni

Obecné determinanty
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Determinanty

Efekt tfeti elementérni sloupcové (Fadkové) Gpravy

tvrzeni: pri¢teme-li v matici A = (a1 - - -|a,) ndsobek jednoho
radku (sloupce) k jinému fadku (sloupci), determinant det A se
nezméni

ditkaz: dokdZeme pro sloupce a pouzijeme det A = det(AT)

Determinanty

Obecné determinanty

7-37

Prvni metoda vypoctu determinanti

zname efekt efi a est na determinant; pomoci téchto Gprav matici
prevedeme do horni trojihelnikové nebo dolni trojihelnikové
matice a pak vynasobime prvky na hlavni diagonale

priklad: spocteme

1 2 3
4 6
8 9

4
6

Obecné determinanty 7-38

Determinanty

Determinanty elementarnich matic

tvrzeni: pro kazdou elementarni matici E a libovolnou matici A,
obé Fadu n, plati det(EA) = det(E) - det(A)

dikaz: kazdou elementarni matici dostaneme z jednotkové matice
I, jednou ef; detl, =1

matici E pro prehozeni fadk(, dostaneme z /,, prohozenim dvou
radku, tedy det E = —1 a det(EA) = (—1) det A = det(E) det(A)

matice E pro vynasobeni radku nenulovym skalarem je diagonalni,
tedy det E = t a det(EA) = tdet A = det(E) det(A)

a nakonec matice E pro pricteni t-nasobku jednoho radku k jinému
je horni (nebo dolni) trojihelnikova s jednotkami na hlavni
diagondle, proto det E = 1 a det(EA) = det A = det(E) det(A)

Determinanty

Obecné determinanty
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Charakterizace regularity pomoci determinantu

tvrzeni: pro ¢tvercovou matici A nad T je ekvivalentni
1. matice A je regularni
15. detA#0

dakaz: pomoci erii prevedeme A do rfot C

Obecné determinanty 7-40




Determinanty

Véta o soucdinu determinantd

véta: pro kazdé dvé Ctvercové matice A, B fadu n plati
det(AB) = det(A) det(B)

dukaz:

geometricky vyznam véty o soucinu determinantd

Obecné determinanty 7-41

Determinanty

Dusledky véty o soucinu determinant(

dusledek: pro regularni matici A plati det(A~!) = (det A)~1

dukaz:

dusledek: pro kazdou permutaci p € S, plati
det(a,(1)|ay2)l - - [ap(n)) = sgn (p) det(ailaz| - - - |an)
dikaz:

Obecné determinanty
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Determinanty

Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo: je-li A = (a1|---|a,) reguldrni matice fadu n
nad télesem T, b€ T" a x = (x1,...,x,)" jednoznaéné uréeny
vektor reseni soustavy Ax = b, pak plati pro kazdé j =1,...,n
det Aj
Xj = )
det A
kde A;j = (a1|---|aj_1|blaj+1|---|an) je matice, kterou dostaneme

z A nahrazenim j-tého sloupce a; sloupcem pravych stran b

dikaz:

Determinanty

Obecné determinanty 7-43

Dokonceni ditkazu Cramerova pravidla

1 2 3|2
pfiklad: najdeme druhou slozku reSeni soustavy | 4 4 6|4
6 8 9|0
1 2 3 1 2 3
detA=|4 4 6 |=12, detA>=|4 4 6 |=-36,
6 8 9 6 0 9

proto xo = —3

Obecné determinanty
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Determinanty

Algebraicky doplnék

definice: je-li A = (aj;) ¢tvercovd matice fadu nnad T a

i,j €{1,2,...,n} pak algebraicky doplnék nebo také kofaktor
prvku a;j je skaldr m; = (—1)"*/ det Mj;, kde M;; je matice, kterou
dostaneme z A vynechanim j-tého radku a j-tého sloupce

Determinanty

1 2 3
priklad: v matici A= (aj) = | 4 4 6 | spocteme kofaktor
6 8 9
) _ 1422 3| _ _
mp1 prvku az1: mp; = (—1) g 9|~ (-1)(18—24) =6
Moy prvku ax: mpy = (—1)%+2 é g ‘ =0-18= -9
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Rozvoj determinantu podle sloupce

véta: je-li A = (a;;) matice fadu na j € {1,2,...,n}, pak plati

n
det A = aijmyj + agjmoj + -+ - + apjMpj = Zi:l ajjmi;

dukaz: v kazdém scitanci v

det A= sgn(m)ar(1)1- " an(n)n
TeS,

je pravé jeden Cinitel z j-tého sloupce matice A a to a.(;);

pro kazdy prvek a;; sdruzime sCitance, které prvek a;; obsahuji, a
vytkneme jej; dostaneme

Obecné determinanty
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Determinanty

1. krok dikazu

det A = Z sgn (T)ar(1)1 " 3x(n)n

TeS,

n
= Z Z Sgn(ﬂ-)aw(l),l"'an'(n),n

i=1 n€S,n(j)=i

= Zaij Z Sgn(ﬁ)aw(l),l"'aw(j—l),j—law(j+1),j+1"'aw(n),n

dokazeme, Ze po vytknuti ziistane soucet rovny mj;

1. krok dikazu: budeme predpokladat, ze a, = e, aj=n

Determinanty
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2. krok ddkazu

2. krok dukazu: nyni predpokladame, ze a; = e; pro i € {1,...,n}

matici A upravime tak, Ze napred pomoci n — j — 1 transpozic
sloupcli pfesuneme sloupec a; = e; na misto n-tého sloupce tak,
aby se poradi ostatnich sloupcti nezménilo

dale pomoci n — i — 1 transpozic fadk( upravime matici tak, aby se
posledni sloupec matice rovnal e, a poradi ostatnich radkd se
nezménilo; dostaneme tak matici B, jejiz minor N,, se rovna
minoru M;; matice A a n-ty sloupec b, = e,,; podle 1. kroku

Obecné determinanty
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Determinanty

Rozvoj determinantu podle radku

3. krok diikazu: obecny vektor a; matice A se rovnd Z,’-’:l ajie;j;
pak

opétovnym pouZitim rovnosti det A = det(A') dostaneme

vétu o rozvoji determinantu podle Ffadku: pro matici A radu n a
libovolné i € {1,2,...n} plati det A =37, a;im;

Determinanty

Obecné determinanty
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Priklad

priklad: spocteme rozvojem podle prvniho radku jesté jednou

12 3

4 4 6 :(_1)1+1.1.‘;1 g‘+(_1)1+2,2_‘g g'

6 8 9

+(—1)1+3-3~‘ g g ‘: (36— 48) —2(36 — 36) + 3(32 — 24) = 12

Obecny postup: pro rozvoj determinantu obvykle vybirame radek
nebo sloupec s velkym poctem prvki rovnych 0

takovy radek nebo sloupec ¢asto napred vytvorime pomoci
elementarnich radkovych nebo sloupcovych Gprav

Obecné determinanty
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Determinanty

Adjungovand matice

definice: kofaktorovd matice ke Ctvercové matici A = (ajj) je
matice M = (mj;) tvorena algebraickymi dopliiky prvki ajj,
adjungovand matice k matici A je matice M T transponovana ke
kofaktorové matici M, znaceni: adj A

tvrzeni o faleSném rozvoji: pro ¢tvercovou matici A radu n a
libovolné dva rizné indexy k,/ € {1,2,...,n} plati

n
aymik + aymop + -+ + apMpe = > aiymjx =0

dilkaz:

Determinanty

Obecné determinanty
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Formulka pro inverzni matici
tvrzeni: pro ¢tvercovou matici A fadu n plati
adj (A)-A=A-adj(A) =det(A) - I,

dukaz: prvek na misté (k, /) v souinu adj (A) - A se rovna
skalarnimu souéinu k-tého fadku matice adj A= M7 s I-tym
sloupcem matice A, tj. k-tého sloupce kofaktorové matice M s
I-tym sloupcem matice A

duasledek: je-li matice A reguldrni, pak plati

_ adj A
Al =
det A

Obecné determinanty
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Determinanty

Inverzni matice k maticim fadu 2 a 3

pro reguldrni matici A = (aj;) fadu 2 tak plati

ail
azi

>_1 = (det A)~! (

az2

—azi

—adi2
ail

)

inverzni matice A~! k reguldrni matici A = (a;;) ¥adu 3 je

(det A)~ !

Obecné determinanty

a2
as32
az1
asi
ani
as31

az3
as33
azs
ass
ansi
as1

ai2
as32
ail
asi
ai
as1

a13
as3
ai3
as3
ai2
as1

a2
azo
ai1
azi
ail
azi

a13
a3
ai3
an3
a2
ani
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Determinanty

Vandermondova matice

uloha: je dano téleso T, n jeho navzajem rlznych prvkd ag, ..., a,
a dalsich n prvk( by,...,b, €T

mame najit polynom f(x) = ko + kix + -+ - + kn_1x""! stupné
nejvySe n — 1 s koeficienty v télese T, ktery v zadaném bodé a;
nabyva predepsané hodnoty b; pro kazdé i =1,...,n

feSeni: musi platit f(a;) = ko + kiaj + -+ + k,,,lalf’_l = b;
pro kazdé i=1,...,n

neznamé koeficienty ko, . . .
linedrnich rovnic

,kn_1 € T tak musi spliovat soustavu

1 a a% . ai’_l ko b
1 a a% . ag_l ki b
1 a, a?, a,'}*l kn_1 b,

Obecné determinanty
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Determinanty

matice této soustavy se nazyvd Vandermondova matice a jeji

Vandermonduilv determinant

determinant Vandermondiv determinant

tvrzeni: pro libovolné n > 2 a prvky ay, ..

V(al,ag, “e

dakaz: precist ve skriptech

jsou-li prvky as, ..

7an):

1 ail
1 an
1 a,

2
a

2
a

n—1

:H1§i<j§n (aj —

.,an € T plati

.y k,,_l ma

a,-)

., ap navzdjem rhzné, je Vandermondova matice
regularni, soustava pro neznamé koeficienty ko, . .

jednoznaéné Feseni a polynom f(x) je proto uréeny jednoznalné

nazyvd se Lagrangeuv interpolacni polynom

Obecné determinanty
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Determinanty

Digitalni kli¢e ke korunovacnim klenotiim

zvolime néjaké dostatecné velké prvocislo p, sejf s korunovaénimi
klenoty otevie nahodné zvolené Cislo d € Z, = {0,1,...,p — 1}

klicnik musi informaci o kli¢i d rozdélit mezi 7 statnich a cirkevnich
hodnostari tak, aby jej bylo mozné zjistit pouze tehdy, kdyz se
vSichni sejdou

udé€la to tak, Ze zvoli ndhodné koeficienty ki, ko,..., ks € Zp a
ziska tim polynom f(x) = d + kyx + - - - + kgx®

plati f(0) = d

dale zvoli ndhodné 7 navzdjem riznych nenulovych Cisel ay, ..., a7

i-tému hodnostéfi pridéli dvojici (a;, by = f(a;))

Obecné determinanty
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Determinanty

Otevirani sejfu

pri vyznamné prilezitosti se sejde vSech 7 hodnostari

polynom f(x) je jednoznaéné urceny hodnotami f(a;) = b; pro
i=1,...,7, vSechny prvky a;, b; jsou k dispozici

feSenim soustavy na str. 6-54 najdou jednoznacné urceny
Lagrangetv interpola¢ni polynom f a tedy také kli¢ d = £(0)

Determinanty
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Co kdyzZ je pan president indisponovany?

zbylych 6 hodnostafi ma k dispozici dvojice (a;, bj) proi =2,...,7

pro jakékoliv d € Z, existuje pravé jeden polynom stupné
nejvyse 6, pro ktery plati f(a;) = b; proi=2,...,7a f(0)=d
(proto jsme volili prvky ai, ..., a7 nenulové)

vSechny mozné hodnoty klice jsou pfi znalosti pouhych Sesti dvojic
(aj, b;) stejné pravdépodobné

bez pana presidenta si ostatni hodnostari ani neskrtnou

Obecné determinanty 7-58




