Geometrické modelovani, ZS 2020-21

Toto je seznam vét a definic, které budou u zkousky vyZzadovany formalné presné véetné dikazd. Dikazy
jsou jen naznaceny, pfesné byly na predndsce. Ostatni ltka z prezentaci bude zkousena orientac¢né. Zkouska

bude pisemnd a tstni. Pisemna ¢ast bude trvat 90 minut, bude se pfi ni pouZivat pouze papir a tuzka a otazky
mohou vypadat napfiklad takto:

1. Formulujte a dokaZte vétu o souvislosti znaménkové kiivosti a zmény sméru kiivky.

2. Pomoci DeCastelja algoritmu vypoctéte bod ¢(1/2) pro Bézierovu kiivku s fidicimi body Py = [1, 2],
P, =[0,—1], P2 = [-1,1]. V tomto bod& urete te¢nou pfimku, znaménkovou kfivost a oskulaéni
kruZnici.

3. Dokazte vzorec pro derivaci Bézierovy kfivky.

1 KF¥Fivky v roviné a jejich transformace

Definice 1.1. Bud I C R interval. Diferencovatelné zobrazeni (tfidy C*) ¢ : I — R? se nazyva
parametrizovand kiivka v R?. Mnozina (c) := c(I) C R? se nazyvéd obraz kfivky. Parametrizovand
kfivka se nazyvé reguldrni, jestlize ¢’ (t) # (0,0)T pro kazdé ¢ € I.

Poznamka. Je-li [ uzavieny nebo polouzavieny interval, rozumime diferencovatelnym zobrazenim na [
restrikci na I diferencovatelného zobrazeni definovaného na néjakém otevieném nadintervalu. Parametrizo-
vand kfivka je charakterizovédna dvojici funkef definovanych na I, tedy c(t) = (c(t), ¢, (¢))”. Casto nenf

tieba a pro praxi neni vhodné, aby c a ¢ bylo tfidy C*°, ale podle situace postac¢i nizsi hladkost, naptiklad
Cct,C?, 8.

Definice 1.2. Je-li c : I — R? reguldrni parametrizovand kiivka a ¢ : I — I difeomorfismus intervalu I na
I,je & = co ¢ : I — R? reguldrni parametrizovand kiivka se stejnym obrazem jako c¢. Difeomorfismus ¢
pak nazyvame zménou parametru a € reparametrizaci c. Je-li navic ¢’ > 0 na I, nazveme ¢ reparametrizac{
c zachovdvajici orientaci.

Definice (a lemma) 1.3. Byti reparametrizaci je relace ekvivalence na mnoziné vSech reguldrnich para-
metrizovanych kiivek a kazdou jeji tfidu nazyvame krivka. Kazdého zastupce piislusné tfidy ekvivalence
nazyvame parametrizaci této kiivky. Byti reparametrizaci zachovdvajici orientaci je rovnéZz relace ekviva-
lence na mnoZin€ vSech regularnich parametrizovanych kfivek a kazdou jeji tfidu nazyvdme orientovand
kfivka.

Diikaz: Difeomorfismus je zobrazeni ® : I — I které je bijekce, hladké C™° a &’ # 0 viude. Z toho plyne,
7e ®~ ! je také difeomorfismus.

Tranzitivita: sloZeni difeomorfismi je difeomorfismus, tedy (¢ = co®a & = &oth) = ¢ = co (Por)

e Symetrie: inverze defeomorfismu je difeomorfismus, tedy kdyZ ¢ = co® = c =¢o ®~!

Reflexivita: identita je difeomorfismus a tedy ¢ = c o ¢d

Orientace: sloZeni rostoucich funkci je rostouci a inverze k rostouci funkci je rostouci, tedy
(id > 0); (' > 0) = (271 > 0; (&' >0& ' >0) = (Porp) > 0.
O

Poznamka. Pokud nebude nebezpe¢i omylu, budeme slovem k7ivka (ptipadné orientovana kiivka) oznaco-
vat nejen tfidu ekvivalence, ale i jejtho reprezentanta (regularni parametrizovanou kfivku), se kterym pravé
pracujeme, nebo dokonce jeji obraz. V diferencidlni geometrii studujeme takové vlastnosti kiivek, které se
neménf pii reparametrizaci.



Poznamka. Nadile budeme pouZivat zkrdceny zdpis parametrizaci téZe kiivky. Napiiklad pokud mame

parametrizovanou kfivku c(t) budeme jeji reparametrizaci ¢(s) = c(¢(s)) oznacovat jednoduse c(s). Ddle

budeme psét napiiklad (s) namisto ¢t = ¢(s) a v disledku i s(t) namisto s = ¢~ 1(t). Kone¢né kviili

zjenoduSeni zédpisu budeme nékdy vynechdvat hodnotu parametru a budeme psat napiiklad ¢’ misto ¢’(¢) a
d

podobné. Pokud nefekneme jinak, ¢arka znaci derivaci % a tecka derivaci .

Lemma 1.4. Pro derivace dvou parametrizaci c(t) a c(s) = c(¢(s)) téZe kiivky v kazdém odpovidajicim
bodé¢ plati

¢ t 0 0 ¢
el=1%f 2 o "
¢ i 3tt 3) \c"”

1.
d d dt
= — t = — ti:tl.
¢ =—c(t(s)) = Ze(t) - =tc
2.
¢ =1tc da
N ds
c=t-c/+t-t-" =t + ()%
3.

=t -/ +t-t-"+2t-t-" +H)?-i-c" =f-/+3t-i-c" +(£)> "
O

Definice (a lemma) 1.5. Délku kiivky dané parametrizaci c(t),t € I = (a, ) definujeme jako uréity

integral
[3 /
[ lle e
«

Dikaz: Pro piipad rostouci reparametriza¢ni funkce ¢(s) zobrazujici interval [&, 8] na interval [, /3] plati,
Ze t > 0 a podle véty o substituci

B 8 B B
/}Mwm=[uwwm=[ﬂwwm=/udww

Pro piipad klesajici ¢(s) dostaneme,Ze se interval [&, 3] zobrazi na [3, o], a 7e ¢ < 0, tedy
5 . B ;! B . ! ¢ !/ ﬂ !/
/|Mwm[|m@wm[mumwAnumm/numw

Definice (a lemma) 1.6. V kazdém bod& orientované kiivky dané parametrizaci c(t) definujeme jeji
rychlosti budeme oznalovat r(t) = ||c’(t)||. jednotkovy tecny vektor vyrazem

ktery nezavisi na parametrizaci.

O

Dile definujeme normélovy vektor n.(t) tak, aby {t(¢),n.(¢t)} byla kladn& orientovand ortonormaln{
baze R2. Tyto vektory se neméni pfi reparametrizaci zachovajici orientaci. Pi reparametrizaci kterd méni
orientaci se tyto vektory méni na opacné vektory.



Dukaz: Derivovanim dostdvame

o(s) = ) i)y i @)

“ eI [Ee @l JE el

Navic plati

Definice (a lemma) 1.7. Pro reguldrni parametrizovanou kfivku ¢ : I — R? definujeme v kazdém bod&
znaménkovou krivost

det(c'(t)|c" (1))
Kz (t) = / 3 ’
e’ (@)l
Znaménkova kiivost se neméni pii reparametrizaci zachovajici orientaci. Pfi reparametrizaci kterd ménf ori-
entaci méni znaménkova kfivost pouze znaménko. Bod, ve kterém je znaménkov4 kfivost nulovd nazyvame
inflexni.

Dukaz:

tel

e 0B )] o wewen ; det(e/(t), e (1)

O [éc! (£)]]? R IO

O

Definice (a lemma) 1.8. Ozna¢me soufadnice bodd v roviné x = (x,y)”. Eukleidovské shodnosti (iso-

metrie) jsou pravé zobrazeni x — Ax + a, kde A je orthonormdlni matice. Takovou shodnost nazyvame
pfimou, pravé kdyz det(A) = 1. Kazdd pfimd shodnost je posunuti (tedy A = I) nebo otoéeni (okolo
vhodného bodu).

Dukaz: Z LA vime, Ze pfimé shodnosti maji tvar
()= (e ) 6)+ G)
Pro pfipad ¢ = 0 dostdvame A = [ tedy posunuti . Pro ¢ # 0 m4 zobrazeni pravé jeden pevny bod
<§7> _ (1 —cos¢  sing >1 (pm>
0l —sing 1 —-cos¢ Dy )’
ktery je sttedem otoceni o thel ¢. ProtoZe plati

det (1_8(;28;) 1 ih;(i ¢> =(1—cos¢)?+sin®p=2—2cos¢p =2(1—cos¢) >0,

M

matice M je reguldrni = soustava M <y) = (ﬁ w) ma pravé jedno fesen{ <zj) . (]
y

Véta 1.9. Znaménkov kfivost, te¢ny a normdlovy vektor jsou invariantni vi¢i pfimym shodnostem R2.

Presnéji m&me pfimou shodnost ve tvaru x — Ax + a. Mame-li kiivku danou parametrizaci c(t) a v

jejim libovolném (neinflexnim) bod¢€ k., t, n., pak kfivka €(t) = Ac(t) + a md v odpovidajicim bodé

znaménkovou kfivost K, = k., teCny vektor t = At a normdlovy vektor n, = An,.

Dukaz: Plati, Ze
¢(t) = Ac(t) +a=¢c'(t) = Ac'(t) = &"(t) = Ac"(t)

Tedy



_det(¢’,¢"”)  det(Ac’, Ac”)  det(A)det(c’,c")

Ry = - = = = K,
ller]|? |Ac’|[? lle/][?
nebot ||v]| = VoTv = ||Ac'|| = \/(Ac)TAc = Vc/TAT Ac' = Vc'Te! = ||c/|| adet(A) = 1.
F_ ¢ _ A _ N
* t =y = Ao = Aley) = At

- 0 —-1)\- 0 -1 0 -1
a0 )= (0 Dama(® e

Definice 1.10. Pro kazdou k¥ivku c definujeme v kazdém bodg jeji fecnou pFimku jako mnoZinu c(t)+(t(t))
a ddle v kazdém neinflexnim bod¢ definujeme jeji orientovany polomér kfivosti jako R(t) = ﬁ(t), jejl
stied kfivosti jako bod S(t) = c(t) + R(t)n.(t) a kruZnici se stiedem S(¢) a polomérem R(t) nazyvime
oskulacni kruznice v bodé c(t).

O

Véta 1.11. Ve svém kazdém neinflexnim bodé ma kiivka ze vSech piimek kontakt nejvyssiho fadu s te¢nou
pfimkou a ze vSech kruznic ma kontakt nejvyssiho fadu s oskulaéni kruZnici.

Dikaz:

Kontaktem myslime nejvyS$8§f moZnou shodu derivace ve vhodné parametrizaci. UvaZujme tedy dvé
kfivky a néjakym zptisobem sjednocené parametrizace (naptiklad obé€ obloukem) c;, co a zajim4 nds jejich
kontakt v bodé€ %

e kontakt 0. fddu — ¢4 (tg) = ca(to)
¢ (to)

e kontakt 2. ¥adu — ¢/ (to) = c4(to)

e kontakt 1. fadu — ¢/ (¢o)

Diky linedrni reparametrizaci postaci tuto vlastnost studovat v bodé ¢t = 0 a diky pifimé shodnosti
mizeme navic pfedpoklddat, Ze ¢(0) = (0,0) ac’(0) = (¢,,(0),0),kde ¢, (0) > 0. Mdme tedy t(0) = (1,0)
an,(0) = (0,1). V tomto bodé uvazujme Taylortiv rozvoj kiivky

c(t) = (c;(O)t + %CQ(O)tZ + o(t?), %C;’(O)t2 + 0(t2)> .

Dosazenim do obecné rovnice piimky Az + By + C' = 0, pro A # 0 nebo B # 0 dostdvame:

1 1
C + Ac,(0)t + [QAC;’(O) + 2Bcg(O)] t2 4+ o(t?) =0
Odtud vyvodime, Ze pro kontakt fadu O (jednondsobny prisec¢ik) musi platit C = 0 a pro kontakt
fadu 1 (dvojndsobny prisecik) musi navic platit A = 0, ¢imz dostdvame By = 0, tedy osu z a tim
teCnou piimku a B musi byt nenulové. Kontakt vysstho fadu neni moZny, nebof pro kontakt fadu 2 by
/!

¢, (0) = 0 = £(0) = 0, coz je spor s pfedpokladem neinflexniho bodu.

Dosazenim do obecné rovnice kruznice (z — S;)% + (y — S,)? — R? = 0 dostévdme:

1 1
(S2+5; — R?) — 25,d,(0)t + {c;(of — 251;505(0) - 2Sy§cg(0) 2 +0(t?) =0
Tedy pro kontakt fadu 0 (jednondsobny prisecik) musi platit R = S2+S? a pro kontakt fadu 1 (dvojndsobny
prisecik) musi platit S, = 0. Pro kontakt fadu 2 (trojnasobny prisecik) pak S, = ¢/,(0)?/c;/(0) = 1/£.(0),
nebof
e (0)  l(0)

xT xr
0 c’(0)
Y /" / 2
i =¢,(0)/c, (0
¢imz dostdvame oskulaéni kruZnici. Kontakt vy$siho fadu neni obecné mozny, nebof jsme vycerpali vSechny
volné parametry. MiZe nastal pouze v pfipadé, Ze «.(0) = 0, tedy v kritickém bod¢& kiivosti, napiiklad v
jejim maximu. (]

kz(0) =



Véta 1.12. Oznacme funkci rychlosti r(¢) = ||c/(¢)||. Pro reguldrni parametrizovanou kfivku ¢ : I — R?
plati
t'(t) = r(t)k. (t)n.(t).

Existuje hladkd funkce 6(¢) : I — R spliiujici t(¢) = (cosf(t),siné(t)), t € I a pro znaménkovou
ktivost pak plati
o' (t
Ky (t) = ( ), tel
r(t)
Pokud je tedy kiivka parametrizovana konstantni jednotkovou rychlosti (¢) = 1, pak je tedy znaménkova
kiivost rychlosti zmény kfivky. Funkce 7(¢) a . (t) ur€uji kfivku aZ na pfimou shodnost.

Diikaz: Uvédomme si, Ze ||c’|| = /¢’ - ¢/. Derivovdnim a dpravami dostaneme
. /_ 1
g (Y Y G e — (e
el ¢ eI ’

Dile plati ||t|| =1 = vt -t =1 = t - t = 1 derivovanim ziskdme 2t - t' = 0 a proto je t’ ndsobkem
n,(t), tedy t' = Kn,(t). Z rovnosti

det(t, t") = det(t, Kn.(t)) = K det(t,n.(t)) = K
=1

a

C/ ||C/HQC// _ (C/ . C//)C/ C/ ||C/||QC// C/ (C/ . C//)C/
det(t,t’) = det = det ——— | —det ,——— | =
ot ¥) = do <||c/||’ EE e et ) e e

0

1 det(c’,c”) e
= - ||1C

lle'f]? ']~~~
—_— o

=r

det(c’,c") -

Rz

dostaneme, 7¢ K = rk,. Funkce 6 je spojitou verzi argumentu funkce t(¢) a jeji existence a diferen-
covatelnost je zndmd z komplexni analyzy. t'(t) = 0(¢)’ (—sind(¢),cosf(t)) z predchozi ¢dsti mame

n, (t)

0'(t) = r(t)r. (). O

Véta 1.13. Na otevieném intervalu I budiz zaddny dvé hladké redlné funkce k(t), r(t), pfiCemz r(t) > 0
prot € I.Pak existuje aZ na pfimou podobnost pravé jedna hladk4 parametrickd rovinnd k¥ivka c(¢),t € I,
pro kterou plati

IOl =r®),  r:(t) = f(t).
2 Beziérovy krivky

Definice 2.1. i-ty Bernsteiniiv polynom stupné n definujeme jako

BM'(t) = <n> (1 — )9,

2

Véta 2.2. Ndsledujici viastnosti plati pro kaZdou volbu indexii. JestliZe je i < O nebo i > n, pak klademe
Br'(t)=0

1. BI(t) je nezdporny na [0,1] a pro n > 0 md na tomto intervalu jediné maximum v bodé t = i/n.



2. Prokazdénje . ,BI't) =L
3. Symetrie Bl'(t) = BI'_,(1 —t).

4. Rekurence
BI (1) = (1 - B} (1) + 1B} (0):

5. Derivace
B () =n (B (t) = By (1)) -

6. Vnoreni prostorii P, [t] < Pyy1(t] je realizovdno vztahem

n—itl e i+1

Bi(t)=——7"B" )+ BI5 ().

n_|_1 i+1

Diukaz:
L Br@t)Y = (Nt (1—t) ") —(n—di)t!(1—t) "= V] = (ML (1—t)" " i(1—t)— (n—i)t] =

(ﬁ)ti_l(l — )" i —nt).Prot € [0, L) je (i —nt) >0aprot € (L, 1] plati (i —nt) <0a

K2 K2
n n
7

>0
tedy maximum je v bodé ¢t = i/n.

2.1 =((1—t)+8t)"=(1—t)"+ (”)tu —t) D g (7)#(1 )4 1

\TBE_./ 2 Br
BT Br
3. Bh_i(1—=t) = (") (A=) (1 = (1 =)= = (1) (1 = )" = Bp(1)
4.
(1= t)BH () + tBr5 (8 = (1 - 1) (” R 1)#(1 — )0 t<?__11>ti1(1 ~ )" =
(1Y) (e =
(%)
BMt)' = (?) it (1 - )" — (n— i)t (1 — )" ] =
z’!(nni z’)!itH(1 —" - z’!(nni i)! (n =t =)™ =
n (n—1)! i—17q1 _ p\n—i _ (n-D1! _pn—i—1| _
{(i—l)!(n—i)!t T LA ]
n [(?_11)15”(1 — ) <nl 1>ti(1 - t)"”] =n(Bi5'(t) = B (1))
6.
n—1i+1 1 t+1 n—i+1/n+1\, ntl—i
T B0+ B = nﬁ( N >t (L=
;‘:_11 (?i‘f) #i+1(1 — t)n—',—l—i—l _ (?) #(1 — )iy (?) ti+1(1 )i =

(77)#'(1 —" (-0 +1) = B(®)

]



O

Definice 2.3. Mé&jme posloupnost n + 1 bodi P; € RV, kdei = 0, ..., n. Tyto body nazyvame Fidici body
a lomenou ¢aru, kterd je postupné spojuje nazyvame fidici polygon. Pak definujeme Bézierovu kfivku

c(t) = zn:PiB;L(t), t e [0,1].
1=0

Véta 2.4. Bézierova krivka leZi v konvexnim obalu svych Fidicich bodii.

Dukaz: Polynomy daného stupné tvoii rozklad jednotky. (]

Véta 2.5. Jestlize c(t) je Bézierova kfivka s Fidicimi body Py, . .., Py, a ¢(t) je Bézierova kiivka s ridicimi
body Py, ..., Py, kde P; = P,_;, pak c(t) = c(1 —t).

Ditkaz: &() = Y1 PuBY (1) =[50 1= S0y Poy By (1) = Yo PiBy(1—t) =c(1—1). O

“li=n—j

Véta 2.6. Méjme Eukleidovskou shodnost ve tvaru Ax + a. JestliZe c(t) je Bézierova kiivka s Fidicimi body

Py, ..., P, aé(t)je Bézierova kiivkas Fidicimi body Py, . . ., P, kde P; = AP;+a, pak &(t) = Ac(t)+a.
Dikaz: o(1) = S, PiBII) = SIo(AP; + a)BI(t) = Yo APBI(E) + YloaBy(t) =
n

A P;Blt)+ay B(t) = Ac(t) +a. O
=0 =0

—r —
=c(t) =1

Véta 2.7. Pro derivaci (hodograph) kiivky c(t) s idicimi body P; € RN, kde i = 0, ..., n plati
n—1
c(t)=> QB (1),
i=0

kde Q; = (P11 — P;).
Diikaz: Pro zjednoduseni zdpisu zna¢me B]' := B! (t). Vime c(t) = Y., P;B(t) =
/() =Po(By (1)) + P1(BI (1)) + -+ Pu1(Br_1 (1)) + Pu(Br (1) =
Pon(B"y' = By )+ Pin(By ' = By )+ + Py _n(Bl Ty — BrTl) + Pun(B T — Bl ) =
nPo B"' —nPoBy ' + 0P By —nP1BY ! + -+ nP,_1BIZ) — nP,_ 1Bl +

——
=0

n—1
nP, B~} —nP, Bl = By~ (nPy —nPg)+ -+ Bl T| (nPy —nPy,_y) = Y QB (t)
—— ———— —_——— e
=0 Qo Qn—l
([l
Véta 2.8 (Degree elevation). K#ivku c(t) s ¥idicimi body P; € RN, kdei = 0, ..., n lze také vyjddrit jako
kfivku s Fidicimi body Q; € RN, kdei =0,...,n+1a

1 1

i=——P;_ 1-
Qi n+1 -1+ ( n

)P;

(pFi vyuZiti konvence fP_1 = {P, 11 = 0).



P3=Q4
Po=Qo



Diikaz:
e i=0: Qo= n+1P1+(1 01)P0:P0

e 0<i<n+1: Q,—n P;_ 1+(1—n+1)P
ei=n+1:Qu1= Zi%P +(1- %)Pmrl =P,
Tedy
n 'L“rl n+1 Z"’ n+1
ZPB ZP a1 BT O+ B 0=
n n+1 n+1
n—14i+1 B" 1+1 n n—j+1 B™ n
ZPl : Bt +ZP Bljll() ZPZ ]1 J“ +ZPJ 1 ‘7 BH()
i=0 n 7=0 n
e | &K j
P——— +P,_ B (1) = P, P, Bt
JE::O[ PTay1 T 1n—|—1] ;@) JZ::O[”H st (=) BT

Q;

Definice 2.9. Mé&jme iidici body P; € RY, kde i = 0,...,n a odpovidajici Bézierovu kiivku c(t).
DeCasteljau algoritmus vypocita pro kazdé pevné t € [0, 1] systém bodi P; ; indexovany dvéma indexy
i=0,...,naj=0,...,(n—1) takto:

eproi=0:Py,; =Py
e proi >0 : Pi,j = (1 — t)Pi—l,j + tPi—l,j-‘rl
P1=Po1

P12

Po=Po,0 P3=Pq3
Lemma 2.10. V DeCasteljau algoritmu s pevaym t € [0, 1] pro kaZdou legdini volbu indexii i, k, m plati
Piimi =3 PijkB'(t).
j=0
Dukaz: Indukci podle m.
em=0:P; = Z?:o P, ;1 BY(t) = Piy.

e m—m-+1:

m—+1 m—+1
Do P BTN = D Pajsl(l = OB () + B ()] =
j=0 j=0
m—+1 m—+1 m m
(1=1) Y Py Bl )+t > Pij B () =(1—1t)Y Pij Bl () +tY P Bl (t) =
7=0 7=0 §=0 i=0

(1 =)Pitmi +tPivmpt1 = Pipmy1k-



Véta 2.11. V algoritmu DeCasteljau t € [0, 1] je P, o = c(t) a isecka P,,_1,0P,_1 1 je teCnou v tomto
bodé.

Diikaz: Z pfedchoziho lemmatu pro m = n, k = 0,¢ = 0, plyne P, = Z?:o Po;B}(t) =
Z;;O P]-BJT»L(t) = c(t). Pro te¢nu z pfedchoziho lemmatu a Véty 2.7. mdme P,,_1 1 — P10 =
n—1 n— n—1 n— n—1 n— L,y
>ico Pogni BT Ht) = Y700 Pog By (1) = Y7, (Pjy — Py) BT (1) = 5c/(t). Tedy dsecka
P, _10P,—_1,1 lezi v linedrnim obalu jednotkového te¢ného vektoru a tedy urcuje tecnu. (Il

3 Lagrangeova a Hermitova interpolace

Definice 3.1. M&jme zadany hodnoty proménné zyp < 1 < ...Zp—1 < T, € R a funkéni hodnoty
fos f1s- oy fn=1, fn € R. Rekneme, Ze polynom f(x) je Lagrangeovym interpolacnim polynomem téchto
hodnot, jestlize plati

f(x:) = fi, proi=0,...,n.
Véta 3.2. Pro kaZdé vstupni hodnoty existuje prdavé jeden interpolant stupné nejvyse n.

Dikaz: f(z) = ap+air+agz®+- - -+a,x". Podminka: f(z;) = f; d&vdag+a12;+ax?+- - +a,zl =
fi- VSechny podminky ddvaji soustavu linearnich rovnic s Vandermondovou matici M, 1 xn+1

1 Xo . . . .’Eg ag f()
1 =, . . . " an fn
ao fo
det M = H;’L_i:O izj(®i — xj) # 0 = M reguldrni, mdme jediné feSeni | . | = M. O
QAn fn

Definice (a lemma) 3.3. Pro zadand zg < 1 < ... < x,, € R definujeme Lagrangeovy polynomy

n

b = 11—

j=0#i
M¢jme funkéni hodnoty fo, f1,..., fn—1, fn, pak pro interpolacni polynom z piedchozi véty plati, Ze je
roven .
Z fili(z)
i=0

Dukaz: Plyne z toho, Ze I;(x;) = ;;. Nebot

® proi =7j
n
lz@%) = H Ll — ij =1= 6jj =1,
j=04#i "
® proi # j
n
Ti— T
li(xj): H Sﬂ]—(L'] :O:>6ij =0.
j=0,47#i "

Definujme f(x) = 371" fili(v). tedy f(x;) = 3oi_g fili(w;) = 32iq fidij = f; O



Véta 3.4. Méjme g(x) € C?[a,b), tedy funkce se spojitou druhou derivaci na intervalu [a,b] a oznacme
K = max,c(q 9" (x)|. Necht f(x) je linedrni Lagrangeiiv interpolacni polynom v bodech a,b, tedy
polynom stupné nejvyse 1 spliiujict

Pak plati
K
- < (b—a)?—.
xg[gﬁ}lg(w) f@l<-a

Dukaz: Definuji
o r(x) =g(x) = f(x)  r(a)=rb)=0

e h(z)=(x—a)b—1x) h(a) = h(b) = 0 amax h(z) = h(‘%rb) = (1777‘1)2

e Zvolme libovolné z € (a,b). Definujme F(z) = r(z) — Lh(x), kde L = 7122}

Pak F'(a) = F(b) = 0 ataké F(x) = 0. F je C? na [a, b] a podle Rolleovy véty existuje

e 11 € (a,x) takové, ze F'(x1) =0
o 15 € (g, b) takové, ze F'(z3) =0
Funkce F’ je C* na [a, b] a podle Rolleovy véty existuje x3 € (1, 72) takové, ze F"'(x3) = 0. Zdroveit
F"(23) = r"(x3) — Lh"(x3) = g (23) + 2L

nebof b/’ (r) = —2a f”(x) = 0. Tedy

2
9" (x3) K Ir(zo)] = K K (b—a
L= = Ll < — = < = = < =
) IE<5 h(zo)| 2 rzo)l < 5\ =
O
Definice 3.5. Méjme zadany hodnoty proménné xg, x1, . . ., x,, € R, ndsobnostiderivaci kg, k1,...,k, € Ny
ahodnoty fo, f1, ..., fn € R. Rekneme, Ze polynom f(z) je Hermitovym interpolacnim polynomem téchto

dat, jestlize
FE) () = fi, proi=0,...,n.

Definice 3.6. Fergusonovu bdzi polynomi stupné nejvyse 3 definujeme jako posloupnost

X = (ro(z),r1(x), r2(), 3(2)),

kde
ro(x) = 1—3z%+4223
ri(z) = x-—22%+2°
ro(z) = 32 —22°
r3(z) = —a2®+ 2%

Véta 3.7. Fergusonova bdze trivializuje Hermitovu interpolaci prvniho Fddu v bodech 0 a 1, presnéji

f(x) = foro(z) + fir1(x) + fora(z) + fars(z)

Je Hermitiiv interpolant pro hodnoty proménné (0,0, 1, 1) a pro ndsobnosti derivaci (0,1,0,1).



Dikaz: Pfimym vypoctem: f/(z) = for{(z) + firi(x) + farh(x) + fari(x), kde

ro(z) = —6x+ 627
r(z) = 1—4x+ 32°
rh(z) = 6z — 62>
ri(z) = —2x+ 32>

odtud jiz ziskdme
f(0) = foro(0) + f1r1(0) + far2(0) + f373(0) =
F1(0) = forg(0) + f171(0) + fary(0) + far3(0) =
f(1) = foro(1) + fir1(1) + far2(1) + fars(1) =
(1) = forg(1) + fir1(1) + fara(1) + fars(1) = f3-

Dalsi moznostf je diikaz provést pomoci matice piechodu k monomidlni bazi. O

Véta 3.8. Méjme g(z) € Ca, b, tedy funkce se spojitou étvrtou derivaci na intervalu [a,b] a oznacme
K = max,ejq 9" (2)|. Necht f(x) je C' Herminiv interpolacni polynom na intervalu [a,b], tedy
polynom stupné nejvyse 3 spliiujici

fla)=g(a), f'(a)=g'(a), [f(b)=g(b), f'(b)=4g'(b)
Pak plati

Diukaz: Definuji
o r(z) =g(x) - f(z)  r(a)=r()=r'(a) =r'(b) =0
o h(z)=(z—a)’(b—1x)? h(a) = h(b) = h'(a) = W' (b) = 0 amax h(z) = h(“E2) = (252)*

e Zvolme libovolné x¢ € (a,b). Definujme F(x) = r(x) — Lh(z), kde L = ;Ez‘;g

Pak F(a) = F(b) = 0 a také F(zg) = 0. F je C* na [a, b] a podle Rolleovy véty existuje

e 11 € (a,x) takové, ze F'(x1) =0

o 15 € (g, b) takové, Ze F'(z3) =0

e navic v8ak ' (a) = F'(b) = 0.
Funkce F” je C® na [a, b] a podle Rolleovy véty existuji 23 € (a,21), ¥4 € (71,22), T5 € (72, b) takové, Ze
F"(z3) = F"(x4) = F"(x5) = 0. Funkce F" je C? na [a, b] a podle Rolleovy véty existuji 7 € (23, 24),
x7 € (x4, 75) takové, ze F'"(x6) = F"'(x7) = 0. Funkce F"” je C" na [a, b] a podle Rolleovy véty existuje
xg € (xg, x7) takové, Ze F"""'(xg) = 0.

Zaroven
F”N(xg) — r///l(xS) _ Lh////(xS) — g////(xg) _ 24L

nebotf b (x) = 24 a f"""(x) = 0. Tedy

4
" (zg) K [r(zo)] = K K (b—a
L= Ll < — < — < —
2 = <y = g Su T M@l 2

O

Véta 3.9. Méjme ddina C' Hermitovskd data v roviné, tedy body P,, Py a jednotkové vektory Uy, Uy.
Oznac¢me K jedinou kruZnici (pripadné degenerovanou do primky), kterd prochdzi body Py, Py a s vektory
Uo, Uy svird stejné velky orientovany tihel. Necht J € R? je libovolny bod riizny od Py, Py. Pak existuje
pravé jeden orientovany kruhovy oblouk (pfipadné degenerovany do tisecky) Og interpolujici data Py, Uy
a J a pravé jeden orientovany kruhovy oblouk (pripadné degenerovany do iisecky) O1 interpolujici data J,
P, Uy. Tyto dva oblouky navazuji v bodé J se spojitosti C' prdvé tehdy, kdy? J € K.

Dukaz: KruZnice K realizuje symetrii dat, oblouky Oy, O; s ni sviraji stejné thly. U



4 B-spline a NURBs krivky

Definice 4.1. Pro posloupnost redlnych ¢&isel (to,t1, ..., tm), t; < t;11 (tzv. uzli) definujeme rekurentnd
funkce N; ,(t),i =0,...,(m — p — 1) stupn& p takto
_ o 1 te [ti,ti+1)
Niolt) = { 0 jinde
t—1; t; 1—t
Ni,p(t) = %Ni,pfl(t) + LNMLIPI(”
ti+p —t; ti+p+1 - ti+1

Pro pevné p oznaéme n = m — p — 1 a pro fidici body P; € RN, i =0,...,n, je B-spline kiivka stupné p

dana vztahem

c(t) =D PiNip(t),  tE [ty tmyl.
=0

Definice 4.2. Pro #idici body P; € RN, i = 0,...,n a vihy téchto bodii w; € R*, i = 0,...,n,
definujeme raciondlni Bézierovu kfivku
i wiPi B} (1)

> io wiB} ()

Zjevné pro libovolné kladné p plati, Ze viahy w; = pw; definuji stejnou parametrickou k¥ivku, protoZe
se zkrdti.

&(t) =

Véta 4.3. Necht &(t), t € [0,1] je raciondlni Bézierova kfivka s Fidicimi body (Py,...,P,) a vdhami

(wo, - .., wy,). Zvolme X € RY a definujme €(s), s € [0, 1] jako reparametrizaci €(t) pomoci funkce
As
t=1ts) = ————.
)= 5571
Pak €(s) je raciondlni Bézierova kiivka s tymiz Fidicimi body (Py, ..., Py,) a s vdhami (W, . .. ,Wy,), kde
’(I)i = )\Zwl

Diukaz: Pfimym dosazenim dostdvdme

moen- (1) (5e) (- o) -

n As)' [(A=1)s+1—As]=D
(1) [(A=1s+1] [A—=1)s+ 10D

n )‘1 7 n—i __ n /\Z
(z‘)[()\l)erl]”S (1=s)"" =B <8)[(>\71)s+1]”
atedy i

o wiPiBE(t(s) Yo NwiPiB(s) YL, wiPi B} (s)
Z?:o w; BI*(t(s)) Z?:o Aw; B (s) Z?:o w; B (s)

= ¢(s).

O

Dusledek 4.4. KaZdou raciondlni kfivku je moZno parametrizovat tak, Ze prvni a posledni vdha je rovna 1.

///// .

Ditkaz: Mé&jme kiivku s vahami (wq, w1, . ..,w,) a n&akymi ¥idicimi body. Ridici body ponechime a
definujeme nové vahy w; = ;”)—é, které ndm zajisti wy = 1 a podle Definice.2|popisuji stejnou parametrizaci.

Dile definujeme w; = Wy, " W;, kterd zajisti wy = w,, = 1 a podle Véty 4.3|je reparametrizaci téZe k¥ivky.
O



Véta 4.5. Kvadratickd raciondlni Bézierovu kfivka c(t), t € [0, 1] s Fidicimi body (Po,P1,P2) a vdhami

(wo, wy,we) = (1,w, 1) je parametrizact kruhového oblouku prdvé tehdy, kdy? |PoP1| = |PoP;
<P P, P,
o

, body
(Po, P1,Pyo) nejsou kolinedrni a w = sin a, kde a =

S Plochy a subdivize

Definice 5.1. Pro dvé& prostorové kiivky ag(v), a;(v) parametrizované na stejném intervalu I, definujeme
jejich linedrni prechodovou plochu

P(u,v) = (1 —w)ag(v) + ua; (v), u€el0,1], vel.
Definice 5.2. Pro prostorové kfivky ag(v), a1 (v), v € [0,1] a bo(u), b1 (u), u € [0, 1] takové, Ze
ao(O) = bo(O) = Poo, ao(l) = bl(O) = P01, 31(0) = bo(].) =: Pl()7 al(l) = bl(].) = P11

definujeme plochu P (u, v) zvanou Coonsiiv bilinedrni pldt jako feSeni rovnice

Poo aglv) Pn 1—w
(1_ua_]—7u) : bO(u) P U,’U) bl(u) ' -1 =0,
Py ai(v Py v

Poo

P1o a(v) P11

Véta 5.3. Coonsuv bilinedrni pldt interpoluje zadané krivky, presnéji
P(Oa U) = 30(1}), P(lav) = al(v)a P(U,O) = bo(u), P(U,, 1) = bl(u)

Dikaz: Ukdzeme, ze P(0,v) = ag(v). JelikoZ v = 0, mdme:

PO() ao(’U) P()l 1—v
(1a _170) . bO(O) P 0,’[}) bl(o) ! -1 =0,
P10 al(v P11 v
tedy
1—w
(0,a9(v) — P(0,v),0) - -1 =0 = —ap(v) + P(0,v) =0 = ap(v) = P(0,v).

v



O

Definice 5.4. Obdélnikovd (tensor-product) Bézierova plocha je pro danou fidici sit P; ;, 7 = 0,...,m,
7 =20,...,n ddna parametrizaci
m n
B(u,v) =Y Y B"(u)Bj ()P,
i=0 j=0

kde B}"(u), B} (v) jsou Bernsteinovy polynomy.

Definice 5.5. NURBS plocha je urcenasitifidicichbodd P; ;, jejich vdhamiw; ;,¢ = 0,...,m,j = 0,...,n,
dvéma uzlovymi vektory U = (ug, ..., ur)aV = (vo,...,v;) astupni p, g. Parametrizace takové NURBS
plochy je potom ddna vztahem

_72”: ) w; ;i Nip(u)Nj,q(v)

Definice 5.6. Ctyibodové schéma pro kiivky je interpolaéni schéma, které mezi kazdé dva body v;, v;41
vloZzi novy bod a plivodn{ ziistavaji. Geometrickd pravidla jsou nésledujici:

, , 1 9 9 1
B e T + 60~ gVt T 1glite
Ctyibodové schéma zachovavé vychozi fidici polygon ve viech krocich. Vychozi body jsou tedy obsazené
také v limitn{ kfivce.

Definice 5.7. Doo-Sabin pro plochy je aproximacni metoda zaloZend na ofezdvani vrcholi dané sité.
Kazdému vrcholu je pfifazeno tolik novych vrchold, kolik stén dany vrchol obsahuje. Metoda vypocte pro
kazdou sténu jeji tézisté ¢ jako pramér vsech vrcholi. Poté kazdému vrcholu v; stény pfifadi novy vrchol
jako stfed dsecky ¢, v;. Nové vznikla sif obsahuje stény ti{ typd (v zdvorce je uvedena, barva odpovidajici

sténé v obrazku):

e F-stény: (Modra) Pro kazdou sténu pivodni sité je vytvorena jedna nova F-sténa a to spojenim novych
vrcholt dané stény.

e E-stény: (Zelend) Jsou sestrojeny pro kazdou hranu pivodni sité propojenim &tyf nové vzniklych
vrchold, které jsou obrazy koncovych bodi hrany.

e V-stény: (Cervend) Vzniknou spojenim novych vrchold, které byly ziskany z jednoho vrcholu piivodni
sité€. Pokud mél vrchol valenci n (pocet hran vedoucich do vrcholu), je V-sténa n—uhelnik.
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