Geometrické modelovani

Toto je seznam vét a definic, které budou u zkousky vyzadovany formdlné presné. Tyka
se to i dikazi, pokud jsou zde uvedeny. Ostatni litka z prezentaci bude zkouSena orientacné.
Zkouska bude individudlni a bude zaloZena predevS§im na diskusi nad implementacemi. Pfitom
se ale ovéfuje studentovo pochopeni latky.Student rovnéz vyresi nékolik dloh na papir, mohou
vypadat napriklad takto:

1. Formulujte a dokaZte vétu chybé Lagrangeovy interpolace polynomem stupné 1.

2. Pomoci DeCastelja algoritmu vypoctéte bod c(1/2) pro Bézierovu kiivku s fidicimi body
Py =[1,2], P, = [0, —1], Py, = [—1, 1]. V tomto bod¢ urete te¢nou piimku, znaménko-
vou kiivost a oskulaéni kruznici.

3. Dokazte vzorec pro derivaci Bézierovy kiivky.

1 KFrivky v roviné a jejich transformace

Tato kapitola je predevSim vypocetnim zopakovdnim (s nékolika dopliiky) teorie z prednaSky
Geometrie 1.

Definice 1.1 Bud’ I C R interval. Diferencovatelné zobrazeni (tiidy C*°) ¢ : I — R? se nazyva
parametrizovand kiivka v R%. MnoZina (c) := c(I) C R? se nazyva obraz kFivky. Parametrizo-
vand kiivka se nazyva reguldrni, jestlize c'(t) # (0,0)7 pro kazdé t € I.

Poznamka 1.2 Je-li / uzavieny nebo polouzavieny interval, rozumime diferencovatelnym zob-
razenim na [ restrikci na [ diferencovatelného zobrazeni definovaného na néjakém otevieném
nadintervalu. Parametrizovand kiivka je charakterizovana dvojici funkci definovanych na 7, tedy
c(t) = (cx(t) c,(t))T. Casto neni tfeba a pro praxi neni vhodné, aby c a ¢ bylo tfidy C*°, ale
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Definice 1.3 Je-lic : [ — R? reguldrni parametrizovand kiivka a ¢ : I — I difeomorfismus
intervalu I na I, je ¢ = co ¢ : I — R2 reguldrni parametrizovana k¥ivka se stejnym obrazem
jako c. Difeomorfismus ¢ pak nazyvame zménou parametru a ¢ reparametrizaci c. Je-li navic
¢ > Ona I, nazveme & reparametrizaci ¢ zachovdvajici orientaci.

Definice (a lemma) 1.4 Délku kiivky dané parametrizaci c(t),t € I = (a, 3) definujeme jako

urcity integral
B
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ktery nezavisi na parametrizaci. Je-li 7(¢) = 1, fekneme, Ze kiivka je parametrizovana jednotko-
vou rychlosti, nebo také Ze je parametrizovand obloukem.



Definice 1.5 Vepsand lomend cdra je definovdna jako spojnice usporddanych bodii

c(to),c(tr),...,c(tm),

kde o =ty <t; <---<t,=/0.

I I
-1.0 -0.5 0.5 1.0

Véta 1.6 Délka krivky je suprémem délek vSech vepsanych lomenych car, tedy

L(c) = sup {Z le(ti) — cltim)|,a =t <t <o+ <ty = B} :
i=1
Pri rozdéleni rovnomérné v parametru
ti=a+—(f—a)= (1——)a—|——ﬁ
m m m

délka lomené cdry L, k délce kiivky L konvergue pro m — oo jako O (#), tedy existuje kon-
stanta K > 0 takovd, Ze pro kaZdé m plati

K

Definice (a lemma) 1.7 V kazdém bod¢ orientované kiivky dané parametrizaci c(t) definujeme
jeji rychlosti budeme oznaCovat r(t) = ||c/(t)||. jednotkovy tecny vektor vyrazem

t(t) — Lt)

' @)l
Dile definujeme normdlovy vektor n, (t) tak, aby {t(¢), n.(¢)} byla kladné orientovand ortonor-
madlni baze R2. Tyto vektory se neméni pii reparametrizaci zachovavajici orientaci. Pfi repara-
metrizaci kterd méni orientaci se tyto vektory méni na opacné vektory.

Definice (a lemma) 1.8 Pro reguldrni parametrizovanou kfivku ¢ : I — R? definujeme v kaz-
dém bod¢ znaménkovou krivost

()~ D D)

/ 3
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Znaménkova kfivost se neméni pfi reparametrizaci zachovajici orientaci. Pfi reparametrizaci

ktera méni orientaci méni znaménkova kfivost pouze znaménko. Bod, ve kterém je znaménkova
ktivost nulova nazyvame inflexni.

, tel.



Definice (a lemma) 1.9 Ozna¢me soutadnice bodii v roviné x = (x,y)”. Eukleidovské shod-
nosti (isometrie) jsou pravé zobrazeni x — Ax + p, kde A je orthonormdlni matice. Takovou
shodnost nazyvame piimou, pravé kdyz det(A) = 1. Kazd4 pfimd shodnost je posunuti (tedy
A = I) nebo otoceni (okolo vhodného bodu).

Véta 1.10 Znaménkova kiivost, teCny a normalovy vektor jsou invariantni vii¢i piimym shod-
nostem R2. Pfesn&ji m&jme piimou shodnost ve tvaru x — Ax + p. Mdme-li kiivku danou para-
metrizaci c(t) a v jejim libovolném (neinflexnim) bod¢€ ., t, n,, pak kiivka ¢(t) = Ac(t)+p ma
v odpovidajicim bod& znaménkovou kfivost &, = k., te¢ny vektor t = At a normalovy vektor
n, = An,.

Definice 1.11 Pro kazdou kfivku c definujeme v kazdém bodé jeji tecnou primku jako mnoZinu
c(t)+ (t(t)) addle v kazdém neinflexnim bodé definujeme jeji orientovany polomér kfivosti jako
R(t) = ﬁ(t), jeji stied krivosti jako bod S(t) = c(t) + R(t)n.(t) a kruznici se stfedem S(¢) a
polomérem R(t) nazyvame oskulacni kruznice v bodé c(t).

Véta 1.12 Ve svém kazdém ma kiivka ze vSech piimek kontakt nejvyssiho fadu s te¢nou piim-
kou. Ve svém kazdém neinflexnim bodé ma ktivka ze vSech kruznic ma kontakt nejvyssiho fadu
s oskulaéni kruZnici. Navic, jestlize oznacime N (¢) normdlovou piimku v bod€ ¢, pak v kazdém
neinflexnim bodé€ c(ty) plati

S(to) = lim N(to) N N(t).

- t—>1o
Véta 1.13 Pro reguldrni parametrizovanou kfivku ¢ : I — R? plati
t'(t) = r(t) k. (t)n.(1).

Existuje hladka funkce 0(t) : I — R spliiujici t(¢) = (cos@(t),sinf(t)), t € I a pro znamén-

kovou kiivost pak plati

0'(t)
Lt) = ’

0=

Pokud je tedy kiivka parametrizovdna konstantni jednotkovou rychlosti r(¢) = 1, pak je tedy
znaménkova kiivost rychlosti zmény kfivky. Funkce 7(t) a x.(t) urCuji kiivku az na piimou
shodnost.

tel

Véta 1.14 Znaménkovou kfivost lze piiblizn€ vypocitat z vepsané lomené cary. Definujme v; =

c(t;) — c(t;—1) a pak lze naptiklad priblizné pocitat

det{\_f}, \7i+1}> 2
Villll¥iall /Wl + Vil

K,(t;) ~ arcsin (
Véta 1.15 Je-lic(t),t € [a, (] jednoduchd reguldrni hladkd uzaviend rovinnd kiivka, pro kterou

navic t(a) = t(f), pak
//4;2 ds = +27.

V ptipadé hodnoty 27 nazyvame kifivku kladné orientovanou, v piipadé —27 ji nazyvdme z4-
porné orientovanou.



Véta1.16 Bud c(t) = (c,(t),c,(t))", t € [, 8] kladn& orientovand, hladkd, reguldrni jedno-
duchd, uzavfena kiivka. Pak plo$ny obsah oblasti Int ¢ je roven

B B B
Intc = / cx(t)c, (t)dt = —/ ey () (t)dt = 5/ (caCy — Chey)dt.

2 Beziérovy krivky

Definice 2.1 i-1y Bernsteinitv polynom stupné n definujeme jako

BrMt) = (”) $(1 — ¢) (0=,

]

Véta 2.2 Ndsledujici vlastnosti plati pro kazdou volbu indexii. JestliZe je i < 0 nebo i > n, pak
klademe B} (t) = 0.

1. Bl'(t) je nezdporny na [0,1] a pro n > 0 md na tomto intervalu jediné maximum v bodé
t=1i/n.

2. ProkaZdénje ) B!'(t) =1
3. Symetrie B'(t) = B! _,(1 —1t).

4. Rekurence
B(t) = (1—=t)B~'(t) + tBI 5 ().

5. Derivace

By (t) =n (B () — B 7'(t)).-
6. Vnoreni prostorii Z,,[t] < P,1[t] je realizovdno vztahem

n—1+1
n+1

Z+1 n+1

B () — T
z() Tl-'-l i+1

BIMU(t) +

(t)-

Dukaz:
L Bty = (M)t (1 =)D — (n— )t (1 =)D = (M) 1 — )" i1 —t) —
=i = ("

N J/
-~

>0
plati (i — nt) < 0 a tedy maximum je v bodé ¢t = i/n.

)ti_l(l — )" (i —nt).Prot € [0,1)je (i —nt) > 0aprot € (1]

i i
n n’
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n \ / N , Bn
0 -~ -~ n
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2. 1"=((1-t)+t)" = (1 - )"+ (n)t(l — ) Dy (ﬁ)ti(l — 1)) + 2

3. B (1=t = (") (1 =" (1= (1 =)= = (el — )"~ = BR(t)

4.
(1—t) B H(t) +tBr 1 (t) = (1—t) (n ; l)ti(l—t)(”—l—%rt(?:11>ti—1(1—t)<”—i> —
7))o e

5.
ey = ()1 = 00 - e - ] =
i!(nLii),iti_l(l — )" - Z,(nn—Lz),(n — i)l — 1) =

o e R s e e
n K?: 11)#—1(1 — )i <” Z_ 1):52‘(1 - t)”—l—i] = n(B\(t) — B (t))
" e+ o = (T e s

41 1\ . . v , . )
T e LA ) P

n+1\i+1 { {
(?) F(1— )" (1 —t) +t) = B(t)

g

Definice 2.3 M&jme posloupnost n + 1 bodid P; € RV, kde i = 0, ..., n. Tyto body nazyvdme
ridici body a lomenou Caru, kterd je postupné spojuje nazyvame ridici polygon. Pak definujeme
Bézierovu krivku

c(t) = iPing(t), t €10,1].

Véta 2.4 Bézierova kiivka lezi v konvexnim obalu svych ridicich bodi.
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Diukaz: Polynomy daného stupné tvoii rozklad jednotky. [

Véta 2.5 JestliZe c(t) je Bézierova kiivka s ¥idicimi body Py, ..., P, a ¢(t) je Bézierova kfivka
s Fidicimi body Py, . .. | P, kde P; = P,,_;, pak &(t) = c(1 —t).

Diikaz: &(t) = Y1 PiBIt) =120 =30 Py Br (1) = 30 P;BI(1—1t) = c(1—1).
]

Véta 2.6 Méjme Eukleidovskou shodnost ve tvaru Ax + a. Jestlize c(t) je Bézierova krivka s
Fidicimi body Py, . . ., P,, a &(t) je Bézierova kiivka s Fidicimi body Py, . .., Py, kde P; = AP;+
a, pak ¢(t) = Ac(t) + a

Dﬁkal ct) = > oP Br(t) = > o(AP; +a) B (t) = > 1L AP B (t) + > i ,aBl(t) =
AZPB" +aZB" c(t) + a. O

-~ -~

:c(t) =1

Véta 2.7 Pro derivaci (hodograph) kiivky c(t) s Fidicimi body P; € RN, kde i = 0, ..., n plati

kde Q; = n(Pi1 — Py).
Dukaz: Pro zjednoduSeni zépisu znaéme B]' := B (t). Vime c(t) = > P, B!'(t) =
c'(t) = Po(Bg (1)) + Pu(BI (1) + -+ + Puoa (B, (1) + Pu(By (1)) =
Pon(B"]! —B”‘1)+P1n(B”_1 ~B' Y4 4P, n(B' B ) +P,.n(B'{—-B" 1) =
nPyB"' —nPoBy " +nP By —nP B}y ' 4+ -+ 0P, B, —nP, B |+

\\,/
=0

nP, B~} —nP, B, = By~! (nP1 —nPy) +---+ Bi_{ (nP,, —nP,, 1) Z QB Y
N—— ————— ~

=0 QO anl

g

Véta 2.8 (Degree elevation) Kiivku c(t) s #idicimi body P; € R, kde i = 0,...,n lze také
vyjddrit jako kiivku s Fidicimi body Q; € RY, kde i = 0,...,n+1a

1 1
Q n+1 """ * n + 1)

(p¥i vyuziti konvence P_; = P, 1 = 0).



P3=Q4

Po=Qo



‘i:OZQO n+1P1+( _n+1)P0_PO

c0<i<n+1l:Qi= 5P +(

)P,

n+1

ci=n+1:Qu= ZﬂP + ( _Z_E)Pn—HZPn

Tedy

—1+1 1+ 1
P,B"(t P,[———B"(t B ()] =

. n+1 n+1 .
n—Z—l—l n+1 Z‘l‘l n+1 j+1 n+1 n—+1
X;Pin—_H i ZP Bz-l—l ZP n+ 1 BJ +ZPJ 1 +1Bj

n+1

+

n—j+1 J n+1 J J n+1
E P——+P,  ——|B" (t) = —P,_ 1-— P:|B"(t
jo[ ] + P, 1n+1] F (t) j0£n+1 -1+ ( n+1> Jl j (t)
Q,

g

Definice 2.9 Mg&jme fidici body P; € RY, kde i = 0,...,n a odpovidajici Bézierovu kfivku
c(t). DeCasteljau algoritmus vypocita pro kazdé pevné ¢ € [0, 1] systém bodl P; ; indexovany
dvémaindexyi =0,...,naj=0,...,(n — 1) takto:

eprot=0:Py; =P
i pl’Oi >0: Pi,j = (1 — t)Pifl,j + tPi,LjJrl

P1=Py 1

Po=Pq P3=Pq 3

Lemma 2.10 V DeCasteljau algoritmu s pevaym t € [0, 1] pro kaZdou legdlni volbu indexii
1, k, m plati



Dukaz: Indukci podle m.
e m=0:Py =30 Py uBt) =Py

*m—m+ 1:
m+1 m+1

D o PinBI 1) = Y Pijul(1— 0B (8) + B ()] =
j=0 j=0
m+1 m+1
1 t Z PZ j+kB +t Z PZ J+k 1 t Z P?, ]+kB +t Z Pz J+k+1B ( ) -
7=0 7=0 7=0

(1 —)Piymi + tPivmrt1 = Piymyik
O

Véta 2.11 V algoritmu DeCasteljau t € [0, 1] je P, o = c(t) a visecka P,,_1 oP,,_11 je tecnou v
tomto bodé.

Diikaz: Z pfedchoziho lemmatu pro m = n, k = 0,4 = 0, plyne P, = 37 (P ; B} (t) =
Z;‘ 0 P;B%(t) = c(t). Pro teénu z predchoziho lemmatu a Véty 2.7. mame P,,_1; — P,,_1o =
>0 Poin B () = 300 Poy By () = 3000 (P — Py) By (1) = £c/(t). Tedy dsecka
P, _10P,_11 ez v linedrnim obalu jednotkového teCného vektoru a tedy urcuje tecnu. ]

Véta 2.12 Kiivka ¢(s) := Y\ P; 0B} (s) je reparametrizact prvni Cdsti kiivky c(t) na interval
0, 1]. Presnéji plati
é(s) = c(ts).

3 Lagrangeova a Hermitova interpolace

Definice 3.1 Méjme zadidny hodnoty proménné ry < z; < ...z, 1 < z, € R a funkéni
hodnoty fo, fi,--., fu_1, fn € R. Rekneme, Ze polynom f(x) je Lagrangeovym interpolacnim
polynomem téchto hodnot, jestlize plati

f(@i) = fi, prot=0,...,n
Véta 3.2 Pro kaZdé vstupni hodnoty existuje prdavé jeden interpolant stupné nejvyse n.

Dukaz: f(z) = ap + a1x + asx® + - - - + a,2". Podminka: f(x;) = f; ddvd ag + a1z; + asx? +
-++a,x} = f;. VSechny podminky ddvaji soustavu linedrnich rovnic s Vandermondovou matici

Mn+1><n+1
n
1 o - - . Xy Qo fo



Qo fo

det M = [} ,_,z;(xi — x;) # 0 = M reguldrni, mdme jediné feSeni | . | = M~' O
an Ja
Definice (a lemma) 3.3 Pro zadand zy < z; < ... < x, € R definujeme Lagrangeovy poly-
nomy
T —x;
ll<l') = J .
j=ogzi T

M¢éjme funkéni hodnoty fo, f1,. .., fn_1, fn, pak pro interpolaéni polynom z predchozi véty
plati, Ze je roven

> fili(x).

i=0

Diikaz: Plyne z toho, Ze [;(x;) = 0,;. Nebot’

* prot =7
Lox—
Li(z:) = i -
o) = JI J==1=0=1,
J=0,j7i I
* proi # j
L(z;) = T s, =0,
() }H.xi_xj 0= 0i =0
J=0,3#i
Definujme f(z) = 371 fili(x), tedy f(z;) = 220, fili(xy) = D21, fidij = [ O

Véta 3.4 Méjme g(z) € C?[a,b], tedy funkce se spojitou druhou derivaci na intervalu [a,b] a
oznacme K = max,cpp |9" ()| Necht’ f(x) je linedrni Lagrangeiiv interpolacni polynom v
bodech a, b, tedy polynom stupné nejvyse 1 spliujici

Pak plati
K
— <(b—a)*—.
max |g(z) = fl@)] < (b= a)" =

Dukaz: Definuji
s r(x) =g(@)— fx) r(a)=r)=0
* h(z)=(x—a)b— 1) h(a) = h(b) = 0 amax h(z) = h(“TJ“b) = (b_T‘L)2

 Zvolme libovolné z( € (a,b). Definujme F'(x) = r(z) — Lh(x), kde L = @

(zo)"

Pak F(a) = F(b) = 0 ataké F(zq) = 0. F je C? na [a, b] a podle Rolleovy véty existuje
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* 11 € (a,x) takové, ze F'(x1) =0
* 15 € (xg,b) takové, Ze F'(x5) =0

Funkce F” je C' na [a, b] a podle Rolleovy véty existuje z3 € (1, 72) takové, ze F"(x3) = 0.
Zaroven
F"(z3) =r"(x3) — Lh"(23) = ¢"(x3) + 2L

nebot’ h'(z) = —2a f"(x) = 0. Tedy

g" (x3) K Ir(zo)] K K (b—a\’
L= = L < — = < — = < —
-9 ‘ ‘— 2 |h<$0>| = 9 |7“($0)| ) 2
O
Definice 3.5 Méjme zadany hodnoty proménné xg, z1, .. ., x, € R, ndsobnosti derivaci kg, k1, ..., k, € Ny
a hodnoty fo, fi, ..., f. € R. Rekneme, Ze polynom f(z) je Hermitovym interpolacnim polyno-

mem téchto dat, jestlize
) (z) = i, proi=0,...,n.

Definice 3.6 Fergusonovu bdzi polynoma stupné nejvyse 3 definujeme jako posloupnost

Z = (ro(z), r1(x),r2(x), r3(2)),

kde
ro(z) = 1—32%+22°
ri(z) = x—22*+2°
ro(z) = 32* —22°
r3(z) —2? + 2%

Véta 3.7 Fergusonova bdze trivializuje Hermitovu interpolaci prvniho ¥ddu v bodech 0 a 1,
presnéji
f(z) = foro(z) + fir1(@) + fara(z) + fors(z)

je Hermititv interpolant pro hodnoty proménné (0,0, 1, 1) a pro ndsobnosti derivaci (0, 1,0, 1).

Diikaz: Piimym vypoctem: f'(z) = fori(z) + firi(z) + farh(z) + f3ri(z), kde

ro(x) —62 + 627
ri(z) = 1—4x+ 322
ro(r) = 61— 62°
ry(r) = —2z+ 32°.

11



odtud jiz ziskdme

f(0) = foro(0) + fir1(0) + for2(0) + f3r3(0) =
f(0) = forg(0) + fir}(0) + far3(0) + far5(0) =
f(A) = foro(1) + fir1(1) + fara(1) + fars(1) =
f'(@) = foro(1) + firt (1) + farh(1) + fars(1) = fs
Dalsi moznosti je diikaz provést pomoci matice prechodu k monomidlni bazi. U

Véta 3.8 Méjme g(x) € C*[a,b), tedy funkce se spojitou &tvrtou derivaci na intervalu |a,b] a
oznacme K = max,cip) |9" (z)|. Necht’ f(x) je C* Hermitiiv interpolacni polynom na intervalu
la, b], tedy polynom stupné nejvyse 3 splitujici

fla) =g(a), f(a)=g'(a), [f(b)=g(b), [f(b)=4g'(b).
Pak plati

Dukaz: Definuji
s (@) =) = f)  r(a) =r(0) = (@) = 1'(5) =0

* Zvolme libovolné z € (a,b). Definujme F(x) = r(z) — Lh(x), kde L = :L((z‘;;

Pak F(a) = F(b) = 0 ataké F(zq) = 0. F je C* na [a, b] a podle Rolleovy véty existuje

* 11 € (a,x) takové, Ze [’ (1) =0
* 15 € (g, b) takové, Ze F'(x5) =0
* navic v§ak F’(a) = F'(b) = 0.

Funkce F’ je C® na [a, b] a podle Rolleovy véty existuji 3 € (a, 1), T4 € (71, 22), T5 € (72,0)
takové, ze F"(z3) = F"(x4) = F"(x5) = 0. Funkce F” je C? na [a, b] a podle Rolleovy véty
existuji 75 € (w3, 14), v7 € (14, 75) takové, ze F"'(xg) = F"(x7) = 0. Funkce F” je C' na
la, b] a podle Rolleovy véty existuje xs € (xg, z7) takové, Ze F""(xg) = 0.
Zaroven
F////(xg) — T////<x8) o Lh////(xs) — g////(xg) . 24L

nebot’ K" (x) =24 a f""(x) = 0. Tedy

" (zs) _K ()

=

L= L <=
24 IE= 51 ()]
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Véta 3.9 Mé&jme ddna C* Hermitovskd data v roviné, tedy body Py, P, a jednotkové vektory Uy,
Uy. Oznacme K jedinou kruZnici (pripadné degenerovanou do primky), kterd prochdzi body F,
Py a s vektory Uy, Uy svird stejné velky orientovany iihel.

Necht' J € R? je libovolny bod riizny od P,, P,. Pak existuje prdvé jeden orientovany kru-
hovy oblouk (pfipadné degenerovany do tisecky) Oy interpolujici data Py, Uy a J a prdvé jeden
orientovany kruhovy oblouk (pripadné degenerovany do tisecky) Oy interpolujici data J, Py, U;.
Tyto dva oblouky navazuji v bodé J se spojitosti C* prdvé tehdy, kdy? J € K.

Dukaz: Stfed kruZznice K musi leZet na ose bodi P a P, a zdrovenl na ose bodi P, + U, a
P, + Uy, takova kruZnice je tedy pravé jedna. RovnéZ interpolujici oblouky jsou jednoznacné,
jejich sted lezi na kolmici k U; bodem F; a zaroven na ose bodi P; a J. Body P, P; a J urCuji
pravé jednu kruznici (pfipadné degenerovanou do primky). Jestlize se jedna o kruznici K, tak
oblouky navazi C! z rovnosti obou thld mezi dvéma kruznicemi. V opa¢ném piipadé jsou thly
ruzné. g

4 B-spline a NURBs krivky

Definice 4.1 Pro posloupnost redlnych Cisel (to,t1,...,tm), t; < t;r1 (tzv. uzld) definujeme
rekurentné funkce N; ,(¢),7 =0, ..., (m — p — 1) stupné p takto

1 telttiy)

Nio(t) = {o jinde
t—t,

t; —t
Nip(t) = ———Nipa(t) + ———Nij1,1(t)
terp tl t1+p+1 t1+1

Pocet opakovani daného uzlu ¢; v uzlové posloupnosti se nazyva ndsobnost uzlu.

13



Véta 4.2 Pro pevny stuperi p > 0 a uzlovou posloupnost (¢, t1, ..., tm), kde m > 2p, ve které
mé kazdy uzel ndsobnost nejvyse p+ 1 tvoii funkce N; ,(t),7 = 0,. .., (m —p— 1) bdzi prostoru
vSech funkci, které jsou definovéany na [t,, t,,,_,], ziZeny na kazdy podinterval uzlové posloup-
nosti jsou to polynomy stupné nejvyse p a v bodé ¢; maji hladkost p — k;, kde k; je ndsobnost
uzlu ¢;.

Definice 4.3 Pro pevny stupefi p oznaéme n = m—p—1aprofidicibody P; € RY,i =0,...,n,
je B-spline krivka stupné p ddna vztahem

c(t) = ZPiNi,p<t)7 t € [ty tm—p-
i=0

Definice 4.4 Pro iidici body P; € RN, i =0, ..., n a vdhy téchto bodii w; € R*,i=0,...,n,
definujeme raciondlni Bézierovu ktivku
2 imo wiPiB(t)
YimowiBI(t)
Zjevné pro libovolné kladné yu plati, Ze vahy w; = pw; definuji stejnou parametrickou krivku,
protoZe i se zkrdt.

&(t) =

Véta 4.5 Necht’ c(t), t € [0, 1] je raciondlni Bézierova kiivka s Fidicimi body (Py,...,P,) a

vdhami (wy, ..., wy). Zvolme A € RY a definujme c(s), s € [0,1] jako reparametrizaci c(t
pomoci funkce
t = t(s) As
= S) = ——m—.
A=1)s+1
Pak €(s) je raciondlni Bézierova kiivka s tymiZ fidicimi body (P, . .., P,,) a s vahami (0, . . . , Wy,),

Dukaz: Piimym dosazenim dostdvame

o =) (w=rerr) (- otimr) -

n (As)'  [(A=1Ds+1—As))
<Z) (A=Ds+1) [A=1s+ 1@

n Al ; ni _ pm N
<z) Do Dsr T =BT T

S = i wiPiB(t(s)) _ Yo NwiPiBj'(s) YL wiPiBi(s)
=D =T wB ) oroNwBIs) | S nBs) )
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Dusledek 4.6 KaZdou raciondlni ki'ivku je mozno parametrizovat tak, Ze prvni a posledni viha
je rovna 1.

Diikaz: M&jme kiivku s vdhami (wg, wy, . .., w,) a n&jakymi fidicimi body. Ridici body pone-
chdme a definujeme nové vihy w; = *, které nam zajisti wy = 1 a podle Definice 4.4 popisuji
stejnou parametrizaci. Dile definujeme w; = W, " w;, kterd zajisti wy = w,, = 1 a podle Véty
M4.5]je reparametrizaci téZe kiivky. O

Véta 4.7 Kvadratickd raciondlni Bézierovu kiivka c(t), t € [0, 1] s Fidicimi body (Po, P1,P3) a
vdhami (wg, wy, wy) = (1, w, 1) je parametrizact kruhového oblouku prdvé tehdy, kdyz |PoP1| =
|PoP1|, body (Po, Py, Py) neleZi na primce a w = sina, kde a = “Eo21P2,

Dukaz: Jestlize jsou body (P, P;,Ps) kolinedrni, pak je kfivka podivné parametrizovanou
tseckou, protoze musi leZet v jejich konvexnim obalu. Pokud |PoP;| # |PyP,|, pak se ne-
muzZe jednat o kruhovy oblouk, protoZe tecny ke kruZznice z daného bodu P; musi byt stejné
dlouhé. KruZznice, kterd prochazi body P, a P, a dotyka se pfimek PyP; a P,P; bude mit stfed
vbodé O = [—’“1—2, 0] a polomér r = @

Bez ijmy na obecnosti tedy miZeme piedpokladat, ze Py = [0, k|, Py = [I, 0], Py = [0, —K],
kde k,1 > 0.

Bi(t) + wBi(t) + B3(t)
Pro libovolnou hodnotu w je racionalni kvadratickd Bézierova kiivka, pro kterou plati c(%) =

(545 0)

I+w?’

S5 Plochy a subdivize

Definice 5.1 Pro dvé prostorové kiivky ag(v), a;(v) parametrizované na stejném intervalu /,
definujeme jejich linedrni prechodovou plochu

P(u,v) = (1 —u)ag(v) + uay (v), uel0,1], vel
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Definice 5.2 Pro prostorové kiivky ag(v), a;(v), v € [0, 1] a bo(u), by(u), u € [0, 1] takové, Ze
30(0) = bQ(O) = P()O, 80(1) = b1<0) = Pol, al(O) = bg(l) = PlO; al(l) = bl(l) = Pll

definujeme plochu P (u, v) zvanou Coonsiiv bilinedrni pldt jako feSeni rovnice

Poo ag(v) Py 1—w
(1_u7_17u) ’ bO(u) p U,’U) bl(u) ’ -1 =0,
Py al(U Py v

Pro ay(v) Pr

Véta 5.3 Coonsiv bilinedrni pldt interpoluje zadané krivky, presnéji
P(0,v) = ap(v), P(1,v) = a;(v), P(u,0) = bg(u), P(u,1) = by(u).

Dukaz: Ukdzeme, 7Ze P(0,v) = ag(v). Jelikoz v = 0, mame:

Poo ap(v) Po 1—w
(1,—1,0)- | be(0) P(0,v) by(0) |- -1 =0,
P10 al(v PH v
tedy
1—-w
(0,a9(v) — P(0,v),0) - -1 =0 = —ay(v) +P(0,v) =0 = ag(v) =P(0,0).
v

g

Definice 5.4 Obdélnikovd (tensor-product) Bézierova plocha je pro danou fidici sit’ P, ;, i =

0,...,m, 75 =0,...,n ddna parametrizaci

R

kde Bj"(u), B} (v) jsou Bernsteinovy polynomy.
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Definice 5.5 NURBS plocha je urCena siti fidicich bodl P, ;, jejich vahami w; ;,7 = 0,...,m,
j = 0,...,n, dvéma uzlovymi vektory U = (ug,...,u;) a V"= (vg,...,v;) a stupni p, q.
Parametrizace takové NURBS plochy je potom déna vztahem

m n

> > wi PN p(u) N4 (v)

i=0 =0

S(u,v) =

m n

> 0 w; j Ni p(u) Njq(v)

i=0 j=

Definice 5.6 Cryibodové schéma pro kFivky je interpolaéni schéma, které mezi kazdé dva body
v, Vi+1 V1oZi novy bod a pivodni zlstavaji. Geometricka pravidla jsou nésledujici:
, , 1 9 9 1
Vai = Uiy Vgpan = T plin1 Tl T g plinn T qpline
Ctyibodové schéma zachovava vychozi fidici polygon ve viech krocich. Vychozi body jsou tedy
obsazené také v limitni kfivce.

Definice 5.7 Doo-Sabin pro plochy je aproximacni metoda zaloZend na ofezavani vrcholl dané
sité. Kazdému vrcholu je prifazeno tolik novych vrchold, kolik stén dany vrchol obsahuje. Me-
toda vypocte pro kazdou sténu jeji t€Zisté ¢ jako pramér vSech vrcholi. Poté kazdému vrcholu
v; stény prifadi novy vrchol jako stfed dsecky c, v;. Nove vznikld sit’ obsahuje stény ti{ typd (v
zévorce je uvedena, barva odpovidajici sténé v obrazku):

* F-stény: (Modrd) Pro kazdou sténu ptivodni sité je vytvorena jedna nova F-sténa a to spo-
jenim novych vrcholt dané stény.

* E-stény: (Zelend) Jsou sestrojeny pro kazdou hranu ptivodni sit€ propojenim Ctyf nové
vzniklych vrcholi, které jsou obrazy koncovych bodu hrany.

« V-stény: (Cervend) Vzniknou spojenim novych vrchold, které byly ziskany z jednoho vr-
cholu pivodni sité¢. Pokud mél vrchol valenci n (pocet hran vedoucich do vrcholu), je
V-sténa n—uhelnik.
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