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Lagrangeova interpolace

Definice: Méjme zadany hodnoty proménné

Xp < X1 < ...< Xp € RafunkCni hodnoty fy, fy,...,f, € R.
Rekneme, Ze polynom f(x) je Lagrangeovym interpolantem
téchto hodnot, jestlize plati

f(x;) = f; proi=0,...,n.

Véta: Pro kazdé vstupni hodnoty existuje pravé jeden
interpolant stupné nejvyse n.



Lagrangeova interpolace

Definice: Pro zadané xp < x1 < ... < x5 € R definujeme
Lagrangeovy polynomy

n

)= ] —2.

Xi — X,
=0

Pak pro interpolant z pfedchozi véty plati, Ze je roven

Zn: fili(X).
i=0



Lagrangeova interpolace

Véta: Méjme g(x) € 6?(a, b), tedy funkce se spojitou druhou
derivaci na intervalu (a, b) a oznatme K = maxyc(ap) 19" (X)|-
Necht f(x) je (linearni) Lagrangelv interpolacni polynom v
bodech a, b, tedy polynom stupné nejvySe 1 splnujici

Pak plati
2 K
x€(a,b) = 4.

N



Hermitova interpolace

@ Jednd se o zobecnéni Lagrangeovy interpolace, kdy
kromé hodnot interpolujeme i derivace.
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Hermitova interpolace

Jednd se o0 zobecnéni Lagrangeovy interpolace, kdy
kromé hodnot interpolujeme i derivace.

Mame zadany hodnoty proménné xo, X1, ..., X, € R,
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Priklad: naleznéte polynom stupné 2, pro ktery plati
f(1)=9, f(2) =11, f"(4) = 4.



Hermitova interpolace

Jednd se o0 zobecnéni Lagrangeovy interpolace, kdy
kromé hodnot interpolujeme i derivace.

Mame zadany hodnoty proménné xo, X1, ..., X, € R,
nasobnosti derivaci kg, k1, . .., kn € Ny a hodnoty

fo, fi,. .., f, € R a hleddme polynom f(x) stupné nejvyse n,
pro ktery plati

R (x;) = f; proi=0,...,n.

Uloha opét vede na soustavu linearnich rovnic.
Priklad: naleznéte polynom stupné 2, pro ktery plati
f(1)=9, f(2) =11, f"(4) = 4.

Pro k; = 0 dostdvame Lagrangeovu interpolaci.



Hermitova interpolace

@ Jednd se o zobecnéni Lagrangeovy interpolace, kdy
kromé hodnot interpolujeme i derivace.

@ Mame zadany hodnoty proménné xg, X1, ..., X € R,
nasobnosti derivaci kg, k1, . .., kn € Ny a hodnoty
fo, fi,. .., f, € R a hleddme polynom f(x) stupné nejvyse n,
pro ktery plati

R (x;) = f; proi=0,...,n.

@ Uloha opét vede na soustavu linearnich rovnic.

@ Priklad: naleznéte polynom stupné 2, pro ktery plati
f(1)=9, f(2) =11, f"(4) = 4.

@ Pro k; = 0 dostavame Lagrangeovu interpolaci.

@ Pro x; = X, kj =i a f, = g\) dostavdme TaylorGv polynom
pro funkci g v bodé X.



C' interpolace na [0, 1]

@ Zakladni uloha je hledani polynomu stupné nejvyse 3,
ktery nas zajimé na itervalu [0, 1] a jsou pro néj
predepsané hodnoty a derivace v krajnich bodech 0 a 1,
tedy

f0)=1f, fO)=*f, f(1)=£hh, f(1)==r.



C' interpolace na [0, 1]

@ Zakladni uloha je hledani polynomu stupné nejvyse 3,
ktery nas zajimé na itervalu [0, 1] a jsou pro néj
predepsané hodnoty a derivace v krajnich bodech 0 a 1,
tedy

f0)=1f, fO)=*f, f(1)=£hh, f(1)==r.

@ Polynom vyjadiime v monomialni bazi .# = (1, x, x?, x3)
jako
f(X) =4dp+ aix + 82X2 + 33X3

a koeficienty (ap, ay, a», as) pak dostaneme jako feSeni

soustavy
1 000 ap fo
01 00| |a]| |[*
11 1 1 ao a f2
012 3 as f3



Fergusonova baze

@ Existuje baze #Z = (ry(x), ri(x), r2(x), rs(x)), ve které bude
mit tato Uloha jednotkovou matici? Tedy v dusledku bude
pro interpolacni polynom platit

f(X) = fofo(X) + finy (X) + f2l’2(X) + f3f3(X).
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Fergusonova baze

@ Existuje baze #Z = (ry(x), ri(x), r2(x), rs(x)), ve které bude
mit tato Uloha jednotkovou matici? Tedy v disledku bude
pro interpolacni polynom platit

f(X) = fofo(X) + fi f1(X) + f2l’2(X) + f3f3(X).
@ Napfiklad pro ry(x) by muselo platit
rO(O): 1’ r(/)(0)207 r0(1):Oa r(,)(1):0

@ Nebo rychleji: pfedchozi matice musi byt matici pfechodu
[id]#, protoze analogicka Uloha v bazi % ma mit z definice
jednotkovou matici. Z toho divodu mame

1

100 0\ 1 0 0 0

s (o100 0 1 0 0

X _ _

il =141 11 1] |3 2 3 —1
0123 2 1 -2 1



Fergusonova baze

@ V této posledni matici po sloupeccich ¢teme koeficienty
Fergusonovy baze viuci monomialni bazi a tedy dostadvame

R(x) = 1-3x2+2x3
rn(x) = t—2x24x3
n(x) = 3x%—2x3

r(x) = —x%4+ x5



Fergusonova baze

@ V této posledni matici po sloupeccich ¢teme koeficienty
Fergusonovy baze viuci monomialni bazi a tedy dostadvame

R(x) = 1-3x2+2x3
rn(x) = t—2x24x3
n(x) = 3x%—2x3
r(x) = —x%4+ x5

@ Jakou matici bude Uloha mit v Bernsteinové kubické bazi
% = (B3(t), B3(t), B3(t), B3(t)), kde
B(t) = (’,’) (1 -1



Hermitova baze

Véta: Méjme g(x) € €*(a, b), tedy funkce se spojitou Etvrtou
derivaci na intervalu (a, b) a oznatme K = maxyc(ap) |9 (X)|-
Necht 7(x) je C' Hermitv interpolaéni polynom na intervalu
(a, by, tedy polynom stupné nejvySe 3 splfujici

f(a)=g(a), f(a)=g'(a), f(b)=g(b), f'(b)=g'(b).
Pak plati

K
16-24°

max |g(x) - f(x)| < (b— a)*
X€(a,b)



Aproximace metodou nejmensich Ctvercu

@ mame zadany funkéni hodnoty fy, fi, ..., fy € R ve velkém
mnozstvi bodl xg < X1 < ... < xy € R a hledame funkci
f(x), ktera bude pf¥iblizné splfovat

f(X,') ~ f,

@ Funkci hledame v néjakém koneéné dimenzionalnim

prostoru f(x) € LO{b1(X),...,bk(x)} jako minimum vyrazu
N

S (F00) - )2

i=0
@ Vyjadfime

k
() = 3 aibi(x)
=

a pak nalezeni minima vede na soustavu k rovnic s
neznamymi a;.



Interpolace a aproximace pro kfivky

@ Mlzeme provést Lagrangeovu nebo Hermitovu interpolaci
¢i néjakou aproximaci na kazdou slozku (x, y, z) zvlast.

vvvvvv

@ Musime pracovat na stejném intervalu, nebo kfivku
reparametrizovat naptiklad na (0, 1) (zméni se velikost
derivace).

@ Existuji i Cisté geometrické interpolace, které nezavisi na
parametrizaci, napt. interpolace kruhovym dvojobloukem.



Geometricka interpolace dvojoblouky



Geometricka interpolace dvojoblouky

P
1 U,

Uy
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Geometricka interpolace dvojoblouky




Vybér vhodného dvojoblouku

Stejné secny Rovnobézna te¢na Bod na kfivce



Hermitova baze

Véta:

Mé&jme dana G' Hermitovska data v roving, tedy body Py, P; a
jednotkové vektory Uy, U;. Oznacme K jedinou kruznici
(pfipadné degenerovanou do pfimky), ktera prochazi body Py,
P; a s vektory Uy, U; svira stejné velky orientovany uhel.
Necht J € R? je libovolny bod rtizny od Py, P;. Pak existuje
prave jeden orientovany kruhovy oblouk (pfipadné
degenerovany do usecky) O, interpolujici data Py, Uy a J a
pravé jeden orientovany kruhovy oblouk (pfipadné
degenerovany do Usecky) Oy interpolujici data J, Py, U;. Tyto
dva oblouky navazuiji v bodé& J se spoijitosti G' pravé tehdy,
kdyz J € K.



Vybér vhodného dvojoblouku

Stejné secny Rovnobézna te¢na Bod na kfivce
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Méreni chyby pro funkce a pro krivky

@ Pro vzdalenost dvou funkci f(x), g(x) na stejném intervalu
[a, b] obvykle
o £ normu

1= gllo = max 1) — g(0)
x€la,b]
@ nebo £ normu
b
£ =glle = [ (00— g(x)Pax
a

@ Pro kfivky parametrizované na stejném intervalu mizeme
tyto normy pouzit na kazdou slozku zvlast a pak secist.

@ Spise ale vyuzijeme Hausdorfovy vzdalenosti, ktera je pro
libovolné mnoziny X, Y definovana jako

HIX,Y) = max (mag i 1~y mgcmig [~ 1)



Asymptotické zlepSovani chyby

| Error | Ratio || | Error | Ratio
1 4.97
2 2.23 2.233 || 256 3.3210° | 5.552
4 39810 1| 5594 [ 512 43210°% | 7.699

8 18910~ T | 2.110 || 1024 | 545107 | 7.928
16 | 4.0210°2|4.697 || 2048 |6.8210°8 | 7.988
32 [ 59310 °|6.780 | 4096 | 85710 ° | 7.956
64 |1.03103[5.767 || 8192 [1.0710°9 |7.979
128 | 1.8510~* | 5.568 || 16384 | 1.34 1010 | 8.009

Aproximacni stupen 3.



