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Teorie rovinnych krivek

Definice

Bud / C R interval. Diferencovatelné zobrazeni (tfidy C>)

¢ : | — R? se nazyva parametrizovand kfivka v R?. MnoZina
(c) := c(/) C R? se nazyva obraz kfivky. Parametrizovana
kfivka se nazyva regularni, jestlize ¢'(t) # (0,0)" pro kazdé
tel




Reparametrizace krivek

Poznamka

Je-li | uzavieny nebo polouzavreny interval, rozumime
diferencovatelnym zobrazenim na / restrikci na /
diferencovatelného zobrazeni definovaného na néjakém
otevieném nadintervalu. Parametrizovana kfivka je
charakterizovana dvoijici funkci definovanych na /, tedy

c(t) = (cx(t), ¢y (). Casto neni treba a pro praxi neni vhodné,
aby ¢ a ¢ bylo tfidy C*°, ale podle situace postaci nizsi
hladkost, napfiklad C', C?, C8.



Definice

Je-li ¢ : | = R? regularni parametrizovana kfivka a ¢ : 1 — |
difeomorfismus intervalu I na /, je ¢ = c o ¢ : | — R2 regularni
parametrizovana kfivka se stejnym obrazem jako c.
Difeomorfismus ¢ pak nazyvame zménou parametru a ¢
reparametrizaci ¢. Je-li navic ¢’ > 0 na I, nazveme ¢
reparametrizaci ¢ zachovavajici orientaci.



Parametrizace kruhového oblouku

@ Kruznice x2 + y? = 1 se parametrizuje jako x = cos a,

Yy =sina.
@ Ale Ize i racionalné stereografickou projekci.
_1-f _ 2t _
[cos a, sina] = [%%}
e Dale mizeme reparametrizovat pomoci t = 2558 tj.

linearni lomené funkce.



Délka kfivky

Definice a lemma

Délku kfivky dané parametrizaci ¢(t),t € | = («, 8) definujeme
jako urcity integral
B
[l

ktery nezavisi na parametrizaci. Funkci rychlosti budeme
oznacovat r(t) = ||c/(t)||. Je-li r(t) = 1, fekneme, ze kfivka je
parametrizovana jednotkovou rychlosti, nebo také ze je
parametrizovana obloukem.

Poznamka

KaZdou krivku Ize parametrizovat obloukem, ale skoro pro
Zadnou tato parametrizace nelze vyjadfit pomoci elementranich
funkci.




Vepsana lomena ¢ara a délka krivky

@ Vepsana lomena Cara je definovana jako spojnice
usporadanych bodl

C(to), C(t1 ), - ,C(tm),

kdea=fh <l <-- - <tph=0p.




Vepsana lomena ¢ara a délka krivky

@ Vepsana lomena Cara je definovana jako spojnice
usporadanych bodl

C(to), C(t1 ), - ,C(tm),

kdea=fh <l <-- - <tph=0p.

@ Je mozno volit naptiklad rozdéleni rovnomérné v
parametru
i i

t;:a+%(ﬁ—a): (1—>a+mﬂ.

m



Vepsana lomena ¢ara a délka krivky

@ Plati, ze délka krivky je suprémem délek vSech vepsanych
lomenych Car, tedy

L(c) =sup {Z le(t) —clti)ia=t <t < - <tm= 5}-

i=1




Vepsana lomena ¢ara a délka krivky

@ Plati, ze délka krivky je suprémem délek vSech vepsanych
lomenych Car, tedy

L(c) =sup {Z le(t) —c(tii)a=t <t < - <tm= 5}-

i=1
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@ Plati, ze délka rovnomérné rozdélené lomené ¢ary Ly k
délce kfivky L konvergue pro m — oo jako ﬁ(#), tedy
existuje konstanta K > 0 takova, ze pro kazde m plati

K
(L—Lp) < el



Tecny a normalovy vektor

Definice a lemma
V kazdém bodé orientované kfivky dané parametrizaci c(t)
definujeme jeji jednotkovy tecny vektor vyrazem
c'(t
t(t) = —,( ) .
e (D)
Déle definujeme normalovy vektor n.(t) tak, aby {t(t), n.(t)}
byla kladné orientovana ortonormalni baze R2. Tyto vektory se
nemeéni pfi reparametrizaci zachovajici orientaci. P¥i
reparametrizaci ktera méni orientaci se tyto vektory méni na
opacné vektory.



Znaménkova krivost

Definice a lemma

Pro regulérni parametrizovanou kfivku ¢ : | — R? definujeme v
kazdém bodé znaménkovou kfivost

_ det(c/(t),c"(t))

=" emrE 0 "

Znaménkova kfivost se neméni pfi reparametrizaci zachovajici
orientaci. Pfi reparametrizaci ktera méni orientaci méni
znaménkova kfivost pouze znaménko. Bod, ve kterém je
znaménkova kfivost nulova nazyvame inflexni.



Pfimé shodnosti

Definice a lemma

Oznaéme soufadnice bodii v roving x = (x, y)". Eukleidovské
shodnosti (isometrie) jsou pravé zobrazeni x — Ax + p, kde A
je orthonormalni matice. Takovou shodnost nazyvame pfimou,
pravé kdyz det(A) = 1. Kazda pfima shodnost je posunuti (tedy
A = I) nebo otoceni (okolo vhodného bodu).

Véta

Znaménkova kfivost, te€ny a normalovy vektor jsou invariantni
vigi pfimym shodnostem R2. Presné&ji mé&jme pfimou shodnost
ve tvaru x — Ax + p. Mame-li kfivku danou parametrizaci ¢(t) a
v jejim libovolném (neinflexnim) bodé «, t, n,, pak kfivka

¢(t) = Ac(t) + p ma v odpovidajicim bodé znaménkovou kfivost
iz = Kz, tedny vektor t = At a normalovy vektor A, = An,.



Tecna primka a oskulacni kruznice

Definice

Pro kazdou kfivku ¢ definujeme v kazdém bodeé jeji tecnou
pfimku jako mnozinu ¢(t) + (t(t)) a dale v kazdém neinflexnim
bodé definujeme jeji orientovany polomér krivosti jako

R(t) = i(t) jeji stred krivostijako bod S(t) = ¢(t) + R(t)n.(t)
a kruznici se stfedem S(t) a polomérem R(t) nazyvame
oskulacni kruZnice v bodé c(t).

Véta

Ve svém kazdém ma krivka ze vSech pfimek kontakt nejvyssiho
fadu s tec¢nou primkou. Ve svém kazdém neinflexnim bodé ma
kfivka ze vSech kruznic ma kontakt nejvyssiho fadu s oskulacni
kruznici. Navic, jestlize oznac¢ime N(t) normalovou pfimku v
bodé t, pak v kazdém neinflexnim bodé ¢(ty) plati

S(t) = tﬁglto N(to) N N(t).



Vyznam znaménkové kfivosti

Pro regularni parametrizovanou kfivku ¢ : | — R? plati
t'(t) = r(t)rz(t)n.(t).

Existuje hladka funkce 6(t) : | — R splnujici

t(f) = (cos(t),sinf(t)), te laproznaménkovou krivost pak
plati

0'(1)
r(t)’
Pokud je tedy krivka parametrizovana konstantni jednotkovou
rychlosti r(t) = 1, pak je tedy znaménkova krivost rychlosti
zmeény krivky. Funkce r(t) a k(t) urcuji kfivku az na pfimou
shodnost.



Odhad znaménkové krivosti

I
0.5 1.0

Znameénkovou kfivost Ize priblizné vypocitat z vepsané lomené
cary. Definujme V; = ¢(t;) — c(t;,_1) a pak Ize napfiklad priblizné
pocitat

det{vj, \7i+1}> 2

nz(t-)%arcsin< —— — ——.
' Vil / [1Vil] 4 (Vi ]



Krivkové integraly

Je-lic(t), t € [a, B] jednoducha regularni hladka uzaviena
rovinna krivka, pro kterou navic t(«) = t(5), pak

/H’,z ds = +27.
Cc

V pripadé hodnoty 2w nazyvame krivku kladné orientovanou, v
pripadeé —2x ji nazyvame zaporné orientovanou.

3
| |

Véta

Bud c(t) = (cx(t), ¢/(t))7, t € [, B] kladné orientovana,
hladka, regularni jednoducha, uzavrena krivka. Pak plosny
obsah oblasti Int ¢ je roven

/f cx(t)cy (t)dt = —/j cy(t / (cxcy — cxey)d
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