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Teorie rovinnych krivek

Definice

Bud / C R interval. Diferencovatelné zobrazeni (tfidy C°)
¢ : | — R? se nazyva parametrizovana kfivka v R?. Mnozina
(c) := ¢(l) C R? se nazyva obraz kfivky. Parametrizovana
kfivka se nazyva regularni, jestlize ¢/(t) # (0,0)" pro kazdé
tel




Reparametrizace kfivek

Poznamka

Je-li I uzavieny nebo polouzavieny interval, rozumime
diferencovatelnym zobrazenim na / restrikci na /
diferencovatelného zobrazeni definovaného na néjakém
otevieném nadintervalu. Parametrizovana kfivka je
charakterizovana dvojici funkci definovanych na /, tedy

c(t) = (cx(t), ¢/())T. Casto neni tfeba a pro praxi neni
vhodné, aby ¢ a ¢ bylo tfidy C*°, ale podle situace postaci nizsi
hladkost, napfiklad C', C?, C°.



Definice

Je-li ¢ : | — R? regularni parametrizovana kfivka a ¢ : 1 — |
difeomorfismus intervalu 1 na /, je € = ¢ o ¢ : | — R? regularni
parametrizovana kfivka se stejnym obrazem jako c.
Difeomorfismus ¢ pak nazyvame zménou parametru a ¢
reparametrizaci ¢. Je-li navic ¢/ > 0 na 1, nazveme &
reparametrizaci ¢ zachovavajici orientaci.



Parametrizace kruhového oblouku

@ Kruznice x2 + y? = 1 se parametrizuje jako x = cos a,

Yy =sina.
@ Ale Ize i racionalné stereografickou projekci.
_1-f _ 2t _
[cos i, sina] = [%‘%}
[¢3
e Dale miZeme reparametrizovat pomoci t = 453 .

linearni lomené funkce.



Délka kfivky

Definice a lemma

Délku kfivky dané parametrizaci ¢(t), t € | = («, ) definujeme
jako urcity integral
B
[l
o

ktery nezavisi na parametrizaci. Funkci rychlosti budeme
oznacovat r(t) = ||c/(t)||. Je-li r(t) =1, fekneme, Ze kfivka je
parametrizovana jednotkovou rychlosti, nebo také ze je
parametrizovana obloukem.

Poznamka

KaZdou kfivku Ize parametrizovat obloukem, ale skoro pro
Zadnou tato parametrizace nelze vyjadfit pomoci elementranich
funkci.



Vepsana lomena Céra a délka krivky

@ Vepsana lomena Céra je definovana jako spojnice
usporadanych bod

C(to), C(t1 ), - ,C(tm),

kdea=fh <l <-- <tmh=p.




Vepsana lomena Céra a délka krivky

@ Vepsana lomena Céra je definovana jako spojnice
usporadanych bod

C(to), C(t1 ), - ,C(tm),

kdea=fh <l <-- <tmh=p.
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@ Je mozno volit naptiklad rozdéleni rovnomérné v
parametru



Vepsana lomena Céra a délka krivky

@ Plati, ze délka kfivky je suprémem délek vSech vepsanych
lomenych Car, tedy

L(c) = sup {Z le(t) —c(ti)la=to <ty < <tm= 5}-

i=1




Vepsana lomena Céra a délka krivky

@ Plati, ze délka kfivky je suprémem délek vSech vepsanych
lomenych Car, tedy

L(c) = sup {Z le(t) —c(ti)la=to <ty < <tm= 5}-

i=1
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@ Plati, ze délka rovhomérné rozdélené lomené Cary L, k
délce kfivky L konvergue pro m — oo jako ﬁ(#), tedy
existuje konstanta K > 0 takovd, Ze pro kazdé m plati

K
(L—Lp) < el



TeCny a normalovy vektor

Definice a lemma

V kazdém bodé orientované kfivky dané parametrizaci c(t)
definujeme jeji jednotkovy tecny vektor vyrazem
c'(t
t(t) = #
e (B)]
Déle definujeme normalovy vektor n.(t) tak, aby {t(t), n.(t)}
byla kladné orientovana ortonormalni baze R2. Tyto vektory se
nemeéni pri reparametrizaci zachovajici orientaci. Pfi
reparametrizaci ktera méni orientaci se tyto vektory méni na
opacné vektory.



Znaménkova krivost

Definice a lemma

Pro regularni parametrizovanou kfivku ¢ : | — R? definujeme v
kazdém bodé znaménkovou kfivost

_det(c'(1),c”(1))

=m0 e

Znaménkova kfivost se neméni pfi reparametrizaci zachovajici
orientaci. Pfi reparametrizaci ktera méni orientaci méni
znaménkova kfivost pouze znaménko. Bod, ve kterém je
znaménkova kfivost nulova nazyvame inflexni.



Primé shodnosti

Definice a lemma

Oznaéme soufadnice bod(i v roving x = (x, y)T. Eukleidovské
shodnosti (isometrie) jsou pravé zobrazeni x — AXx + p, kde A
je orthonormalni matice. Takovou shodnost nazyvame ptimou,
prave kdyz det(A) = 1. Kazda pfiméa shodnost je posunuti (tedy
A = I) nebo otoceni (okolo vhodného bodu).

Véta

Znameénkova kfivost, te€ny a normalovy vektor jsou invariantni
vigi piimym shodnostem R2. Pfesnéji méjme pfimou shodnost
ve tvaru x — Ax + p. Mame-li kfivku danou parametrizaci c(t)
a v jejim libovolném (neinflexnim) bodé «, t, n,, pak kfivka
¢(t) = Ac(t) + p ma v odpovidajicim bodé znaménkovou kfivost
fz = k2, teény vektor t = At a normalovy vektor A, = An,.



TeCna pfimka a oskulacni kruznice

Definice

Pro kazdou kfivku ¢ definujeme v kazdém bodeé jeji tecnou
primku jako mnozinu c(t) + (t(t)) a dale v kazdém neinflexnim
bodé definujeme jeji orientovany polomér krivosti jako

R(t) = i(t) jeji stred krivostijako bod S(t) = ¢(t) + R(t)n.(t)
a kruznici se stfedem S(t) a polomérem R(t) nazyvame
oskulacni kruZnice v bodé c(t).

Véta

Ve svém kazdém neinflexnim bodé ma kfivka ze vSech pfimek
kontakt nejvysSiho fadu s teCnou prfimkou a ze vSech kruznic
ma kontakt nejvysSiho fadu s oskulaéni kruznici. Navic, jestlize
oznacime N(t) normalovou pfimku v bodé ¢, pak v kazdém
neinflexnim bodé ¢({) plati

S(to) = Jim N(to) " N().



Vyznam znaménkové krivosti

Pro regularni parametrizovanou kfivku ¢ : / — R? plati

t(t) = r(Drz(t)n.(2).

Existuje hladka funkce 6(t) : | — R splnujici
t(t) = (cos6(t),sinf(t)), te laproznaménkovou kfivost pak
plati
o'(t)

K,z(t) = Tt), te l.
Pokud je tedy kfivka parametrizovana konstantni jednotkovou
rychlosti r(t) = 1, pak je tedy znaménkova kfivost rychlosti
zmeény kfivky. Funkce r(t) a x(t) urCuji kfivku az na primou
shodnost.



Odhad znaménkové krivosti
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Znaménkovou kfivost Ize priblizné vypocitat z vepsané lomené
¢ary. Definujme V; = ¢(t;) — c(t;,_1) a pak Ize napfiklad priblizné
pocitat

det{\7/7\7i+1}> 2
Vil Vi ]l VG| + Vil

kz(tj) ~ arcsin (
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