Cviceni k prednasce Geometrie 1
Regenf
Cviceni 9, verze ze dne 2. prosince 2020

9 Projektivni prostor a zobrazeni

Cile cviceni a DU:
e Naucit se pracovat v projektivnich prostorech a pouzivat homogenni soutradnice.
e Seznamit se s koneénymi projektivnimi rovinami.

Naucit se pracovat s projektivnimi transformacemi.

Studovat projektivni kuzelosecky a polaritu.

Posledni DU bude zadan na pfistim cviceni.

Priklady:

Uloha 9.1 (Realna rovina). Uvazujme projektivni rovinu P? = P(R?) a v ni body A =
(1,2,3), B =(3,2,1), C = (1,1,1).

a) Ukazte, Ze tyto body lezi na projektivni piimce, najdéte jeji parametrizaci a dualni
homogenni souradnice.

b) Naleznéte prusecik D piimky j@ s pfimkou (1,2, —5)* a vypocitejte dvojpomér u =
(A,B,C, D).

¢) Vypocitejte dvojpomér pro rizné permutace, napi. (A, B, D,C), (B, A,C, D), (C, B, A, D)
a zamyslete se jak vysledky souviseji s .

d) Na pfimce Zg naleznéte bod E tak, aby (A, B,C,E) = —1 (a tedy body tvorfily har-
monickou ¢tvefici).
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eSeni.

a) Parametrizace AB: napi. t1(1,2,3) + t2(3,2, 1). Duélni soufadnice B = (1,-2,1)*.

b =(4,3,2), p=

1
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d) E=(1,0,-1).

Uloha 9.2 (Koneéné geometrie). Studujme projektivni roviny P? = P(Z3), kde p je pevné
zvolené prvocislo.



a) Oveéfte, ze nasledujici obrazek tak zvané Fanovy roviny (Fano plane) popisuje viechny
body a p¥imky v roviné P(Z3). Spocitejte dudlni homogenni souradnice viech sedmi
primek.
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(1,0,0) (1,1,0) ©.10

b) Nakreslete viechny body a primky projektivn{ roviny P(Z3).

¢) Urcete kolik mé bodu a kolik pifimek projektivni rovina IP’(Z;;). Kolik na kazdé primce
lezi bodt a kolik piimek prochézi kazdym bodem?

d) Uvazujme projektivni rovinu P(Z32) a v ni dva body A = (1,2,3) a B = (3, 1,2). Vypiste

*

vSechny body, které lezi na piimce @ . Naleznéte jeji prusecik s piimkou p = (1, 1,0)
Reseni.

a)

b)

c) Celkem ma rovina p* + p + 1 bodii a stejny pocet primek. Na kazdé pifmce lezi p + 1
bodt a kazdym bodem prochézi p + 1 primek.

d) A8 = {(1,2,3), (4,3,0), (2,4,2), (0,0,4), (3,1, 1), (3, 1,2)}. Prisecik je (0,0, 4). Sourad-
nice bodt jsou homogenni (az na nasobek ¢islem ze Zs).

Uloha 9.3 (Projektivni transformace). Naleznéte projektivni transformaci F piimky P! =
P(R?) na sebe, které spliuje

F(1,0)=(1,3), F(2,3)=(4,9), F(2,1)=(2,5).
Hint: souradnice funguji az na nasobek.

Reseni. Zobrazeni je v homogennich soutfadnicich dano matici
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(a jejim libovolnym nésobkem).



Uloha 9.4 (Projektivni transformace). Naleznéte projektivni transformaci F roviny P? =
P(R?) na sebe, ktera splituje

F(1,0,0) = (1,0,2), F(0,1,0)=(0,1,—1), F(0,0,1)=(1,1,2), F(2,1,1) = (8,1,17).

Reseni. Zobrazeni je v homogennich soufadnicich dano matici

3 0 2
0 -1 2
6 1 4

(a jejim libovolnym nésobkem).

Uloha 9.5. V realné projektivni roviné P? = P(R?) je ddna mnoZina rovnici v kanonickych
homogennich soutradnicich

Q : 573 + 21139 + 15 — 523 = 0.

Ukazte, ze @ je regularni kuzelosecka a naleznéte k ni te¢nu v jejim bodé (2,0, 2). Naleznéte
projektivni transformaci, ktera zobrazuje kanonickou kuzelosecku K : 22 + 22 — 22 = 0 na

Q.

Reseni. Matice kvadratické formy

mé signaturu (2, 1,0). Rovnice te¢ny je 51 + x2 — bxg = 0, jeji dudlni souradnice tedy jsou
(5,1, —5)*. Projektivnich transformaci je vice, napiiklad ta dand matici

1
Musi platit PT.B.P= | 0
0

O = O

—1

Uloha 9.6. V realné projektivni roving P? = P(R?) je dana kuZelosecka rovnici v kanonic-
kych homogennich souradnicich

Q : Qxf —4dxx0 + :Eg — 221203 + 62903 — 3x§ = 0.
a) UkaZte, Ze se jedna o regularni realnou kuzelosecku.

b) Naleznéte polaru px k bodu X = (3,4,1) .

3



¢) Naleznéte tecny ke @) prochéazejici bodem X.

d) Ukazte, ze bod X lezi na pfimce r = (1,1, —=7)*. Vypoctéte Y = r N px a oba priseciky
r N Q, které si oznacte A, B.

e) Ukazte, ze (X,Y, A, B) tvori harmonickou ¢tverici.

ReZeni.
2 =2 -1

a) Signatura matice | —2 1 3 je (2,1,0). Jen tak mimochodem (1,2,0) by nam
-1 3 =3

taky vyhovovalo protoze bychom si misto B vzali —B, které definuje stejnou kuzelo-
secku.

b) px = (=3,1,6)"

c¢) Jde o prfimky 7zy — 229 — 1323 =0, 1 — 3z3 = 0.
d) Y = (13,15,4), A = (4,3,1), B = (22,27,7).

e)

Uloha 9.7. V realném projektivnim prostoru P* = P(R?*) je dana kvadrika rovnici v
kanonickych homogennich soutadnicich

2:5% + 4x9xy — 22321 + 33:% — 296?1 — 2x9x3 — 2294 — 22324 = 0.

Ovérte, ze tato kvadrika je reguléarni a rozhodnéte, zda-li je pfimkova ¢i nikoliv. Naleznéte
tetnou rovinu v jejim bodé (3, —2,2, —1). Naleznéte prunik této te¢né roviny s kvadrikou.

ResSeni. Jedna se o regularni primkovou kvadriku. Te¢na rovina mé rovnici xo — 2x4 = 0
a tedy dudlni souradnice (0, 1,0, —2)*. Prinik je sjednoceni dvou piimek, které je mozno
homogenné parametrizovat napiiklad jako

D1 t1(3,—2,2,—1) +t2(—3,2,171)
Do : £1(3,-2,2,—1) + £5(1,2,2,1)

Uloha 9.8 (Desarguesova véta). V projektivni redlné roving P* = P(R?) méjme Sest riiz-
nych bodu A, B,C, A, B',C" pii¢emz AA, BB, 0C" se protinaji v jednom bodé. Pak

body
D::/@ﬂm, E::j@ﬂm, F::%ﬂm

lezi na primce.



a) Dokazte!
b) Formulujte duélni vétu.

¢) Primérené si lamejte hlavu nad tim, Ze pokud tento obrazek interpretujeme jako zobra-
zeni prostoroveé situace, kdy mame dva (zluté) fezy jehlanu rovinami, pak pfimka DEF
je prisecnici téchto rovin a kolinearita bodt D, F, F' je zfejma.



