“4" Projektivni geometrie

Definice 4.1. Mé&jme vektorovy prostor V"1 dimenze (n + 1) nad t€lesem 7. MnoZinu viech
1-dimenziondlnich podprostorit V' nazveme projektivnim prostorem dimenze n nad télesem 7" a

oznacujeme ho P(V"*1) nebo zkrdcené jen P":

P" = P(V"™) = {LO{v} : v € V" v £ 0}.

Prvky této mnoZiny nazyvame projektivni body a odpovidajici vektory v jejich vektorové za-
stupce. Zjevné, jestlize v je vektorovym zdstupcem X, pak pro libovelné 0 # A\ € T jei Av
vektorovym zastupcem X.
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Definice 4.2. Podmnozinu P¥ C P" nazveme projektivnim podprostorem dimenze k, jestlize
existuje vektorovy podprostor V1 < V7! dimenze (k + 1) tak, Ze

P — (LO{v} v e Vv 2o},

Projektivni (pod)prostor dimenze 0 nazyvdme bod, (pod)prostor dimenze 1 ptimka, (pod)prostor
dimenze 2 rovina a podprostor maximdlni dimenze (n — 1) nadrovina.
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Definice 4.3. Mé&jme dva projektivni prostory P™ = P(V™*!) a P* = P(V""!) nad stejnym
télesem 7" a n¢jakou podmnozinu A C P™. O zobrazeni

F:@%P"

fekneme, Ze je projektivni, jestliZe existuje linedrni zobrazeni ' : V™l — V+l tak, 7e pro
kazdé v € V™! takové, Ze LO{v} € A plati

\Ft0t) = 20PN

Poznamka 4.4. Omezeni na podmnoZinu A v definici 4.3 je nutné z toho divodu, ze kdyz li-
nedrni zobrazeni F' neni prosté, tak zobrazeni F' nemiZe byt definovdno na bodech reprezen-
tovanych vektory z ker F', nebot LO{0} neni projektivni bod. Jestlize je F' prosté, pak je F
definovano na celém prostoru P, v opacném piipadé na dopliiku projektivniho podprostoru (od-
povidajiciho ker F'). Budeme studovat zejména projektivni zobrazeni na témZe prostoru (tedy
m = n) generovand reguldrnimi linedrnimi zobrazenimi na V"1
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Véta 4.5. Projektivni zobrazeni F' : P" — P" z afinniho prostoru do sebe jsou bijektivni praveé
tehdy, kdyZ odpovidajici linedrni zobrazeni I jsou bijektivni. Tato zobrazeni F' nazveme projek-
tivni transformace. VSechny projektivni transformace daného prostoru tvori grupu vzhledem ke
skladani, ktera se nazyva projektivni grupa.
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Definice a lemma 4.6. M¢jme vektorovy prostor V' dimenze n + 1 nad télesem 7" a odpovidajici
projektivni prostor P,,. Libovolnou bazi (v, . .. v,1) nazveme soustavou projektivnich sourad-
nic prostoru P,. Soufadnicemi bodu X € TP, pak rozumime usporddanou n + 1-tici skaldrd

(c1,...cne1) takovou, Ze
n+1

=1 ==
Tyto soufadnice jsou ddny az na ndsobek, protoze pro libovolné 0 # A € T zjevné (cy, . .. Cpi1)
a (Acy, ... Acpq1) urCuji stejny projektivni bod X. Proto se témto soufadnicim nékdy fikd ho-
Fn_i_o&n_{ a zjevné vzdy alespon jedno ¢; musi byt nenulové. Konecné pro libovolné 0 # p € T
zjevné baze (vy,...Vyuy1) a (v, ... 1v,41) urCuji stejny systém projektivnich soufadnic.

P () x >

el {2y XE ) = (e
Y =

~ (—1o, -0, ~Lo)




(’ Definice 4.7. Jestlize P(V**1) je podprostor P(V"1) a (wy, ..., Wy, 1) n&jakd baze V!, pak
Ize kazdy bod X € P(V*+1) vyjadtit jako

k+1

X = LO{Y [Dwi}.
=1

Tomuto vyjadieni fikdme parametrické vyjdadieni podprostoru. Pro libovolné 0 # A € T zjevné
(t1,...try1) a (Mlq, ... Atgyq) urCuji stejny projektivni bod X.

Definice 4.8. Mé&jme projektivni prostor P = P(V"*!) nad t€lesem 7. Kazd4 nadrovina P"~! C
P" miZe byt popsdna pomoci nenulové linedrni formy ¢ € V1

P! = {LO{v}:ve V" ((v)=0,v #0}.
————
Toto vyjadieni nazyvame rovnicové vyjadieni nadroviny. Navic, pro libovolné 0 # \ € T po-
pisuje \( tutéZ nadrovinu. VSechny nadroviny v prostoru P(V"!) tedy odpovidaji bodim v
dudlnim projektivnim prostoru IP’(\\E) Je-li (vq,...v,,1) soustava projektivnich soufadnic,
pak dudlni bdzi (v7, ... v, ) nazveme dudlni soustavou soufadnic a pfislu§né souradnice ozna-

¢ujeme hvézdickou.
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Priklad 4.9 (Vypoclty v projektini roving.). V projektivni roviné P? = P(R?) kazdymi dvéma
riznymi body prochazi pravé jedna piimka a kazdé dvé razné pfimky se protnou v jednom bodé.
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Véta 4.10. V projektivnim prostoru P* = P(V"*!) nad télesem 7" m&me déno n + 2 bodd
Xi,..., X412 znichz Zddnych n + 1 neleZi v jedné nadroviné. Pak existuje projektivni soustava
souradnic takova, Ze

X, = (1,0,...,0,0)
X, = (0,1,...,0,0

X, = (0,0,...,1,0)
Xp1 = (0,0,...,0,1)
Xpio = (L1,...,1,1).
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Dusledek 4.11. V projektivnim prostoru P* = P(V"*!) nad télesem 7' mé&jme ddno n + 2 bodi
Xi,..., X120 z nichz zddnych n + 1 nelezi v jedné nadroviné a také n + 2 bodt Y7, ..., Y, o
z nichZ zadnych n + 1 neleZi v jedné nadroving. Pak existuje pravé jedno projektivni zobrazeni
F : P" — P, pro které plati

F(X)=Y, i=1,...,(n+2).




Véta 4.12 (Pappova véta). V redlné projektivni roviné P? = P(R?) m&jme dvé pifmky p, ¢, které
se protinaji v bod¢ S. Na pfimce p mé&jme body P,, P, Ps riizné navzdjem a rizné od S. Podobné
na piimce Na piimce ¢ m&jme body ()1, )2, (Y3 rizné navzajem a rtizné od S. Pak plati, Ze body

X:=PQ:nBQ., Y:=PQinBQ1, Z:=PQin Qs
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Véta 4.13 (Princip duality). Jestlize v projektivni roviné plati véta, ve které se vyskytuji pouze
piimky, body, jejich pruseciky, spojeni a vlastnost "leZet na", pak plati i véta dudlni, t.j. ve
které nahradime piimky body, body pfimkami, prusecik spojenim, spojeni prisecikem a "leZet
na'"nahradime "prochézet".
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Véta 4.14 (dudlni k Pappové). V redlné projektivni roviné P? = P(R*) m&me dva body P,
Q, které lezi na pfimce s. Bodem P prochdzi pfimky p;, ps, p3 rizné navzdjem a rizné od s.
Podobné bodem () prochazi piimKy qi, g2, g3 rizné navzdjem a ruzné od S. Pak plati, Ze se
primky

x = (pl N Q2)(p2.ﬂ fhj, Y= (pl Ngs)(ps N C]15a Zi= zpz Nags)(ps N (125
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protinaji v jednom bodé.
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Definice 4.15. Méjme v projektivnim prostoru P" nad t€lesem 7’ Ctyfi navzdjem zizné body A,
B, C, D, které leZi na jedné projektivni piimce. Necht’[ a, b) ¢, d jsou jejich vektorovi zdstupci

a necht’ plati == =-
le = ama+pb) C— A<
———7 d = O_éga + ﬁgb
0 - A,
Pak definuji dvojpomér uspotradané Ctvetice bodu % Rom —> VP
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kteryZto vyraz nezéavisi na volbé vektorovych zastupcu. Jestlize (A, B, C, D) = —1 fekneme, Ze
usporadana ctvetice bodu tvoii harmonickou ctverici. —
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Véta 4.16. Projektivni transformace zachovavaji dvojpomér. Jestli-Ze je tedy F' projektivni trans-
formace, pak
(4,B,C, D) = (F(A), F(B), F(C), F(D)).
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Definice 4.17. M¢jme projektivni prostor [P@ nad télesem 7' a kvadratickou formu ¢ na
V1 Neprazdnou mnoZinu _

Q= {LO{v}:v e V! ¢(v) =0,v #0} c P(V")

nazveme projektivni kvadrikou. Tuto kvadriku nazyvame regularni, jestlize je forma ¢ regularni,
tedy ma hodnost n + 1. Kvadriky v projektivni roviné nazyvame téz kuzelosecky.
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Definice a lemma 4.18. M&jme projektivni prostor P(V"*1) nad t€lesem 7" a v ném kvadriku @

/~
—— danou kvadratickou formou ¢ a necht; b je piislusm@symetricka bilinedrni forma (tedy ¢(v) =
b(v.v)). Rekneme, Ze dva bodé}: LO(V),@ LO(w) jsou poldrné sdruzené, jestlize
> Ib(v,w) = z
X €

= 0/JestliZe je @ regularni Kvadrika, pak mmozina bodii sdruZenych s libovolnym bodem
1) je nadrovina, kterou nazveme poldra k X a budeme ji oznacovat px. Jestlize
X € Q, pak je px teCnou ke ) v jejim bodé X.
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Definice 4.19. Kazd4 regularni kuZelosecka v realné projektivni roviné P? = P(R?) je projek-
tivni transformaci kuZelosecky dané rovnici

2 2 2 __

Kazda reguldrni kvadrika v redlném projektivnim prpstoru P = P(IR?) je projektivni transfor-
maci prave jedné z kvadrik

i+ o +as—a; = 0 (nepkimkova kvadrika) C—
v+ oy —a5—x; = 0 (pfimkova kvadrika). <~
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