2.2 Prostorové krivky

Definice 2.16. V kazdém bodé& hladké reguldrni parametrické kiivky c(¢) v R? definujeme jed-
notkovy tecny vektor t(t) a kfivost r(t)
[le'(2) x ()]
t(t) = k(t) =
IOl

Bod, ve kterém je kiivost nulovd se nazyva inflexni bod. V kazdém neinflexnim bodé déle defi-
nujeme jednotkovy binormdlovy vektor b(t), jednotkovy normdlovy vektor n(t) a torzi 7(t)
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Z definice plyne, Ze trojice vektort {t(t),n(t),b(t)} tvofi v kazdém neinflexnim bodé kladné
orientovanou ortonormdlni bazi R?, kterd se nazyva Frenetiiv repér.
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c'(t) _ ') x (@) c'(t) x c"(t) _ det(c'(1)[c"(?)|c"(2))

t()

b(t):m, n(t) =b(t) x t(t),  7(t)= () x (D]
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Véta 2.17. Pii reparametrizaci kiivky v R? zachovavajici orientaci se v daném bodé& kiivost, torze
a Frenetliv repér neméni. Pii reparametrizaci kterd méni orientaci se kiivost, torze a normalovy
vektor rovnéZ neméni, zatimco te¢ny a binormalovy vektor se méni na vektory opacné.
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Ic'(t) > "(B)[|

LOXTO gy b xe, ol = SLLOI)
@ () =bt) x 8(t), (1)

[le'(2) > e (B)|[?

k(t) = b(t) =

Véta 2.18. Znaménkovd kfivost, tecny a normdlovy vektor jsou equivariantni vii¢i shodnostem
R3. Pfesn&ji, m&jme shodnost ve tvaru f(X) = AX + p, parametrickou kiivku c(t) a v jejim
libovolném bodé veli¢iny x, 7, t, n, b. Pak kfivka ¢(¢) = f(c(t)) = Ac(t) + p md v odpo-
vidajicim bodé& kfivost # = ~ a te¢ny vektor t = At. V neinflexnich bodech ma navic torzi
7 = (det A)7, normalovy vektor n = An a binormélovy vektor b = (det A)Ab.
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Definice 2.19. Pro hladkou reguldrni kfivku c(¢) v R? definujeme v kazdém bod& tecnou primku
jako mnoZzinu c(t) + (t(¢)) a ddle v kazdém neinflexnim bodé definujeme

AR

* oskulacni rovinu jako mnoZzinu c(t) + (t(¢),n(t)),
* rektifikacni rovinu jako mnozinu c(t) + (t(t), b(t)),

* normdlovou rovinu jako mnozinu c(t) + (n(t), b(t)).



Definice a lemma 2.20. O hladké parametrizované kiivce c(t) fekneme, Ze je parametrizovand

obloukem nebo jednotkovou rychlosti, jestlize pro v§echna ¢ € I plati ||c’(¢)|| = 1. Kazdou hlad-
kou regularni kiivku Ize parametrizovat obloukem. Je-1i c(¢) néjakd parametrizace obloukem,
pak vSechny ostatni parametrizace této kiivky obloukem ziskdme reparametrizaci ¢ = ¢(s),
Mkde so je libovolnd konstanta.
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Lemma 2.21. Pro kfivku hladkou c(t) v R? parametrizovanou obloukem v kazdém bodé plati

= c/(t) a v kazdém neinflexnim bodé navic plati n(t) = llzxﬁgll a k(t) = ||c"()|| =
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Véta 2.22 (Frenetovy vzorce). Je-li c(t) hladkd kiivka v R? parametrizovand obloukem, pak v
kazdém neinflexnim bodé plati

\&t' = kN, n' = —kt + 7b, b’ = —7n,

—

. L —
coz lze vyjadrit maticové jako

0 —k 0
(t'|n’[b") = (t|n|b) (m 0 T)
0 7 0

nebo s vyuzitim takzvaného Darbouxova vektoru d = 7t + rbjjako

t' =d x t, n =d x n, b’ =d xb.
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Véta 2.24. Necht' f(t) > 0, g(¢) jsou hladké funkce definované na otevieném intervalu /. Pak
existuje aZ na ptimou eukleidovskou shodnost pravé jedna hladka kiivka c(t) v R? parametrizo-
vana obloukem na intervalu [ tak, ze

Tyto rovnice se nékdy nazyvaji prirozené rovnice krivky.

Véta 2.25. Pro reguldrni hladkou parametrizovanou kiiivku ¢ : I — R3 bez inflexnich bod platf,
Ze lezi v néjaké roviné pravé tehdy, kdyz 7(t) = 0 pro kazdé ¢t € I.
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Véta 2.26. Pro regularni hladkou parametrizovanou kfivku ¢ : I — R? vnofenou do R? zobra
zenim (z,y) — (z,y,0) plati k = |k.| a v neinflexnich bodech n = sign(x, )n..
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