Definice 2.2. Bud’ / C R interval (pfipadné neomezeny), spojité zobrazeni c : I — R" se
nazyva parametrickd krivka v R™. Mnozina (c) := C R™ se nazyva obraz krivky. Para-
metrickd kiivka se nazyva hladkd, jestlize c je tfl’d reguldrni, jestlize c je regularni, tedy
c'(t) # (0,0,...,0)" pro kazdé f € I.

Poznamka 2.3.

1. Je-li I uzavieny nebo polouzavieny interval, rozumime hladkym zobrazenim na I restrikci
na [ hladkého zobrazeni definovaného na néjakém otevieném nadintervalu.
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2. Parametrickd kiivka je popséna n-tici funkci c(t) = (ci(t),-- -, c,(t))? jedné proménné

definovanych na 1.

3. Jeji derivace je linedrni zobrazeni (totdlni diferencidl), které vyjadiime sloupcovym vek-
torem (matici n x 1) a budeme ho chdpat jako (te¢ny) vektor c/(t) € R™, ktery zavisi
na parametru. Pro hladkou regularni parametrickou kiivku definujeme jeji funkci rychlosti
||c’(t)||, kterd je hladka a kladna.
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4. Ve vétach a definicich budeme pro jednoduchost pracovat s hladkymi kfivkami (tiidy C*),
ale vétSina pojmu a vysledka plati i pro nizsi tiidu hladkosti.
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Definice 2.4. Je-li ¢ : I — R3 reguldrni parametrick4 kiivka a ¢ : I — Ilhladky difeomm
intervalu / na I, jec=coo¢: [ — R3 reguldrni parametricka k¥ivka se stejnym pbrazem jako
c. Difeomorfismus ¢ pak nazyvame zménou parametru a ¢ reparametrizaci c. Je/li navic ¢’ > 0
na I, nazveme ¢ reparametrizaci ¢ zachovdvajici orientaci. T
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Definice a lemma 2.5. Byti reparametrizaci je relace ekvivalence na mnoZiné vsech reguldrnich
parametrizovanych kiivek a kazdou jeji tfidu nazyvdme krivka. Kazdého zdstupce prislusné tiidy
ekvivalence nazyvame parametrizaci této kiivky. Byti reparametrizaci zachovavajici orientaci je
rovnéZ relace ekvivalence na mnoZiné vSech reguldrnich parametrizovanych kiivek a kazdou jeji
tfidu nazyvame orientovand krivka.
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Poznamka 2.6. Pokud nebude nebezpeci omylu, budeme slovem k#ivka (pfipadné orientovand
kiivka) oznacovat nejen tiidu ekvivalence, ale 1 jejiho reprezentanta (regularni parametrizovanou
kfivku), se kterym pravé pracujeme, nebo dokonce jeji obraz. V diferencidlni geometrii studu-
jeme pravé takové vlastnosti kiivek, které se neméni pfi reparametrizaci.
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Poznamka 2.7. V diferencidlni geometrii studujeme vlastnosti kiivek, které se pfi reparame-
trizaci neméni nebo méni odpovidajicim zpisobem (napfiklad méni znaménko pfi zméné ori-
entace). Naddle budeme pouZzivat zkraceny zdpis parametrizaci téZe kiivky. Napiiklad pokud
mame parametrickou kfivku c(#) budeme jeji reparametrizaci ¢(s) = c(¢(s)) oznacovat jedno-
duse c(s). Kone¢né kvili zjednoduseni zépisu budeme nékdy vynechdvat hodnotu parametru a

budeme psdt napiiklad ¢’ misto ¢/(¢) a podobné&. Pokud nefekneme jinak, ¢drka zna&f derivaci %
a te¢ka derivaci 2
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Lemma 2.8. Pro derivace dvou parametrizaci c(t) a c(s) = c(¢(s)) téze hladké regularni kiivky
v kazdém odpovidajicim bodé& plati
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2.1 Rovinné krivky

Definice 2.9. V kazdém bodé& hladké reguldrni parametrické kiivky v R? definujeme jednotkovy
tecny vektor
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a znaménkovou kiivost
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Bod, ve kterém je znaménkova kiivost nulovd nazyvame inflexni.
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Véta 2.10. Pii reparametrizaci kiivky v R? zachovavajici orientaci se v daném bodé te¢ny vek-
tor, orientovany normdlovy vektor a znaménkova kfivost neméni. Pfi reparametrizaci kterd méni
orientaci se tyto vektory méni na opacné a znaménkova kiivost pouze zméni znaménko.

Dukaz: S vyuZitim lemmatu '2.8 ) I ? ] | N
M) = [ = et = SE O e = SO0,
Dile plati
0. = (1 3 ) o= (] ) sientdreco - signm. 0
kaascus o /¢'/3 )
det(ele) O [(d"’") <(g 52)} L det(c)) N 7
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Véta 2.11. Znaménkova kfivost, tecny a normdlovy vektor jsou equivariantni vici shodnostem
R2. Piesnéji, m&me shodnost ve tvaru f(X) = AX + p, parametrickou kfivku c(#) a v jejim
libovolném bodg veli¢iny ., t, n,. Pak kiivka ¢(t) = F'(c(t)) = Ac(t) + p ma v odpovidajicim
bodé znaménkovou kiivost /12 = (det A)k., teny vektor t = At a normélovy vektor n, =
(det A)An,. - -

Dukaz: Plyne z definic a toho, Ze ¢'(t) = Ac/(t) ac”’(t) =
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Definice 2.12. Pro kaZdou kiivku c definujeme v kazdém bodé jeji tecnou primku jako mnoZinu
c(t) + (t(t)) a normdlovou pFimku jako mnozinu c(t) + (n*(t)) Déle v kazdém neinflexnim

—

bodé i ii orientovany polomér krivosti jakoyR(t) = (t), jeji sted krivosti jako bod
S (t) c(t) + ﬂt '(T)\j kruznici se stfedem S(t) a poizomerem JR( )J nazyvame oskulacni
ridNce vbodé-e(t)-: i




Véta 2.13. Krivka md v kazdém svém bod¢ kontakt nejvyssiho fadu s te¢nou piimkou (ze vSech
piimek) a v kaZzdém neinflexnim bod¢€ s oskulacni kruZnici (ze vSech kruznic).
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Véta 2.14. Pro hladkou reguldrni parametrickou kfivku ¢ : I — R? plati

t'(t) = [l @)= (0. (). T = ke, n
x

Diéle plati, Ze existuje hladka funkce () : I — R spliiujici t(t) = (cosf(t),sinf(t)) prot € I
a pro znaménkovou kiivost pak plati

Pokud je tedy kiivka parametrizovdna konstantni jednotkovou rychlos
znaménkova kiivost rychlosti zmény sméru kiivk
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Véta 2.14. Pro hladkou reguldrni parametrickou kiivku ¢ : 7 — R? plati

t'(t) = [Ic" ()] |k (0. (?).

Dile plati, Ze existuje hladka funkce 0(t) : I — R spliujici t(¢) = (cos@(t),siné(t)) prot € I
a pro znaménkovou kfivost pak plati ™~ L [
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Pokud je tedy kiivka parametrizovana konstantni jednotkovou rychlost{ ||c/(¢)|| = T} pak je tedy
znaménkova kiivost rychlosti zmény sméru kiivky.
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Véta 2.15. Na otevieném intervalu / budiZ zaddny dvé hladké redlné funkce k(t), r(¢), pficemz
r(t) > 0 prot € I.Pak existuje az na pfimou podobnost pravé jedna hladka parametrickd
rovinna kiivka c(t), t t €1, pro kterou plati

IOl =rt). k()= f(2).
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