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Véta 1.4. Shodnd zobrazeni f : R" — R™ jsou pravé zobrazeni tvaru
f(X)=AX + p,
kde p € R" je libovolny vektor a A je matice n x n spliujici ATA =1,

Dikaz: Poznamenejme, Ze plati A”A = I, (to jest A md ortonormdlni sloupce) prévé tehdy,
kdy? AAT = I, (to jest A m4 ortonormlni fadky). JestliZe totiz platif AT A = I, nebo AAY = 15
pak A~' = AT atedy plati i druhd rovnost.

RovnézZ si pfipomenme, Ze pro libovolny vektor u = (uy, - -, u,)’ M R" plati
lul| = i = VaTu
IS
= ——

Ptedpokladejme nejprve, 7e f(X) = AX+pprop € R*a A € R™*", ATA = I,,. Pro libovolné
dvabody vR™ X = (z1, -+ ,&n)T, Y = (¥1,- -+ , ¥n)" plati

1£(X) — £(Y)|| = ||AX +p — (AY +p)|| = [|A(X - Y)|| = (AKX - Y))T(A(X - Y))
= /X -Y)TATAX - Y) = /X - Y)I(X-Y) = X - Y]
s

atedy f je shodné zobrazeni. 1

Naopak predpoklddejme, Ze f je shodnost a chceme ukézat, Ze je nutné tvaru f(X) = AX + p.
Definujme body O = (0,0,...,0), E; = (0,...,0,1,0,...,0)T proi € {1,...n} v R Vektory
e; = E; — O tvofi ortonormélni (kanonickou) bazi R".

UkdZeme, Ze také vektory f; = f(E;) — f(O) tvoii ortonormélni bdzi R". Zobrazen{ f je shodné,
tedy pro kazdé i dostdvame

If:l| = [|£(E:) = f£O)|| = [|E: — O]| =1
a vektory jsou tedy jednotkové. Déle pro kazdé i # j dostivame
16— 5| = [17(B2) ~ £(0) — (F(B,) = /O]l = I/ (B — F(E,)|| = I|E: ~ Byl| = v2

V4
a protoze 2

2=!|fz'"'fj||2=(fi—fj)'(fa'—fj)=fs'fs+fj'fj—2fi'fj=1+1—@

dostdvdme f; - f; = 0 a vektory jsou po dvou kolmé.
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Definujme nyni matici A = (| ... |f,), vektor p = f(O) a zobrazeni 9(X) = AX + p) které je
podie prvnim Cisti dkazu shodné a pro jeho invers plat g~ (X) = ATX ATp. Navic zjevné plati
9(0) = f(0) a g(E;) = = [(E)) pro viechna i. Definujme kone¢né / = "o f, které je shodné a pro

% které tedy plati h(0) = O a h(E,) = E,. DokéZeme, Ze takové h uz musf byt identické zobrazeni.
pvatujmetbovolny bod Y = (y1, i, ..., ys) € R" ajehoobraz A(Y) = (h1(Y), ha(Y), ..., ha(Y)).
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Véta 1.12 (Rodriguesova formule). Méjme dva vektory n,r € R3, pfiéem? n je jednotkovy.
Pak pro vektor r' € R?, ktery dostaneme otodenim vektoru r kolem vektoru n € R? o thel ¢ v
kladném sméru plati:

r' = (1 - cos ¢)(r n)n + cosgr + sing(n x r).

7/ | ;
o ﬁ%/ Fj\ = (\}" R)-n
™= 0 ki = oy 9
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Definice 1.13. Pfipomeiime si z LA, Ze kvaterniony tvof{ nekomutativni té€leso a maji tvar ¢ =
s+xi+yj+ 2k, pliemz 2 = P =k = ~laij = —ji = k, jk = -kj = i, ki = —ik = j.
V této prednédSce budeme s nazyvat skaldrn{ ¢dst, vektor v = (a, b, ¢) vektorova é4st a budeme
kvaterniony zapisovat ve tvaru
g= (s (2,y,2)).
Ng——
v

Redlnd Cisla jsou do kvaternionl vnofena jako s — (s,0) a vektorovy prostor R?® je do nich
vnofen jako v — (0, v).
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Lemma 1.14 (Geometricky vyznam kvaternionovych operaci). Pro libovolné kvaterniony ¢, =

(’Sla Vl)s G2 = (523 V?) platf

1+ ¢ =
41 G2
r N
< Ay (AL B
<4 04

l)
N
=
L&
Ve
-Q
\

5 ey

—
.

{

(51 + 82, V1 + va)

(5182 — V1 - Vg, V1 X Vo + 81V + 82Vy).




Definice 1.15. Pro libovolny kvaternion ¢ = (s,v) definujeme konjugovany kvaternion § =

(s, —v) a jeho normu ||¢|| = /g7 = 7g = \/s® + 2% + y2 + 22, Kvaterniony, které maji
normu rovnou 1 nazyvdame jednotkové.
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Lemma 1.16. Jednotkové kvaterniony tvoii multiplikativni grupu. Kazdy Jjednotkovy kvaternion

1ze jednoznacné zapsat ve tvaru
g = (cosa,nsina),

kde n je jednotkovy vektor a « E(D. 7r)
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Lemma 1.16. Jednotkové kvaterniony tvoif multiplikativnf grupu. Kazdy jednotkovy kvaternion
s nenulovou vektorovou ¢asti 1ze jednoznacné zapsat ve tvaru

q = (cos a, nsin o),

kde n je jednotkovy vektora o € (0, 7).
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Véta 1.17. Pro pevny jednotkovy kvaternion ¢ = (cos a. nsin «) je zobrazenf R,: R - R*
definované jako
Rq(r) = qrq

rotaci kolem osy n tihel 2¢ v kladném sméru.
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