Véta 4.32. V projektivné rozsifené roviné R? md kazd4 afinni ptimka p v R? se smérovym
vektorem v = (v,,v,) pravé jeden nevlastni bod(vx, vy, 0). Tento bod budeme rovnéz nazyvat
Smer p. B —_—

Poznamka 4.33. V projektivné rozsifené roviné R? se viechny rovnob&zky protinaji v jednom
nevlastnim bodé€ - ve svém sméru. Pritom vSechny nevlastni body lezi na (projektivni) piimce
(0,0, 1)*. Redlnou projektivni rovinu IP? je tedy mozno chdpat jako R?, ke kterému se pfidd jeden
bod v kazdém sméru. Pfitom ale po tomto pfidani vznikne dokonale symetrickd (projektivni)
geometrie. Mnoho riznych afinnich problémi je mozno pievést na stejny projektivni problém -

| ( ]90_0:(0,017))

/ — /

b SNPS +(0‘a e =0

-_—

X+”‘x"é*‘ =20

A}
.
d

T Ny X4 tA, X =0

(N‘m A 0>

X4 +F5K2+QX3 =O

x3=0

T
A S —
"’,j) x /’;—B)qég
L.‘ 013

A o K AB A QALK






Definice a lemma 3.27. Méjme tii body A, B, X na afinni pfimce nad télesem 7', pfi¢emz
A # BaX # B. Pak délici pomér

ax

XB 7
jako jediny skaldr, pro ktery plati A(B — X)) = (X — A). Potom plati, ze X je afinni kombinac{
bodu A, B
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_ by B
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a tedy naopak, jsou-li (cy, c2) barycentrické souradnice X v soustavé (A, B), pak

X

AX B Co
1 XB o
Definice a lemma 4.15. Méjme v projektivnim prostoru P™ nad télesem 7 Ctyfi navzdjem ziizné
body A, B, C, D, které lezi na jedné projektivni pifimce. Necht' a, b, ¢, d jsou jejich vektorovi
zastupci a necht’ plati

c = ma+ b
d = asa+ Brb.

Pak definuji dvojpomér uspotradané ¢tvetice boda

/3
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(A, B,C, D) = eT

K

kteryZto vyraz nezdvisi na volbé vektorovych zastupcu.
Pro permutace potadi bodi plati rovnosti

(B,A,C,D)=(A,B,D,C) = (A, B,C,D)™*
(A,C,B,D)=(D,B,C,A)=1—(A,B,C,D)

Jestlize (A, B,C, D) = —1 fekneme, Ze usporddand Ctvefice bodua tvoii harmonickou ctve-
Fici. Pak ov§em harmonickou ¢étvefici tvoii i body v potadi (B, A, C, D), (A, B, D, (), (B, A, D, (),
(C,D,B,A), (C,D,A,B),(D,C, A, B), (D,C, B, A).



Véta 4.34. V projektivné rozsifené roving R? uvazujme rizné body A, B, C, D leZici na jedné
piimce. Pak pro dvojpoméry a délici poméry plati

1. JestliZe jsou vSechny tyto body vlastni, pak

AC
=5 AC BD
(A, B,C,D) = SB = : :
. D—g CB DA
2. Jestlize D je nevlastni,pak
AC
A B,CD)=———.
(A, B,C,D) =~
-4
3. Specidlné, pokud je (A, B, C, D) harmonicka Ctvefice a bod D je nevlastni, pak (' je stie-
dem AB. 2D A ]
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Vf. .145:\

M¢jme piimku p, kterd protind () ve dvou riznych bodech A, B. Necht X € p rtizné od
A, Banecht Y = px Np. Pak (X, Y, A, B) tvofi harmonickou ¢tvefici. Navic se pifimky
pA, P a px protinaji v jednom bodé, ktery je pélem piimky p.
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Definice a lemma 4.30. Reguldrni kuZelosecku v R? nazveme elipsa, jestlize nemd zadny ne-
vlastni bod, parabola, jestlize méa prave jeden nevlastni bod a hyperbola, jestlize mé dva nevlastn{
body. Témto nazvim fikdme afinni typ kuzelosecky. Elipsa a hyperbola maji stfed, parabola stied
nemd. Hyperbola ma dvé ruzné asymptoty, parabola ani elipsa asymptoty nemaji.

-

Definice a lemma 4.35. V projektivné rozsiiené roviné R? méjme regulafni kuZzeloseku Q. O
dvou afinnich pfimkich fekneme, Ze maji sdruzené sméry, jestlize jsou jejich nevlastni body
poldrné sdruzené vuci Q.

Pro elipsu jsou vZdy dva riazné sméry po dvou sdruzené. Pro hyperbolu jsou sméry asymptot
sdruzené vzdy samy se sebou a ostatni sméry jsou po dvou sdruzené. Pro parabolu existuje jeden
smeér (jeji nevlastni bod), ktery je sdruZzen sdm se sebou i se vSemi ostatnimi smery.



Véta 4.36. Necht’ piimka p prochdzi sttedem S kuzelosecky () (elipsy nebo hyperboly) a protind
kuZelosecku ve dvou riznych bodech A, B. Pak

» S je stfedem usecky AB.
» Tecny ke (Q v bodech A, B jsou rovnobézné a maji smér sdruzeny se smérem p.

* Jestlize ma pfimka se smérem sdruZzenym k p s kuZeloseCkou raseciky C, D, pak
pifmka 2 pili dsecku C'D. ) B

Dusledek 4.37. Uvazujme parabolu a smér X jejiho nevlastniho bodu a néjaky dal$i smér Y.
Uvazujme vSechny rovnobézky se smérem Y. Nékteré parabolu neprotnou, jedna z nich bude

teCna s bodem.dotyku A a ostatni protnou parabolu ve dvou bodech. Pak piimka prochazejici
g@ﬁﬂﬁﬁy—vﬂ’ até dsecky. X
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Definice 4.38. Smér nazyvame hlavni, jestlize existuje smér sdruzeny, ktery je na n¢j kolmy.
Bod A kuzeloseCky nazveme vrcholem, jestliZe v ném ma te¢na p 4 hlavni smér. Piimka, kterd
prochézi vrcholem a je kolm4 na te¢nu se nazyva osa. Usecka spojujici stfed a vrchol se nazyva
poloosa.

Véta 4.39. Elipsa ma Ctyfi vrcholy a dvé vzdjemné kolmé osy, které prochdzeji stfedem. Hy-
perbola ma dva vrcholy a dvé vzdjemné kolmé osy, které prochazeji sttedem. Parabola ma jeden
vrchol a jednu osu, kterd prochdzi vrcholem a nevlastnim bodem paraboly.
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Poznamka 4.40 (Meta-véta o projektivnich, afinnich a eukleidovskych pojmech). Projektivni
zobrazeni zachovavaji (spravné zobrazuji) projektivni pojmy, afinni zobrazeni zachovavaji afinni
pojmy a shodnosti zachovavaji elﬁkleidovské (na skalarnim soucinu zdvisejici) pojmy.
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Véta 4.41. Uvazujme kanonicky projektivné rozsifeny afinni prostor 7. Projektivni transfor-
mace uvazovana na vlastnich bodech maji tvar linedrnich lomenych zobrazeni. Afinity tvofi pod-
grupu projektivnich transformaci a jsou to pravé ty, které vlastni body zobrazuji na vlastni body

a nevlastni body na nevlastni body. \:\,\\,& < f‘r@ 4 m
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Véta 4.42 (Piiklad afinné zachovaného pojmu). V projektivné rozsitené roviné R? mé&jme elipsu
@ se sttedem S. Jestlize F' je afinni transformace, pak F'(Q) je opét elipsa a F'(S) je jejim
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Véta 4.43. V projektivné rozsitené roviné R? plati, Ze
1. kazd4 elipsa je afinnf transformacf elipsy 22 + y? — 1 = 0,
2. kazd4 parabola je afinni transformaci paraboly 2 — y = 0,
3. kazda hyperbola je afinnf transformaci hyperboly zy — 1 = 0.

V dusledku jsou tedy kazdé dvé kuZeloseCky stejného afinniho typu mezi sebou zobrazitelné
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v +a5+a5—x; = 0  (nepifmkovd kvadrika)
vi+as—a5—a; = 0 (pfimkova kvadrika).

Véta 4.44 (Afinni klasifikace kvadrik v prostoru). V projektivné rozsffeném prostoru R? definu-
jeme tyto afinni typy reguldrnich kvadrik

1. elipsoid jako nepiimkovou kvadriku, kterd nemd zZadny nevlastni bod,

2. elipticky paraboloid, jako nepifimkovou kvadriku, kterd mé pravé jeden nevlastni bod,

3. dvojdilny hyperboloid jako nepifimkovou kvadriku, jejiZ nevlastni body tvoii reguldrni ku-
zelosecku

4. jednodilny hyperboloid, jako ptimkovou kvadriku jejiZz nevlastni body tvori regularni ku-
Zelosecku

5. hyperbolicky paraboloid, jako primkovou kvadriku jejiz nevlastni body tvoii regularni ku-

zeloseCku
ﬁ ﬁbram elné afinni transformaci.
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Kazdé dvé kvadriky stejneho afinniho typu me21 e
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