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6.2 Berlekampiiv algoritmus

Obsah prednasky

Podsekce 6.1: V posledni sekci popisme algoritmy rozkladajici
polynomy nad konecnymi télesy. Nejprve rozlozime
polynom v soucin bezétevercovych polynomi.

Podsekce 6.2: Bezctvercové polynomy dale rozlozime pomoci
Berlekampova algoritmu.
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6.1 Bezctvercova faktorizace
Berlekampiiv algoritmus

Polynom f(x) nazyvame bezétvercovy, pokud neni délitelny druhou mocninou
nekonstantniho (ireducibilniho) polynomu.

Koneéna télesa rlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace

6.2 Berlekampiv algoritmus

Definice

Polynom f(x) nazyvame bezétvercovy, pokud neni délitelny druhou mocninou
nekonstantniho (ireducibilniho) polynomu.

| A

Tvrzeni (6.1)

Necht f(x) a g(x) jsou polynomy nad libovolnym télesem F. Pro kazdé k € N plati, Ze

F(x) 1 g(x) = F1(x) | g'(),

kde g'(x) znaci formalni derivaci polynomu g(x).
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiv algoritmus

Polynom f(x) nazyvame bezétvercovy, pokud neni délitelny druhou mocninou
nekonstantniho (ireducibilniho) polynomu.

Tvrzeni (6.1)

Necht f(x) a g(x) jsou polynomy nad libovolnym télesem F. Pro kazdé k € N plati, Ze

F(x) | g(x) = FHx) | &'(x),
kde g'(x) znaci formalni derivaci polynomu g(x).

(2) Bud f(x) nenulovy polynom nad danym télesem. Oznaéme

d(x) = NSD(f'(x), (x)). Polynom 5Jje bezctvercovy.
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiv algoritmus

Polynom f(x) nazyvame bezétvercovy, pokud neni délitelny druhou mocninou
nekonstantniho (ireducibilniho) polynomu.

Tvrzeni (6.1)

Necht f(x) a g(x) jsou polynomy nad libovolnym télesem F. Pro kazdé k € N plati, Ze

F(x) 1 g(x) = F1(x) | g'(),

kde g'(x) znaci formalni derivaci polynomu g(x).

(2) Bud f(x) nenulovy polynom nad danym télesem. Oznaéme

d(x) = NSD(f'(x), (x)). Polynom 5Jje bezctvercovy.

(3) Necht f(x) je nekonstantni polynom nad télesem F kladné charakteristiky p.
Je-li f/(x) = 0, existuje polynom g(x) € F[x] takovy, ze f(x) = g(x)P.
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiv algoritmus

Algoritmus: - rozklad polynomu v soucin bezétvercovych

Rozklad f(x)
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiv algoritmus

Algoritmus: - rozklad polynomu v soucin bezétvercovych

Rozklad f(x)

|

d(x) = NSD(f' (x), f(x))
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiv algoritmus

Algoritmus: - rozklad polynomu v soucin bezétvercovych

Rozklad f(x)

|

d(x) = NSD(f' (x), f(x))

ld(x) =1l

f(x) je bezétvercovy
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6.2 Berlekampiv algoritmus

Algoritmus: - rozklad polynomu v soucin bezétvercovych

Rozklad f(x)

d(x) = f(x) J’

3g(x): F(x) = g(x)P $————— d(x) = NSD(f'(x), f(x))

ld(x) =1l

f(x) je bezétvercovy
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Algoritmus: - rozklad polynomu v soucin bezétvercovych

Rozklad f(x)

d(x) = f(x) J’

3g(x): F(x) = g(x)P $————— d(x) = NSD(f'(x), f(x))

l ld(x)

f(x) = (Rozklad g(k))P f(x) je bezétvercovy
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiv algoritmus

Algoritmus: - rozklad polynomu v soucin bezétvercovych

Rozklad f(x)

d(x) = f(x) J’ jinak

Jg(x): f(x) = g(x)P ¢—————— d(x) = NSD(f’(x), f(x)) ——> dl(_% je bezctvercovy

| .

f(x) = (Rozklad g(k))P f(x) je bezétvercovy flx) = % - Rozklad d(x)
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiv algoritmus

Algoritmus: - rozklad polynomu v soucin bezétvercovych

Rozklad f(x) = x® 4+ 2x% + x5 4 2x3 + 2x2 + 1

d(x) = f(x) j’ jinak )
Jg(x): f(x) = g(x)P ¢—————— d(x) = NSD(f’(x), f(x)) —> a0 je bezctvercovy

| .

f(x) = (Rozklad g(k))P f(x) je bezétvercovy f(x) = % - Rozklad d(x)

-~

Priklad

Vstup: f(x) = x® +2x% + x° +2x3 +2x% + 1 € Z3[x]

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiv algoritmus

Algoritmus: - rozklad polynomu v soucin bezétvercovych

Rozklad f(x)

|

d(x) = £ §
() je bezétvercovy

3g(x): F(x) = g(x)P $—— d(x) = NSD(F'(x), (x)) = x® + x> +2 + 3

| —

f(x) = (Rozklad g(k))? f(x) je bezétvercovy F(x) = £ . Rozklad d(x)

(

-~

Priklad

Vstup: f(x) = x® +2x% + x° +2x3 +2x% + 1 € Z3[x]
f(x) = 2x" +2x* + x, d(x) =x® + x>+ 2
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiv algoritmus

Algoritmus: - rozklad polynomu v soucin bezétvercovych

Rozklad f(x)

d(x) = f(x) J’ jir

Jg(x): f(x) = g(x)P ¢———— d(x) = NSD(f’(x), f(x)) i %52 = x2 4 2 je bez&tvercovy

(x)

| .

f(x) = (Rozklad g(k))P f(x) je bezétvercovy f(x) = % - Rozklad d(x)

-~

Priklad

Vstup: f(x) = x® +2x% + x° +2x3 +2x% + 1 € Z3[x]

f(x) = 2x" +2x* + x, d(x) =x® + x>+ 2
f(x)

2
a =X 12
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Algoritmus: - rozklad polynomu v soucin bezétvercovych

Rozklad f(x)

d(x) = f(x) J’ jinak )
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-~

Priklad
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f(x)
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiv algoritmus

Algoritmus: - rozklad polynomu v soucin bezétvercovych

Rozklad d(x) = x® + x> + 2

e(x) = d(x) J’

g(x): d(x) = g(x)P é————— c(x) = NSD(d’(x), d(x)) —) e((x; je bezctvercovy

| =

d(x) = (Rozklad g(k))? d(x) je bezétvercovy f(x) = (x® + 2) - Rozklad d(x)

-~

Priklad

Vstup: f(x) = x® +2x% + x° +2x3 +2x% + 1 € Z3[x]
f'(x) = 2x" + 2x4 + x, d(x) =x®+x3+2
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiv algoritmus

Algoritmus: - rozklad polynomu v soucin bezétvercovych

Rozklad d(x)

c(x) = d(x) J' jina

Jg(x): d(x) = g(x)P é— d'(x) =0 => c(x) = d(x) —) e((x; je bezctvercovy

| e

d(x) = (Rozklad g(k))? d(x) je bezétvercovy f(x) = (x® + 2) - Rozklad d(x)

-~

Priklad

Vstup: f(x) = x® +2x% + x° +2x3 +2x% + 1 € Z3[x]
d(x) =x® +x3+2, d'(x) =0, c(x) = d(x)
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiv algoritmus

Algoritmus: - rozklad polynomu v soucin bezétvercovych

Rozklad g(x) = x2 + x + 2

b(x) = g(x) j’ jinak

3h(x): g(x) = h(x)P $——— b(x) = NSD(g’ (x), g(x)) —> igg je bezctvercovy
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6.2 Berlekampiv algoritmus

Algoritmus: - rozklad polynomu v soucin bezétvercovych

Rozklad g(x)

b(x) = g(x) j’ jinak

3h(x): g(x) = h(x)P $——— b(x) = NSD(g’ (x), g(x)) —> igg je bezctvercovy
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiv algoritmus

Algoritmus: - rozklad polynomu v soucin bezétvercovych

Rozklad g(x)

b(x) = g(x) j’ jinak

3h(x): g(x) = h(x)P $——— b(x) = NSD(g’ (x), g(x)) —> igg je bezctvercovy

| .

d(x) = (x® + x4+ 2)3 g(x) je bezétvercovy f(x) = (x2 +2) - (x% +x+2)3

-~

Priklad

Vstup: f(x) = x® +2x% + x° +2x3 +2x% + 1 € Z3[x]

Vystup: f(x) = (x* +2)(x* + x +2)3
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Necht f(x) je bezctvercovy polynom nad télesem Fq. Pro kazdy
polynom h(x) € Fg[x] spliujici h9(x) = h(x) (mod f(x)) plati, ze

f(x) = J] NSD(f(x), h(x) — a). (6.1)

aclq
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Tvrzeni (6.2)

Necht f(x) je bezctvercovy polynom nad télesem Fq. Pro kazdy
polynom h(x) € Fg[x] spliujici h9(x) = h(x) (mod f(x)) plati, ze

f(x) = J] NSD(f(x), h(x) — a). (6.1)

aclq

Poznamka

Je-li 0 < deg h(x) < deg f(x), pak rovnost (6.2) dava netrivialni
rozklad polynomu f(x).
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Pro a # b jsou polynomy h(x) — a a h(x) — b nesoudélné.

NSD(h(x) — a, h(x) — b) = NSD(h(x) — a,a — b) = 1
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Pro a # b jsou polynomy h(x) — a a h(x) — b nesoudélné.

Pro a # b jsou NSD(f(x), h(x) — a) a NSD(f(x), h(x) — b) nesoudélné.

Jejich spole¢ny délitel by byl i spoleénym délitelem h(x) — a a h(x) — b
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Pro a # b jsou polynomy h(x) — a a h(x) — b nesoudélné.

Pro a # b jsou NSD(f(x), h(x) — a) a NSD(f(x), h(x) — b) nesoudélné.
Proto HaeJFq NSD(7(x), h(x) — a) | f(x)

Fq[x] je Gausstiv obor. Nad Gausovym oborem plati, pro po dvou nesodélné
ai,as, ..., an a b takové, ze a; | b pro vsechna i < n, vztah [ ; a; | b
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Pro a # b jsou polynomy h(x) — a a h(x) — b nesoudélné.

Pro a # b jsou NSD(f(x), h(x) — a) a NSD(f(x), h(x) — b) nesoudélné.
Proto HaeJFq NSD(7(x), h(x) — a) | f(x)
Naopak: Plati, ze h(x)9 — h(x) = Haqu(h(X) —a)

V konecném télese y9 —y =[], p (v — a). Dosadime h(x) — y

q
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Pro a # b jsou polynomy h(x) — a a h(x) — b nesoudélné.

Pro a # b jsou NSD(f(x), h(x) — a) a NSD(f(x), h(x) — b) nesoudélné.
Proto HaeJFq NSD(7(x), h(x) — a) | f(x)
Naopak: Plati, ze h(x)9 — h(x) = Haqu(h(X) —a)

Proto £(x) | [L,ex, (h(x) — 2)

Pouzijem predpoklad h(x)? = h(x) (mod f(x))
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Pro a # b jsou polynomy h(x) — a a h(x) — b nesoudélné.

Pro a # b jsou NSD(f(x), h(x) — a) a NSD(f(x), h(x) — b) nesoudélné.
Proto HaeJFq NSD(7(x), h(x) — a) | f(x)

Naopak: Plati, ze h(x)7 — h(x) = Haqu(h(x) —a)

Proto £(x) | [T, (A(x) — 2)

Odtud f(x) = NSD(f(x), [ L,er, (h(x) — a) = [,er, NSD(f(x), h(x) — a).

Nad Gaussovym oborem plati: jsou-li by, ba, ..., bn po dvou nesoudélnég, je

NSD(a, [17_; b;) = [17_; NSD(a, b;)
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Pro a # b jsou polynomy h(x) — a a h(x) — b nesoudélné.

Pro a # b jsou NSD(f(x), h(x) — a) a NSD(f(x), h(x) — b) nesoudélné.
Proto Haqu NSD(7(x), h(x) — a) | f(x)

Naopak: Plati, ze h(x)7 — h(x) = Haqu(h(x) —a)

Proto £(x) | [T, (A(x) — 2)

Odtud f(x) = NSD(f(x), [ L,er, (h(x) — a) = [,er, NSD(f(x), h(x) — a).
Proto f(x) | Haen?q NSD(f(x), h(x) — a)

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Tvrzeni (6.3)

Necht f(x) = fi(x) - fa(x) - - - fa(x) je rozklad polynomu f(x) € Fq[x] na
ireducibilni faktory. Oznaéme W mnozinu vsech polynomii h(x) € Fq[x]
takovych, ze

deg h(x) < deg f(x) a zéroveri h(x)? = h(x) (mod f(x)).

Mnozina W je vektorovym prostorem nad Fq a plati

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Tvrzeni (6.3)

Necht f(x) = fi(x) - fa(x) - - - fa(x) je rozklad polynomu f(x) € Fq[x] na
ireducibilni faktory. Oznaéme W mnozinu vsech polynomii h(x) € Fq[x]
takovych, ze

deg h(x) < deg f(x) a zéroveri h(x)? = h(x) (mod f(x)).
Mnozina W je vektorovym prostorem nad Fq a plati

@ pro kazdé h(x) € W a kazdy ireducibilni faktor fi(x) polynomu f(x) je

h(x) mod fi(x) € Fg;

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Tvrzeni (6.3)

Necht f(x) = fi(x) - fa(x) - - - fa(x) je rozklad polynomu f(x) € Fq[x] na
ireducibilni faktory. Oznaéme W mnozinu vsech polynomii h(x) € Fq[x]
takovych, ze

deg h(x) < deg f(x) a zéroveri h(x)? = h(x) (mod f(x)).
Mnozina W je vektorovym prostorem nad Fq a plati

@ pro kazdé h(x) € W a kazdy ireducibilni faktor fi(x) polynomu f(x) je
h(x) mod fi(x) € Fq;
@ Zobrazeni ¢: W — Fy dané predpisem
h(x) > (h(x) mod fi(x), h(x) mod f(x),..., h(x) mod f(x))

je izomorfismem vektorovych prostori.

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
o
dkaz.

Koneéna télesa rlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
o
dkaz.

Snadno ovéfime, Ze je mnozina W uzavrena na scitani a nasobeni prvky télesa [Fg.

Pro uzavfenost na séitani vyuzijeme vztahu hy(x)9 + h2(x)9 = (h1 + h2)(x)9.
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
o
dkaz.

Snadno ovéfime, Ze je mnozina W uzavrena na scitani a nasobeni prvky télesa [Fg.

Proto je W vektorovym prostorem nad télesem Fy.

Pro uzavfenost na séitani vyuzijeme vztahu hy(x)9 + h2(x)9 = (h1 + h2)(x)9.

Koneéna télesa rlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
o
Dikaz.

Snadno ovéfime, Ze je mnozina W uzavrena na scitani a nasobeni prvky télesa [Fg.

Proto je W vektorovym prostorem nad télesem Fy.
Pro kazdy polynom h(x) € W a kafdé i < k existuje pravé jedno a € F, takové,
ze fi(x) | h(x) — a. Proto h(x) mod fi(x) = a € Fy.

Podle Tvrzeni 6.2 je fi(x) | f(x) a f(x) | [, ‘q(h(x) a).
Protoze jsou polynomy fi(x) nerozlozitelné a tedy prvocinitele, existuje a € Fq tak,
ze fi(x) | h(x) — a. Protoze jsou polynomy h(x) — a po dvou nesoudélné, je takové a

pravé jedno.

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
o
Dikaz.

Snadno ovéfime, Ze je mnozina W uzavrena na scitani a nasobeni prvky télesa [Fg.

Proto je W vektorovym prostorem nad télesem Fy.

Pro kazdy polynom h(x) € W a kafdé i < k existuje pravé jedno a € F, takové,
ze fi(x) | h(x) — a. Proto h(x) mod fi(x) = a € Fy.

Podle Cinské vety o zbytcich existuje pro kazdou n-tici a1, as, . .., a, pravé jeden

polynom h(x) takovy, ze deg h(x) < deg f(x) a h(x) = a; (mod f;(x)) pro viechna i.

O

Cinska véta o zbytcich pro okruh F[x]: Pro kazdé n-tice po dvou nesoudélnych
polynomi f1(x), f2(x), ... fa(x) a polynomt gi(x), g2(x),. .., gn(x) existuje pravé
jedno Feseni h(x) soustavy kongruenci h(x) = gi(x) (mod fi(x)), i < n takové, ze

deg h(x) < deg(fi(x) - f2(x) - - - fu(x)).

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
o
Dikaz.

Snadno ovéfime, Ze je mnozina W uzavrena na scitani a nasobeni prvky télesa [Fg.

Proto je W vektorovym prostorem nad télesem Fy.

Pro kazdy polynom h(x) € W a kafdé i < k existuje pravé jedno a € F, takové,

ze fi(x) | h(x) — a. Proto h(x) mod fi(x) = a € Fy.

Podle Cinské vety o zbytcich existuje pro kazdou n-tici a1, as, . .., a, pravé jeden
polynom h(x) takovy, ze deg h(x) < deg f(x) a h(x) = a; (mod f;(x)) pro viechna i.

Z jednoznaénosti polynomu h(x) plyne, ze je zobrazeni ® prosté.

O

Cinska véta o zbytcich pro okruh F[x]: Pro kazdé n-tice po dvou nesoudélnych
polynomi f1(x), f2(x), ... fa(x) a polynomt gi(x), g2(x),. .., gn(x) existuje pravé
jedno Feseni h(x) soustavy kongruenci h(x) = gi(x) (mod fi(x)), i < n takové, ze

deg h(x) < deg(fi(x) - f2(x) - - - fu(x)).

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
o
Dukaz.

Pro kazdé i < n je h9(x) = a? = a (mod fi(x)).

Podle Lemmatu 2.6 je a9 = a pro kazdé a € Fy.

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
o
Dukaz.

Pro kazdé i < n je h9(x) = a? = a (mod fi(x)).

Z jednoznacnosti fedeni v Cinské vété zbytcich plyne, ze h9(x) = h(x) (mod f(x)).

Polynom h9(x) mod f(x) = a; (mod f;(x)) pro vsechna i < n.

Stupen tohoto polynomu je < deg f(x) a tedy je roven polynomu h(x).

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
o
Dukaz.

Pro kazdé i < n je h9(x) = a? = a (mod fi(x)).

Z jednoznacnosti fedeni v Cinské vété zbytcich plyne, ze h9(x) = h(x) (mod f(x)).

Proto plati, ze h(x) € W. Odtud plyne, ze ¢ je na.

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
o
Dukaz.

Pro kazdé i < n je h9(x) = a? = a (mod fi(x)).

Z jednoznacnosti fedeni v Cinské vété zbytcich plyne, ze h9(x) = h(x) (mod f(x)).
Proto plati, ze h(x) € W. Odtud plyne, ze ¢ je na.

Ukazali jsme, ze ¢: W — Fg je izomorfismus vektorovych prostori

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Dasledek

Protoze je ¢: W — Fg izomorfismus a n je pocet ireducibilnich
faktord polynomu f(x) plati, Ze

dim W = pocet ireducibinich faktorii polynomu f(x).

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Dasledek

Protoze je ¢: W — Fg izomorfismus a n je pocet ireducibilnich
faktord polynomu f(x) plati, Ze

dim W = pocet ireducibinich faktorii polynomu f(x).

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Dasledek
Protoze je ¢: W — Fg izomorfismus a n je pocet ireducibilnich
faktord polynomu f(x) plati, Ze

dim W = pocet ireducibinich faktorii polynomu f(x).

Specialné je polynom f(x) ireducibilni pravé kdyz dim W = 1.

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Vypocet polynomu h(x).

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Vypocet polynomu h(x).

Polozme k = deg f(x). Hledame polynom h(x) = bx_1x*=1 4 .- 4 by x + bo.
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Vypocet polynomu h(x).

Polozme k = deg f(x). Hledame polynom h(x) = bx_1x*=1 4 .- 4 by x + bo.
Po umocnéni h9(x) = by_1x9k=1) ... 4 byx9 + by.
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Vypocet polynomu h(x).

Polozme k = deg f(x). Hledame polynom h(x) = bx_1x*=1 4 .- 4 by x + bo.
Po umocnéni h9(x) = by_1x9k=1) ... 4 byx9 + by.
Necht s; ; jsou takové, ze

x% mod f(x) = sk_1,0xK71 + - 4 s1,0x + 50,0,

x9 mod f(x) = sk_11x* 1+ Fsiix+so1,

-1 -1
x9k=1) mod f(x) = sk_17k_1><k + 45 k—1X + S k—1-

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Vypocet polynomu h(x).

Polozme k = deg f(x). Hledame polynom h(x) = bx_1x*=1 4 .- 4 by x + bo.
Po umocnéni h9(x) = by_1x9k=1) ... 4 byx9 + by.

Necht s; ; jsou takové, ze

x% mod f(x) = sk_1,0xK71 + - 4 s1,0x + 50,0,

x9 mod f(x) = sk_11x* 1+ Fsiix+so1,

-1 -1
x9k=1) mod f(x) = sk_17k_1><k + 45 k—1X + S k—1-

Polozme
50,0 50,1 cee S0,k—1
51,0 S1,1 s S1,k—1
S =
Sk—1,0 Sk—1,1 .-+ Sk—1,k—1

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Vypocet polynomu h(x).

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Vypocet polynomu h(x).

Pro polynom h(x) = by_1x¥=1 4 ... 4 byx + by polozme

vh = (bo, b1, ..., bk_1).

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Vypocet polynomu h(x).

Pro polynom h(x) = by_1x¥=1 4 ... 4 byx + by polozme
vh = (bo, b1, - .., bk_1).

Je-li h9(x) mod f(x) = cx_1xK~1 + - + c1x + o spocteme, ze

Co 50,0 50,1 cee S0,k—1 bo
C1 51,0 51,1 S1,k—1 by
Ck—1 Sk—1,0 Sk—1,1 .-+ Sk—1,k—1/ | be—1
T s vi
Vhe mod f g

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Vypocet polynomu h(x).

Pro polynom h(x) = by_1x¥=1 4 ... 4 byx + by polozme
vh = (bo, b1, - .., bk_1).

Je-li h9(x) mod f(x) = cx_1xK~1 + - + c1x + o spocteme, ze

Co 50,0 50,1 cee S0,k—1 bo
C1 51,0 51,1 S1,k—1 by
Ck—1 Sk—1,0 Sk—1,1 .-+ Sk—1,k—1/ | be—1
T s vi
Vhe mod f g

Dostavame tak rovnost

T _ T
Vha mod £ = SF Vi

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampuv algoritmus

Tvrzeni (6.4)

Polynom h(x) stupné < k lezi ve W pravé kdyz
(S¢—1)-vp,=0, (6.2)

kde | znaci jednotkovou matici.

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Tvrzeni (6.4)

Polynom h(x) stupné < k lezi ve W pravé kdyz

(Sr—1)-vh=0, (6.2)

kde I znaci jednotkovou matici.

Poznamka

Vsimnéme si, ze x° mod f(x) = 1 a tedy prvni sloupec matice S¢
odpovida vektoru (1,0,...,0)7. Proto je prvni sloupec matice
S+ — I nulovy a vektory (a,0,...,0)7 jsou fesenim rovnice (6.2).
Tato feSeni budeme nazyvat trivialni, zbyla feSeni netrivialni.
Trivialni feSeni reflektuji fakt, ze konstantni polynomy lezi vzdy v
mnoziné W.

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Berlekampiiv algoritmus

Rozkladame bezétvercovy polynom f(x)

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

rl

mpiv algoritmus

Rozkladame bezétvercovy polynom f(x)

l

Gaussovou eliminaci fesime
homogenni soustavu S¢—1.
Nalezneme podprostor W.

Koneéna télesa rlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

rl

mpiv algoritmus

Rozkladame bezétvercovy polynom f(x)

l

Gaussovou eliminaci fesime
homogenni soustavu S¢—1.
Nalezneme podprostor W.

ldimW:l

f(x) je ireducibilni

Koneéna télesa rlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

rl

mpiv algoritmus

Rozkladame bezétvercovy polynom f(x)

l

Gaussovou eliminaci resime dimW > 1
homogenni soustavu Sy —/. ———————————3 Zvolime netrivialni FeSeni h(x) € W.
Nalezneme podprostor W.

ldimW:l

f(x) je ireducibilni

Koneéna télesa rlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Berlekampiiv algoritmus

Rozkladame bezétvercovy polynom f(x)

l

Gaussovou eliminaci resime dimW > 1
homogenni soustavu Sy —/. ———————————3 Zvolime netrivialni FeSeni h(x) € W.
Nalezneme podprostor W.

ldim w=1 Jv

.. . Najdeme netrivialni rozklad f(x) =
f(x) je ireducibilni Haqu NSD(f(x), h(x) — a)

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Berlekampiiv algoritmus

Rozkladame bezétvercovy polynom f(x) % = = = = = = = = = = = = = = = = — — - =~ — - — -~ —

l

Gaussovou eliminaci resime dimW > 1
homogenni soustavu Sy —/. ———————————3 Zvolime netrivialni FeSeni h(x) € W.
Nalezneme podprostor W.

ldim w=1 Jv

.. . Najdeme netrivialni rozklad f(x) =
f(x) je ireducibilni HaeJFq NSD(f(x), h(x) — a)

|

Dale rozkladame nekonstantni faktory
NSD(f(x), h(x) — a)
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Priklad

Hledame rozklad polynomu f(x) = x* 4+ 1 nad télesem Fs3.

>
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Priklad

Hledame rozklad polynomu f(x) = x* 4+ 1 nad télesem Fs3.

Spocteme f/(x) = 4x3 a NSD(f’(x), f(x)) = 1. Odtud odvodime, Ze
je polynom f(x) bez&tvercovy.

>
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Priklad

Hledame rozklad polynomu f(x) = x* 4+ 1 nad télesem Fs3.

Spocteme f/(x) = 4x3 a NSD(f’(x), f(x)) = 1. Odtud odvodime, Ze
je polynom f(x) bez&tvercovy.

Dale spocitame, ze

x% mod f(x) =1,
x3 mod f(x) = x5,
x% mod f(x) = 2x2,
x% mod f(x) = x.

>
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Priklad

Hledame rozklad polynomu f(x) = x* 4+ 1 nad télesem Fs3.

Spocteme f/(x) = 4x3 a NSD(f’(x), f(x)) = 1. Odtud odvodime, Ze
je polynom f(x) bez&tvercovy.

Dale spocitame, ze

x% mod f(x) =1,

x3 mod f(x) = x5,
x% mod f(x) = 2x2,

x% mod f(x) = x.

Odtud dostaneme, ze

1 0 0 0
0 0 0 1
=10 0 2 o0
0 1 0 O

>
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Priklad

Hledame rozklad polynomu f(x) = x* 4+ 1 nad télesem Fs3.

Gausovou eliminaci upravime matici S¢ — I:

Si—1=

o O oo
= ONO
o= OO
N OO
o O oo
(=Nl
O O+ O
oo oN

>
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Priklad

Hledame rozklad polynomu f(x) = x* 4+ 1 nad télesem Fs3.

Gausovou eliminaci upravime matici S¢ — I:

0 0 0 O 0 1 0 2
s, _g-]0 20 1] foo 10
fF="= 10 o0 1 0 0 0 0O
01 0 2 0 0 0 O

Odtud dostaneme W = ((1,0,0,0),(0,1,0,1)). To odpovida polyno-
mim hi(x) =1 a ha(x) = x3 + x.

>
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Priklad

Hledame rozklad polynomu f(x) = x* 4+ 1 nad télesem Fs3.

Gausovou eliminaci upravime matici S¢ — I:

0 0 0 O 0 1 0 2
s, _g-]0 20 1] foo 10
fF="= 10 o0 1 0 0 0 0O

01 0 2 0 0 0 O

Odtud dostaneme W = ((1,0,0,0),(0,1,0,1)). To odpovida polyno-
mim hi(x) =1 a ha(x) = x3 + x.

Spocteme
NSD(f(x), ha(x) — 0) = NSD(x* +1,x> + x) = 1,

NSD(f(x), ha(x) — 1) = NSD(x* + 1,x3 + x +2) = x> + 2x + 2,
NSD(f(x), h2(X) —2) = NSD(x* +1,x3 + x + 1) = x®> + x + 2,
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Priklad

Hledame rozklad polynomu f(x) = x* 4+ 1 nad télesem Fs3.

Gausovou eliminaci upravime matici S¢ — I:

0 0 0 O 0 1 0 2
s, _g-]0 20 1] foo 10
fF="= 10 o0 1 0 0 0 0O

01 0 2 0 0 0 O

Odtud dostaneme W = ((1,0,0,0),(0,1,0,1)). To odpovida polyno-
mim hi(x) =1 a ha(x) = x3 + x.

Spocteme

NSD(f(x), ha(x) — 0) = NSD(x* +1,x> + x) = 1,
NSD(f(x), ha(x) — 1) = NSD(x* + 1,x3 + x +2) = x> + 2x + 2,
NSD(f(x), h2(X) —2) = NSD(x* +1,x3 + x + 1) = x®> + x + 2,

Polynomy x2 + 2x + 2 a x? + x + 2 jsou nad Z3 ireducibilni (nemaji
koten). Hledany rozklad je tedy f(x) = (x? + 2x + 2)(x? + x + 2).
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Necht fi(x) a f2(x) jsou dva riizné ireducibilni faktory polynomu
f(x). Potom existuje i < n takové, ze fi(x) a fo(x) déli rizné cleny
rozkladu

f(x) = J] NSD(f(x), hi(x) — a).

ackq
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Tvrzeni (6.5)

Necht fi(x) a f2(x) jsou dva riizné ireducibilni faktory polynomu
f(x). Potom existuje i < n takové, ze fi(x) a fo(x) déli rizné cleny
rozkladu

f(x) = J] NSD(f(x), hi(x) — a).

ackq

Poznamenejme, ze polynom hj(x) z pfedchoziho tvrzeni je nutné
nekonstantni. Pokud totiz deg h;(x) = 0, tak plati, ze

fi(x) [ hi(x) —a < hi(x) = a,

pro vsechna j.

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

O

-
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Diikaz.

Bud' f(x) = fi(x) - fa(x) - - - fa(x) rozklad polynomu f(x) v soucin ireducibilnich
polynomi

O

-
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Diikaz.

Bud' f(x) = fi(x) - fa(x) - - - fa(x) rozklad polynomu f(x) v soucin ireducibilnich
polynomi.

Protoze fi(x) déli polynom f(x) plati, ze

fi(x) | NSD(f(x), hi(x) —a) <= fi(x) | hi(x) —a <= hi(x) mod fi(x) = a.

O

-
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Diikaz.

Bud' f(x) = fi(x) - fa(x) - - - fa(x) rozklad polynomu f(x) v soucin ireducibilnich
polynomi.

Protoze fi(x) déli polynom f(x) plati, ze
(x) | NSD(F(x), hi(x) — 3) <= £(x) | hi(x) — a <= hi(x) mod fi(x) = a.
Podle Tvrzeni 6.3 je zobrazeni ¢: W — Fg dané predpisem

h(x) = (h(x) mod fi(x), h(x) mod f2(x),. .., h(x)f(x))

izomorfismus vektorovych prostorti nad télesem Fy.

O

-
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Diikaz.

Bud' f(x) = fi(x) - fa(x) - - - fa(x) rozklad polynomu f(x) v soucin ireducibilnich
polynomi.

Protoze fi(x) déli polynom f(x) plati, ze
F(x) | NSD(F(x), hi(x) — 3) <= i(x) | hi(x) —a <= hi(x) mod f(x) = a.
Podle Tvrzeni 6.3 je zobrazeni ¢: W — Fg dané predpisem

h(x) = (h(x) mod fi(x), h(x) mod f2(x),. .., h(x)f(x))
izomorfismus vektorovych prostorti nad télesem Fy.
Obrazy ¢(h1(x)), p(h2(x)), - . ., #(hn(x)) tvofi bazi Fg a proto existuje i < n

takové, ze vektor obrazu ¢(h;(x)) ma rtizné prvni dvé slozky. Pro toto i pak

hi(x) mod f1(x) # hi(x) mod fa(x).

O

-
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Upraveny Berlekampiiv algoritmus

Rozkladame bezétvercovy polynom f(x)

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Upraveny Berlekampiiv algoritmus

Rozkladame bezétvercovy polynom f(x)

|

Gaussovou eliminaci resime homo-
genni soustavu S¢ — I. Najdeme bazi
hy(x), h2(x), . .., hp(x) prostoru W.
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Upraveny Berlekampiiv algoritmus

Rozkladame bezétvercovy polynom f(x)

|

Gaussovou eliminaci resime homo-
genni soustavu S¢ — I. Najdeme bazi
hy(x), h2(x), . .., hp(x) prostoru W.
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Upraveny Berlekampiiv algo

tmus

Rozkladame bezétvercovy polynom f(x)

|

Gaussovou eliminaci resime homo-
genni soustavu Sy — I. Najdeme bazi ———— Polozime j :=0, ny :=1 a g1,1 := f(x)
hy(x), h2(x), . .., hp(x) prostoru W.
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus

Upraveny Berlekampiiv algo

tmus

Rozkladame bezétvercovy polynom f(x)

|

Gaussovou eliminaci resime homo-
genni soustavu Sy — I. Najdeme bazi ———— Polozime j :=0, ny :=1 a g1,1 := f(x)
hy(x), h2(x), . .., hp(x) prostoru W.

j=j+1

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Upraveny Berlekampiiv algoritmus

Rozkladame bezétvercovy polynom f(x)

|

Gaussovou eliminaci resime homo-
genni soustavu Sy — I. Najdeme bazi ———— Polozime j :=0, ny :=1 a g1,1 := f(x)
hy(x), h2(x), . .., hp(x) prostoru W.

J=j+1 ¢

lJ'S"

F() = [T Taer, NSD(g,i(x), hy(x) — )

nj+1
=TI127" gjra,i(x)

Postupné zjemnujeme rozklad

f(X) - gl.l(X) - gz.l(x) . gz.z(X) . "gZ.ﬂZ(X) == gn.1(x) . gn.Z(X) e ‘g/7./7,,(><)-
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Upraveny Berlekampiiv algoritmus

Rozkladame bezétvercovy polynom f(x)

|

Gaussovou eliminaci resime homo-
genni soustavu Sy — I. Najdeme bazi ———— Polozime j :=0, ny :=1 a g1,1 := f(x)
hy(x), h2(x), . .., hp(x) prostoru W.

f(x) = gn,1(x) - - &n,nn (%) ¢ j=it1l%

lJ'S"

F() = [T Taer, NSD(g,i(x), hy(x) — )

nj+1
=TI127" gjra,i(x)

Postupné zjemnujeme rozklad
f(x) =g1,1(x) = g2,1(x) - g2,2(x) - - - gZ.ﬂz(X) = =gn1(x) gn2(x) - gnny(x).

Vzhledem k Tvrzeni 6.5 je n, = n a vysledny rozklad je na ireducibilni faktory.

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Priklad

Hledame rozklad polynomu f(x) = x& + x5 4+ x* 4+ x3 + 1 nad télesem F>.

-
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Priklad

Hledame rozklad polynomu f(x) = x& + x5 4+ x* 4+ x3 + 1 nad télesem F>.

Spocéteme f’(x) =3x2a NSD(f/(X), f(x)) = 1. Odtud odvodime, ze je polynom f(x)
bezctvercovy.

-
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Priklad

Hledame rozklad polynomu f(x) = x& + x5 4+ x* 4+ x3 + 1 nad télesem F>.

Spocéteme f’(x) =3x2a NSD(f/(X), f(x)) = 1. Odtud odvodime, ze je polynom f(x)
bezctvercovy.

Dale spocitame, ze

x- mod f(x) =1,

x2 mod f(x) = X2

x* mod f(x) = x*

x® mod f(x) = X8,
)

x*° mod f(x) — x5 +x4 +x3 +x2 +1,
x*2 mod f(x) =x"+x% + x5 +x* + X2

x™ mod f(x):x5+x4+x3+x+1

-
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Priklad

Hledame rozklad polynomu f(x) = x& + x5 4+ x* 4+ x3 + 1 nad télesem F>.

Odtud dostaneme, ze

[=NeNoNeNoNaNoN
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-

Koneéna télesa Berlekampiiv algoritmus



[
i
©
N £
T B
.w.ﬂ
o
X
o 2
- om
\®
23
9 a
v
= E
Vq
DX
2
IS}
N
v o
(salia]
-
© ©

o
&
x~
—
.
o

&
£
£
[0}
0
[
SO
=]
o
@
=
—
L
()
X
B
<
X
+
©
X
+
®
X
Il
—
X
N7
S~
=
S
o
=
>
[}
o
el
i
=)
N
o
s
[
£
AT
el
@
ag

Odtud dostaneme, ze
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Berlekampiiv algoritmus
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Priklad

Hledame rozklad polynomu f(x) = x& + x5 4+ x* 4+ x3 + 1 nad télesem F>.
Odtud dostaneme, ze
1 0 0 0O 1 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 O 1 1 O
s._|0 0 0o 0o 1 1 o0 1
f~]Jo o 1 0o 1 1 1 1
o0 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1 O
0 0 0 0 0 0 1 O
A proto
o 0 0 0 1 1 0 1 01 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1
01 1 0 0 1 1 O 0 0 0 1 1 1 0 1
s.4_l0 0 0o 1 1 1 0 1} jo o 0 0 1 1 0 1
f~~]o 0 1 0o 0 1 1 1 o0 0 0 0 0 1 0 1
o0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 1 1 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 O
o 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 O
Resenim je podprostor W = ((1,0,0,0,0,0,0,0),(0,1,1,0,0,1,1,1)).

-
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Priklad

Hledame rozklad polynomu f(x) = x& + x5 4+ x* 4+ x3 + 1 nad télesem F>.

Vektory baze odpovidaji polynomiim hy(x) = 1 a ha(x) = x7T +x% + x5 + x® + x.
Vidime, ze polynom f(x) se nad télesem F> rozklada v soucin dvou ireducibilnich
faktori.

-
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6.1 Bezctvercova faktorizace
6.2 Berlekampiiv algoritmus
Priklad

Hledame rozklad polynomu f(x) = x& + x5 4+ x* 4+ x3 + 1 nad télesem F>.

Vektory baze odpovidaji polynomiim hy(x) = 1 a ha(x) = x7T +x% + x5 + x® + x.
Vidime, ze polynom f(x) se nad télesem F> rozklada v soucin dvou ireducibilnich
faktori.

Spocteme
NSD(f(x), h2(x) — 0) = NSD(x® + x® + x* 4+ x> + 1, x7 +x® + x® + 5% +x) = x® +x® + x* + x + 1,
NSD(f(x), ha(x) — 1) = NSD(x® + x® + x* + x> + 1, x” +x® +x® +x® + x+1) = x> + x + 1.
Dostaneme rozklad

S O Sy S T (x5+xs+x4+x+1)(x2+x+1)

polynomu f(x) na ireducibilni faktory.

-
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