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M. Rokyta

1.

Pro a # 0 uvazujme funkci cosh ax na (—m, 7}, rozsitenou déle periodicky s periodou 27. Takto vytvofend
funkce je sudéd, spojita a po ¢astech hladka na R, je tedy rovna své Fourierové fadé ve vSech bodech z € R.
Speciélné je

ag «
cosh ax = 3 + E Q, COSNIT , pro v8echna z € (—m,7),
n=1

kde"

T H 2

sinhar 2«

an = — coshazcosnr = (-1)" ——— ———, n=20,1,2,...
T Jo ar  a+n

Pro z € (—m,m), a # 0 tedy plati

o0 a2
s1nh am
cosh ax = E ——— cosnz |,

specialné pro z = m, po upravé:2

= 2a?
tehar —1=Y ——— 0. 1
amcotgh am ;az-i-nz a# (1)

Vyraz vlevo mé limitu 0 pro a — 0, tomto smyslu tedy rovnost (1) plati pro vSechna reilna a.

2.
Ve vztahu (1) polozime ar = £, upravime
t er+e s el+41 2
tgh — = = = 1
coteh 5 ef —_e 5 et —1 et—1+
a dostaneme
t t 2t .
et—1+§_1:n§m’ tER(prot:()vesmysluhmlty) (2)

3.
Nasim dlouhodobym planem nyni bude rozvinout jak funkci 1 vlevo ve (2), tak funkci m Vpravo
za znamenim sumy ve (2) do piislusnych Taylorovych fad, dosadlt tyto rozvoje do (2) a porovnat koeficienty
u stejnych mocnin.

Zacneme funkci ﬁ Uvazujeme-li f(z) := =*5 jako funkci komplexni proménné, vidime, Ze ma odstra-
nitelnou singularitu v z = 0 a neodstranitelné singularty v bodech 2kni, k € Z\ {0}. Lze ji tedy rozvinout
do Taylorovy fady se stfedem v bodé nula, s kruhem konvergence o poloméru 27. Tedy existuji redlna

¢isla By, takova, ze plati

pro |t| < 2. (3)

IVypodet integralu pro a, lze snadno provést napiiklad uzitlm identity 4 cosh ax cosnz = (€2® + e~2%)(ei"® 4 ¢~ inT),

2Vztah (1) mimo jiné dava vzorec pro soulet fady >.°° ktery plat{ limitn& i pro pfipad o = 0, nebof, jak lze

2
e s 2
snadno ové&fit, hm0 macotghma—1 _ hra—1 =T
o—r

n= 1n2+a27
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Cisla By, definované vztahem (3) se nazyvaji Bernoulliho ¢isla®. Spoctéme je.
Pro viechna ¢t € R (v nule ve smyslu limity) mame

eb—1 1/xtk tk
t :i( H_l)zz(k+1)!’

k=0 k=0

el <°°Bktk> <°° tk )
- et 1 k ' (k+ 1)
t et -1 = k! = (k+1)!

pro |t| < 27 a uvniti tohoto kruhu lze uvedené (absolutné stejnomérné) konvergujici fady nasobit. Kdyz
tak uc¢inime a porovname koeficienty u stejnych mocnin, dostaneme:

tedy

1 = B
0 = —_ =1,2...
I;)k!(n—k+1)!’ n=n

Po vynésobeni ¢islem (n + 1)! Ize druhy ze vztahii psat 0 = S _o ("+") By, dostavame tedy nasledujict

rekurentni formuli pro Bernoulliho ¢isla:

n—1
1 n+1
By=1 By=——=Y Con=12....
0 ’ n+1 ( k >Bk " )
k=0
Odtud lze spocitat (pocital Maple), ze napiiklad:
1 1 1 1
By =1 B = —— By = — B; = By =—— By = Bg = — B, =
0 ) 1 9 2 6 ) 3 07 4 30 ) 5 07 6 42° 7 07
1 5 691 7
By = —— By =0, Biyg=— B11 =0, Bis=——+-— Bi3 =0, Byy=-— )
8 30 ) 9 ) 10 66 ) 11 ) 12 2730 ) 13 ) 14 6 ) ( )
3617 43867 174611
Bis5 =0, Big=——— B =0, Big=—— Bio=0. Boy=-—— "=
15 I 16 510 I 17 ) 18 798 ) 19 I 20 330 )

Nabizi se otdzka, zda neplati Baj11 = 0 pro vechna k € N. Odpovéd je kladnd, nebot ze vztahu (2) plyne,
ze funkce e%l + % —1 je sudd na R, ma tedy vSechny liché derivace v nule (které jsou az na ndsobek rovny
Bsj1+1) nulové. Je tedy

oo

t t Bk ok
—=1-= t t <2
et — 1 2+,;(2k)! ;o <2,
neboli porovnénim s (2)
>0 o0 .
Bag o, 2t
PR=S" 2 <on, 6
Z (2k)! Z 2 + An2n? |t < 2m (6)
k=1 n=1
kde Bernoulliho ¢&isla* B,, spliwji (4) resp. (5).
4. ,
Pokracujme v naSem planu a rozvinme funkci tziﬁ (pro pevné n) do Taylorovy fady se stiedem v

nule. K tomu si sta¢i v§imnout, ze tato funkce je souctem geometrické rady:

2 o) o]
i = T = 25) () =2 0 (o)

I+ (27rn k=0 k=1

3Vyraz k! ve jmenovateli koeficientli v rozvoji (3) je zvykem psét z historickych diivodii, pravddpodobn& na zakladd
et—1
t

analogie s Taylorovym rozvojem funkce . Poznamenejme, Ze existuje i jind definice Bernoulliho &isel, viz nésledujici
poznamka pod ¢arou.

4Jin4 definice Bernoulliho &isel bere v tivahu, %e B, jsou nulovi pro n > 1, n liché. Ozna&ime-li tato ,,jind“ Bernoulliho
¢isla napifklad B}, plati B*; = Bo = 1, By = |B1| = 1/2, B}, = |Ba2y|. Je tedy B}, > 0 pro vSechna n. Hovofi-li se o
Bernoulliho &islech, je vidy potfeba dat pozor na to, mé-li autor na mysli (v na§em oznateni) &isla By, ¢i Bj;.



Pro |t| < 27 je kvocient vyse uvedené geometrické fady v absolutni hodnoté mensi nez 1, a to pro libovolné
n € N, tedy lze pfedchozi rovnost dosadit do (6) a dostat

Z sz t2k ZZ 27”;2]: 2k’ |t|<27r. (7)

k= 1

5.

V dvojné fadé vpravo v (7) chceme zaménit potadi s¢itani, abychom mohli porovnat koeficienty u #2*. To
lze, pokud dvojné fada vpravo konverguje absolutné (zdmeéna potadi pii séiténi je prerovnéni fady). Je
v8ak (opét sec¢teme geometrickou fadu):

oo oo |t| 2k [e%s] 2t2
2 Z (271_”) = ngl m < 400 pro kazde |t| < 27.

Lze tedy vpravo v (7) zaménit potradi séitani, coz po upravé dava

[e.0] [e.0] [oe]

Bok o _ (_1)k ! 2k

> (gk)!t - Z 92k 1,2k Z n2k t jt] <2m,

k=1
odkud z jednoznac¢nosti Taylorova rozvoje plyne

o0 1Vk—1 92k—1
P ®)
ET 25!

C(2k) =

n=1

coz jsme chtéli spocitat.

6.
Ze vztahu (8) lze vypozorovat nasledujici:

e 7 definice Bernoulliho ¢isel plyne, ze B,, € Q pro vSechnan =0,1,2.... Tedy existuji r € Q takova,
7e ((2k) = rpm2*. Odsud plyne, Ze viechny hodnoty ((2k) jsou transcendentni. S vyuzitim (5) je
mozno spocist napiiklad

o) =
W = g
(6 = o

9415
C@®) = m”s
¢(10) = %1’28:10
((12) = 63852128757r12
¢(14) = 182432%57T14
¢(16) = 325%55%72%#
c18) = 3897933281513(1)125”18
CR0) = 5335046599062

e Protoze ((2k) > 0 pro viechna k € N, plyne z (8), ze |Bay,| = (—1)¥~! By, a tedy Bernoulliho ¢isla
se sudym indexem pravidelné stiidaji znaménka. (Tuto hypotézu jsme mohli vyslovit uz za vztahem

(5))-



