Poznamka k zavedeni exponencialy
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1 Uvod

Nasledujici fadky jsou predevsim urceny vysokoskolskym pedagogim—prednasejicim matematické
analyzy. Autor je sepsal v dobré vife, ze zkuSeny pedagog sam posoudi, nakolik se jimi necha ovliv-
nit pii koncipovani své prednasky. Autor zaroven spatiuje vyhodu predklddaného postupu v tom,
Ze umoznuje zavést redlnou exponencidlu rigorézné jiz velmi brzo v kurzu matematické analyzy.
Vyhodou je pak moznost pouzivat funkce ,exp“, ,log* (,ln“), ,obecnd mocnina“ apod. v ranych
cvicenich z MA ¢i pii ilustrovani zékladnich probiranych vlastnosti redlnych funkci. Tento text vznikl
pro tcely dvou autorem prednesenych prednések (viz Acknowledgement v zavéru pfispévku), a to
na zékladé konzultaci [1] a poznamek k pfednaskam [2]. Poté autor nalezl stejny ¢i velmi podobny
zpisob zavedeni exponencidly téz v uéebnim textu [4].

Pro piedkladany postup jsou kromé zékladnich vlastnosti redlngch éisel! nezbytné nasledujici zna-
losti:

1. Limita posloupnosti realnych ¢isel a jeji zakladni vlastnosti, zejména: nerovnosti mezi limitami;
monoténni a (z prislusné strany) omezend posloupnost ma vlastni limitu. Dale, pokud existuji
lima, = limb, =: A € R a navic existuje ng € N takové, Ze pro vSechna n € N, n > ng je
an < Cp < by, existuje i lime, a je rovna A.

2. Proa; >0,5=1,...,n,n €N, plati

orag...oap < | —mm (A-G nerovnost). (1)
n
3. Proz > —1 a n € N plati?
1+2)">1+nx (Bernoulliho nerovnost). (2)

2 Realna exponenciala

Tvrzeni nasledujiciho lemmatu lze mit pfedem pfipraveno, napiiklad jako cviceni v ramci studia
limit posloupnosti.

Lemma 2.1 Pro kaZdé z € R existuje vlastni lim (1 + %)n
n—oo

Diikaz. Uvazujme z € R pevné a oznaéme a,, := (1 + £)". Zvolme dale k € N, k > |z|. UkéZeme,
ze pro n > k je a, neklesajici a shora omezené posloupnost.

"Napiiklad je nutno si uvédomit, ze 0 < a < b implikuje a™ < b™ pro viechna p¥irozena n. Lze to zminit uz pii
studiu uspofadani realngch &isel resp. ,pfenasobeni nerovnosti kladnym &islem“: 0 < a < b = a? < ba < b? a dale
indukei. Zde budeme tento fakt vyuzivat jak pfi diikazu Lemmatu 2.1, tak v (6).

?Bernoulliho nerovnost ve skute¢nosti plati pro > —2 a n € N, viz napt. [3].



e Pro kazdé pfirozené n > k plati 1 + = > 0. Z (1) plyne pro tato n

n+1
1 T 1 n+1
<1+£)n.1§ M (14~ 7
n n+1 n+1

tedy a, < apy1 pro vsechna n > k.

e 7 Bernoulliho nerovnosti (2) a s ohledem na volbu (pevného) z € Ra k € N, k > |z|, dostaneme
pro vSechna pfirozena n:

x

-n T n nT T
1 7) :(1— ) >1- >1-250.
( +nk‘ nk+xz/ — nk+x — k>0

Odtud po umocnéni dostaneme (1 + %)_nk > (1 — %)k > 0, coz po upravé dava

(1+%>nkg (1—%)7k::0>0.

Tedy je anr < C pro pevné k € N, k > |z| a pro vSechna pfirozena n. To spolu s monotonii
posloupnosti a,, davé jeji omezenost.

O
Hlavnim vysledkem tohoto pfispévku je nasledujici véta.
Véta 2.2 Existuje jedind funkce exp : R — R splnujici
exp(z +y) = exp(z)-exp(y), (3)
exp(z) > 1l+x (4)

pro vSechna redlnd x,y.

Dikaz.
e Jednoznacnost. Predpokladejme, Ze funkce uvedenych vlastnosti existuje. Polozime-li x = y = 0
v (3), dostaneme exp(0) = (exp(0))?, tedy exp(0) je 0 nebo 1. Prvni moznost je viak ve sporu s (4),
a proto exp(0) = 1. S vyuzitim této znalosti déale z (3) dostaneme, Zze pro vSechna redlna x plati
exp(z) - exp(—z) = 1. Odtud jednak vidime, Ze exp # 0 na R, jednak

1

exp(—x) = op(@)’ z €R. (5)

Nyni pro pevné x € R volme k € N takové, ze k > |z|. Potom pro vSechna n > k méme postupné
podle (4) a (3):

0< <1—|—%)n < (exp %)n = exp (n %) = exp(z) . (6)

Odtud mimo jiné vidime, ze dokonce exp(x) > 0 pro = € R. Navic dosazenim (—z) za x v pfedeslém
vztahu dostaneme s vyuzitim (5):

0< (1 - %)n <exp(—x) = expl(m) , (7)




tedy celkové z (6), (7):

0< <1+£)n§exp(az)§ (1—E>7n, (8)
n n
neboli () .
exp(x
(1+3)" " (1-5)
Vyraz ve jmenovateli zlomku vpravo odhadneme pomoci Bernoulliho nerovnosti: 1 > (1 — ;”;—z)n >

1-— %2, tedy nhqrgo (1 — Z—;)n = 1. Z (9) pak plyne

lim _SPW@) (10)
P ()
odkud ihned dostaneme \n
exp(z) = nh—>ngo (1 + E) . (11)

Z predpokladu existence funkce exp danych vlastnosti jsme odvodili jeji vyjadfeni pomoci (11),
takova funkce tedy existuje nejvyse jedna. VSimnéte si, Ze jsme v této chvili nepotiebovali vyrok
o existenci limity vpravo v (11), tento fakt je disledkem (10) a pfedpokladu, Ze existuje funkce s
vlastnostmi (3)—(4).
e FEzistence. Lemma 2.1 ukazuje, Ze funkce definovana limitou (11) je dobfe definovana realna
funkce pro vSechna z € R. Definujme tedy
€T n
exp(x) := lim (1 + —) , reR, (12)
n—oo n

a ukazme, ze tato funkce spliuje (3)—(4).
Pfedevsim je pro kazdé pevné = € R a pro vSechna pfirozend n > |z|, podle (2),

(1+§)n21+$.
n

Limitni pfechod pro n — oo ukazuje, Ze vlastnost (4) je splnéna.
Budte nyni z,y € R libovolnd pevné zvolend redlna ¢isla a n > max(|z|, |y|). Pak podle A-G
nerovnosti (1) mame

(e ) () - (o)

Limitni pfechod pro n — oo pak da

exp(x) - exp(y) < exp(x +vy), z,y € R. (13)

Na druhou stranu, A-G nerovnost (1) davéa i (opét pro pevna x,y € R a dostateéné velka n € N),

n—1 x n n
-1 14+ Y
<1+x+y) (1+a:g/)§<n +z+y+ +n> _ <1+$+y+1’32/)
n—1 n n n n

- (Y

n n

odkud po n — oo dostaneme
exp(z +y) <exp(z)-exp(y),  z,y€R. (14)

Z nerovnosti (13), (14) plyne (3) a diukaz je dokoncen. O



Poznamka 2.3 Monotonii posloupnosti a, = (1 + £)" lze dokazat (ponékud pracnéji ovsem) i
bez vyuziti A-G nerovnosti. Podil a,41/a, upravime do tvaru ¢, (1 + b,)" a pouzijeme Bernoulliho
nerovnost. Podrobnosti ponechavame ¢tenari.

Poznamka 2.4 Zékladni vlastnosti funkce exp lze odvozovat postupné, napiiklad ve chvili, kdy
je definovana spojitost, lze ukazat jako priklad spojitost funkce exp, atd. Vlastnosti exponencialy
lze rovnéz zadavat jako cviceni s napovédou. Zkuseny c¢tenar sam jisté nahlédne, jakou konkrétni
védomost potfebuje k dikazu té které vlastnosti:

1.

. Plati tzv. zékladni limita pro exponencidlu: lim

exp(0) = 1; exp(xz) > 0, exp(—z) = 1/exp(x) pro vSechna x € R: dtikazy téchto tvrzeni lze
nalézt v dukazu predchozi véty.

Bylo-li jiz definovano (nebo chceme-li nyni definovat) ¢islo e jako lim, oo (1 4+ 1/n)", vyplyva
z (11) ihned, Ze exp(1) = e. Jinak definujeme e := exp(1).

. Proz € R, n € Nje exp(nz) = (exp(z))” (plyne ihned z (3)), exp(z/n) = (exp(z))"/™ (viz

rovnosti v (6)).

. exp je rostouci a tedy prosta na R: z (4) plyne, ze exp(z) > 1 pro x > 0. Tedy pro libovolna

redlnd = > y je exp(z —y) = exp(z)/ exp(y) > 1. Odtud exp(z) > exp(y), nebot exp je kladnéd
funkce.

lim exp(z) = 400 (plyne ihned z (4)); lim exp(z) = 0 (nebot (5) implikuje lim exp(z) =
T——00 T——00

T—+00

ligl_l exp(—z) = lirf 1/exp(x) = 0). Celkem tedy exp zobrazuje prosté R na (0, +00).

exp(z)—1 _ 4. A . -
e 1: podle (4) mame exp(z)

exp(—z) > 1 — 1z, a tedy pro = < 1 plati exp(z) < t-. Spolu s nerovnosti (4) mame tedy

1
1+x§exp($)§1 , prox <1,
-
odkud snadno odvodime
-1 1
1< exp(z) , pro z € (0,1).
T 1—=z
resp.
-1 1
> oP@) -1 : pro z < 0.

- x T 11—z
Limitnimi pfechody x — 0+ dostaneme pozadované tvrzeni.

Funkce exp je spojita v R:

)eXp(y—:v)—l(

- y—x)=0

lim (exp(y) — exp(z)) = lim exp(z

Yy—x

kde v limité zlomku vyuzivame jak zakladni limitu pro exponencialu, tak vétu o limité slozené
funkce (s vyuzitim prostoty vnitini funkce). Tedy plati lim exp(y) = exp(x), coz bylo dokézat.
y—w

. exp/(z) = exp(z) a tedy exp(™(z) = exp(z) pro viechna z € R an € N:

exp’(z) = lim exp(y) — exp() = exp(z) lim —eXp(y —o) -1

= exp(z),
y—a y—x y—u y—x

opét s vyuzitim zakladni limity pro exponencidlu a podle véty o limité slozené funkce.



Poznamka 2.5 Ve chvili, kdy jsou studenti obeznédmeni s absolutni konvergenci resp. nasobenim
fad, lze definovat

—, reR. (15)
n=0

(a) Standardné se ukaze, ze E(x) je korektné definované pro vSechna z € R a ze
E(x+y) = E(x) - E(y) pro vSechna z,y € R. (16)

(b) Pfimo z (15) plyne E(z) > 0 pro = > 0, dosazenim do (15) mame také ihned F(0) = 1. Podle
(16) mame tedy i E(—z) - E(x) = 1 odkud plyne E(—x) > 0 pro z > 0. Je tedy E(z) > 0 pro
vSechna realnd x. Nyni

e Prox=0je E(0)=1=1+0.
e Prox>0je E(z) —1—2=3:"0,% >0atedy E(z) >1+u.

e Proz > 0 mame rovnéz 1— E(z)(1—x) = 2%({— ;) +23(3— 3;)+- - > 0 odkud prenésobenim
e 1-

této nerovnosti hodnotou E(—z) dostaneme E(—z) > x prox > 0, coz je E(x) > 1+
pro z < 0. Celkem tedy
E(z)>1+4+x pro vsechna z € R. (17)
Z jednoznacnosti (viz Véta 2.2) tedy nutné plyne
o0 7'1 T\
Z——exp = lim (1—}——) , zeR. (18)
— | n—00 n

3 Exponenciala a binomicka (resp. multinomicka) véta

Je-li exponenciala definovana pomoci fady (15), hraje pfi dikazu soué¢tového vzorce (3) (resp. (16))
zasadni roli binomické formule. Konkrétné, pro pevné z, y € R dostaneme vynasobenim (absolutné
konvergentnich) fad

ew.ey:<ifl’:>.<no ) szl.n_ o (19)

n=0 n=0 k=0

=i0n

zatimco

Tty — i M . (20)

n!
n=0

Z binomické véty dostaneme pro ¢leny za znamenim sumy v (20)

(x —|—y Lok ot oyt
=0

¢mz je soudtovy vzorec e - e¥ = e®Y dokizan. Na cely postup lze vSak pohlizet také takto:
vychéazime-li z platnosti rovnosti e” - €Y = e*™¥, je rovnost obou krajnich ¢lent v (21) dikazem
binomické véty.



Na zékladé tohoto pfistupu neni tézké odvodit tzv. multinomickou vétu, neboli vzorec pro umocnéni

souctu k realnych cisel na n-tou, n € N. Vyjdeme pfitom ze vztahu

eTl . %2 ... oTh — @T1HT2t - Fwp , xj € R,

ktery plyne indukci z (3) (resp. (16)). Zatimco prava strana je rovna

o0

n
P R K Z (1 + 22+ +1p)
| )
=0 n:

dostaneme na levé strané nasobenim (rozmyslete si peclivé druhou z rovnosti)

a1 () (677

(o) n o n o0 n (o)
ol . o2 . Tk — Zﬁ . Ziz Zﬂc -y ¥ s S I T
n! n! n! ar!  as! o)

n=0 n=0 n=0 n=0 a1+-+ar=n

a;€NU{0}
Porovnanim (23) a (24) dostaneme

(1t aw) o,

(k1 + 2o+ -+ )" = Z ol ol afteak
aj+-Fap=n
a;€NU{0}
coz je hledané tvrzeni multinomické véty.
Cvi€eni 3.1 Ukazte s pouZitim (25), Ze
(x+y+2)? = 22 +9y*+2%4 22y + 202+ 2y2,
(x+y+2)?> = 22 4+93+ 224 32% + 3222 4 3y%x + 3y%2 + 3222 + 322y + 6zyz.
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