Laplaceova transformace. • Pro funkce z prostoru

L_+ = {f ∈ L^1_{loc}(R), supp f ⊂ ⟨0, +∞), ∃A ∃c_f ∃t_0 , |f(t)| ≤ Ae^{cf t} ∀t > t_0}

definujeme

F (p) ≡ Lf(p) :=

∫_∞ 0 f(t) e^{−pt} dt pro p ∈ C, Re p > c_f .

Laplaceova transformace funkcí z L_+ splňuje F ∈ H(Re p > c_f ), lim_{a→±∞} F (a + bi) = 0, lim_{b→+∞} F (a+bi) = 0. Ty z F , které mají v nekonečnu předepsané klesání, umíme i invertovat:

∃ c_f , A, R > 0 , F ∈ H(Re p > c_f ) , |F (p)| ≤^A_{|p|2} pro Re p > c_f , |p| > R } =⇒ ∃ f ∈ L_+ , F = Lf

a platí (L^{−1}F )(t) = 1 2πi ∫_{a+i∞}

a−i∞

F (p) e^{pt} dp .

Pokud navíc F je holomorfně rozšiřitelná na C \ {z_1, . . . , z_n}, tak, že pro a > c_f platí lim_{R→∞} max_{|p|=R,}

Re p<a

|F (p)| = 0 ,

tak (L^{−1}F )(t) = n∑ j=1 Res_{zj} F (p)e^{pt} .

Tentýž residuový vzoreček platí i pro F (p) = P (p)/Q(p), kde P, Q jsou polynomy, přičemž st(P ) < st(Q). • Pro distribuce z prostoru

L^′_+ = {T ∈ D^′(R) , supp T ⊂ ⟨0, +∞) , ∃σ_1 > 0 , e^{−σ1t}T ∈ S^′(R)}

definujeme LT (p) := T_t (e^{−pt}) pro p ∈ C, Re p > σ_1 .

Umíme přesně charakterizovat ty funkce, které jsou Laplaceovým obrazem distribucí z L^′_+:

∃ σ_0, c, α, R > 0 , F ∈ H(Re p > σ_0) , |F (p)| ≤ c|p|^α pro Re p > σ_0, |p| > R } ⇐⇒ ∃ T ∈ L^′_+ , F = LT .

Potom platí: (L^{−1}F )(t) = d^k dt^k

L^{−1} ( F (p) p^k ) (t) ,

kde k je voleno tak, aby F (p)/p^k bylo Laplaceovsky invertovatelné do prostoru funkcí L_+, a kde^{dk}_{dtk} je derivace ve smyslu distribucí. 1

2 • Některé Laplaceovy transformace: L(x^α) =

Γ(α + 1) p^{α+1} c_f = 0 α > −1

L(x^n) = n! p^{n+1} c_f = 0 n ∈ N

L(e^{αx}) = 1 p − α c_f = Re α α ∈ C

L(sin(αx)) = α p^2 + α^2 c_f = | Im α| α ∈ C

L(cos(αx)) = p p^2 + α^2 c_f = | Im α| α ∈ C

L(sinh(αx)) = α p^2 − α^2 c_f = Re α α ∈ C

L(cosh(αx)) = p p^2 − α^2 c_f = Re α α ∈ C

L(x^ne^{αx}) = n! (p − α)^{n+1} c_f = Re α α ∈ C, n ∈ N

L(x^n sin(αx)) = n!

Im (p + iα)^{n+1} (p^2 + α^2)^{n+1} c_f = | Im α| α ∈ C, n ∈ N

L(x^n cos(αx)) = n!

Re (p + iα)^{n+1} (p^2 + α^2)^{n+1} c_f = | Im α| α ∈ C, n ∈ N

L(e^{λx} sin(αx)) = α (p − λ)^2 + α^2 c_f = Re λ + | Im α| λ, α ∈ C

L(e^{λx} cos(αx)) = p − λ (p − λ)^2 + α^2 c_f = Re λ + | Im α| λ, α ∈ C

L(J_n(at)) = a^n √ p^2 + a^2(p + √ p^2 + a^2)^n a > 0, n ∈ N

L(δ^{(n)}) = p^n

• Laplace a derivace (první vzorec platí, pokud f, f^′, . . . , f^{(n)} ∈ L_+, a existují-li f(0+), . . . , f^{(n−1)}(0+), druhý pro f ∈ L^′_+):

Lf^{(n)} = p^nLf − p^{n−1}f(0+) − · · · − f^{(n−1)}(0+) , d^n dp^n

(Lf)(p) = L((−t)^nf) .

• Laplace a konvoluce: Pro T_1, T_2 ∈ L^′_+ definujeme (T_1 ⋆T_2)(φ) := T_2(T_1(φ(t_1 +t_2))) (kde distribuce T_i působí přes proměnnou t_i). Pak platí T_1 ⋆ T_2 ∈ L^′_+, a:

L(T_1 ⋆ T_2) = LT_1 · LT_2 .