Taháky z MA

Pou¿ití residuové vìty k výpoètùm

1. Integrály z racionální funkce sinu a cosinu pøes interval délky 2π P (z, w), Q(z, w) jsou polynomy ve dvou promìnných takové, ¿e Q(sin x, cos x) nemá ¿ádné koøeny pro x ∈ ⟨0, 2π⟩. Potom ∫_{2π} 0 P (sin x, cos x) Q(sin x, cos x) dx = 2π ∑ z_k ∈K1(0)

Res_{zk} ( 1 z · P (_1

2i (z −^1_z ),^1_2 (z +^1_z ) ) Q (_1

2i (z −^1_z ),^1_2 (z +^1_z ) ) ) , (1)

kde K_1(0) je otevøený jednotkový kruh. (Èesky: dosaïte do P a Q za sin x a cos x výrazy^1_{2i} (z − 1/z) a^1_2 (z + 1/z), vydìlte jeźtì jedním z, upravte a seètìte residua ve vźech singularitách vzniklého výrazu, které le¿í uvnitø jednotkového kruhu v komplexní rovinì. Tento souèet se vynásobí 2π a je zintegrováno.)

Pomocí (1) spoètìte následující pøíklady (goniometrické funkce s násobnými úhly je nejprve nutno vyjádøit pomocí jednoduchých úhlù, napøíklad cos(3x) = 4 cos^3 x − 3 cos x):

∫_{2 π} 0 cos x 5 + 4 cos x dx = − 1 3 π ∫_{2 π} 0 cos (3x) 5 + 4 cos x dx = − 1 12 π ∫_{2 π} 0 (1 + 2 cos x)^2 3 + 2 cos x dx = 8 5 √ 5 π − 2 π ∫_{2 π} 0 1 13 + 12 sin x dx = 2 5 π ∫_{2 π} 0 1 (5 − 3 sin x)^2 dx = 5 32 π ∫_π −π sin^2x 2 + cosx dx = −2 π √ 3 + 4 π

(Díky 2π-periodicitì sinù a kosinù je jedno pøes jaký interval délky 2π se integruje, tedy ∫_π −π = ∫_{2π} 0 .)

2. Integrály z funkcí od −∞ do +∞ Buï f ∈ H(C \ A), A := {z_1, . . . , z_n}. Nechż f nemá ¿ádné singularity na reálné ose, a nechż dále platí lim R→+∞ R · max_{γ+} R |f(z)| = 0 , (2)

kde γ^+_R := Re^{it}, t ∈ ⟨0, π⟩ (horní pùlkru¿nice o polomìru R). Polo¿me A^+ := {z_k ∈ A, ¿e Im(z_k) > 0}. Potom ∫_{+∞} −∞ f(x) dx = 2πi ∑ z_k ∈A+ Res_{zk} f(z) . (3)

Speciálnì pro f racionální, tj. f(z) = P (z)/Q(z), kde P (z) a Q(z) jsou polynomy, jsou pøedpoklady vìty splnìny, pokud Q nemá ¿ádné koøeny na reálné ose, a stupeò (Q) > stupeò (P ) + 1. Vyzbrojeni touto znalostí spoètìte: ∫_∞ −∞ x^2 (x^2 + 2 x + 2)^2 dx = π ∫_∞ −∞ 1 (1 + x^2)^3 dx = 3π 8 ∫_∞ −∞ 1 (x^2 − 4 x + 5)^2 dx = 1 2 π ∫_∞ −∞ x (1 + x^2) (x^2 + 2 x + 2) dx = − π 5 ∫_∞ −∞ 1 1 + x^6 dx = 2 3 π ∫_∞ −∞ 1 x^2 + x + 1 dx = 2 3 π √ 3 ∫_∞ −∞ 1 (1 + x^2)^2 (x^2 + 4) dx = 1 9 π ∫_∞ −∞ x^2 + x + 3 x^4 + x^2 + 1 dx = 4 3 π √ 3 ∫_∞ −∞ 1 (1 + x^2)^2 dx = 1 2 π ∫_∞ −∞ x^2 + x + 3 (x^4 + x^2 + 1)^2 dx = 13 18 π √ 3

3. Integrály z f(x) e^{iax} od −∞ do +∞ Buï f ∈ H(C \ A), A := {z_1, . . . , z_n}. Nechż f nemá ¿ádné singularity na reálné ose, a nechż dále platí lim R→+∞ max_{γ+} R |f(z)| = 0 , (4)

kde γ^+_R := Re^{it}, t ∈ ⟨0, π⟩ (horní pùlkru¿nice o polomìru R). Polo¿me A^+ := {z_k ∈ A, ¿e Im(z_k) > 0}. Potom pro a > 0 platí ∫_{+∞} −∞ f(x) e^{iax} dx = 2πi ∑ z_k∈A+ Res_{zk} ( f(z)e^{iaz} ) . (5)

Speciálnì pro f racionální, tj. f(z) = P (z)/Q(z), kde P (z) a Q(z) jsou polynomy, jsou pøedpoklady vìty splnìny, pokud Q nemá ¿ádné koøeny na reálné ose, a stupeò (Q) > stupeò (P ). Vźimnìte si rozdílu mezi (4) a (2): ono R chybìjící ve (4) zpùsobí, ¿e v pøípadì racionální f staèí, kdy¿ je stupeò jmenovatele pouze vìtźí ne¿ stupeò èitatele.

Pomocí (5) nyní spoètìte (pro integrály se sinem a kosinem pou¿ijte sin(ax) = Im(e^{iax}), cos(ax) = Re(e^{iax})): ∫_∞ −∞ cos(2πx) 1 + 3 x^2 dx = 1/3 π e^{−2/3 π √3} √ 3 ∫_∞ −∞ sin(x) 1 + 2 x + 5 x^2 dx = −1/2 π e^{−2/5} sin(1/5) ∫_∞ −∞ cos(π x) x^4 + 4 dx = −1/4 π e^{−π} ∫_∞ −∞ x sin(x) x^2 + 2 x + 10 dx = 1/3 π (3 cos(1) + sin(1)) e^3 ∫_∞ −∞ e^{2πi ξ x} 1 + x^2 dx = π e^{−2 π ξ} , ξ > 0 Poznámka: pozdìji uvidíme, ¿e integrál vlevo je zpìtná Fourierova transformace funkce^1_{x2+1} , a ¿e tedy residuové poèty velmi pomáhají Fourierovi ∫_∞ 0 x sin(a x) x^2 + b^2 dx = π 2 e^{−ab} , a > 0, b > 0. Návod: sudost funkce implikuje ∫_{+∞} 0 = 1 2 ∫_{+∞} −∞ 4. Dalźí integrály Residuová vìta umo¿òuje spoèíst mnoho dalźích integrálù, nejen integrály výźe uvedených (jednoduchých) typù. Jako pøíklad uká¿eme výpoèet ∫_{+∞} −∞ e^{xs} 1 + e^x dx = π sin(πs)

, s ∈ (0, 1). (6)

Postupujte podle tohoto návodu:

• Integrujte funkci f(z) =^{ezs}_{1+ez} pøes obvod obdélníku, jeho¿ základnou je interval ⟨−R, R⟩, a jeho¿ výźka je 2πi (horní dva vrcholy mají tedy souøadnice ±R + 2πi).

• Uvnitø obdélníka je jediná isolovaná singularita funkce f: v bodì πi, ve kterém platí Res_{πi}f(z) = −e^{πis}. • Uka¿te (odhadem integrálù v absolutní hodnotì), ¿e integrály pøes obì boèní stìny obdélníka jdou k nule, kdy¿ R → +∞ (zde bude hrát roli také hodnota parametru s).

• Po limitním pøechodu R → +∞ tedy zùstanou jen oba integrály pøes nekoneènì nata¿ené horní a dolní strany obdélníka, a výsledek køivkové integrace, známý z residuové vìty. Konkrétnì vyjde: ∫_{+∞} −∞ e^{xs} 1 + e^x dx − ∫_{+∞} −∞ e^{xs} e^{2πis} 1 + e^x dx = 2πi (−e^{πis}). Z poslednì uvedeného vztahu plyne (6). Spoètìte celý pøíklad peèlivì! M.Rokyta