Virtuální pøednáźka z MA, (ne)konaná dne 23.5.2001

(do stroje mluvil: M. Rokyta)

A. Hledání extrémù na kompaktu s nehladkou hranicí. K metodì Lagrangeových multiplikátorù je nutno dodat jednu dùle¿itou poznámku: vźimnìte si, ¿e ve vìtì, která se jimi zabývá, se jak o funkci f, tak o vazbì g pøedpokládá f, g ∈ C^1. To znamená, ¿e body, ve kterých jsou tyto vlastnosti poruźeny, naźe vìta þnevidíß a my je musíme zahrnout mezi þkandidáty na extrémß sami. Rozmyslete si (a pokud mo¿no i domyslete :-) tuto situaci: budeme-li mít za úkol nalézt globální extrémy jakékoli funkce f napøíklad na ètverci v R^2 , zahrneme do kandidátù na extrém tyto body:

1. stacionární body funkce f uvnitø ètverce,

2. ty body ètverce (uvnitø i na hranici), ve kterých f nemá diferenciál (þhrotyß f, zahrneme je na základì pøedchozí úvahy),

3. ètyøi vrcholy ètverce (také podle pøedchozí úvahy),

4. podezøelé body, které dostaneme studiem funkce f na 4 otevøených úseèkách, tvoøících obvod ètverce bez vrcholù | to jsou hladké èásti hranice hranice ètverce, a mù¿eme na nich pou¿ít napøíklad metodu Lagrangeových multiplikátorù.

Lépe vźe osvìtlí konkrétní pøíklad.

Pøíklad. Najdìme globální extrémy funkce dvou promìnných f(x, y) = x − y na mno¿inì M = {[x, y]; y ≤ 1, x^2 + y^2 ≤ 5}.

Øeźení. Mno¿ina M je kompaktní a f je na ní spojitá, globální extrémy tedy existují. Proto¿e je ve vźech bodech roviny ∇f = (1, −1), nemá f ¿ádné stacionární body, tedy je nemá ani uvnitø ètverce. Dále funkce f má vźude spojité první derivace, tedy má vźude diferenciál, proto ¿ádné body typu þ2)ß z výźe uvedeného seznamu nejsou. Zatím tedy nemáme ¿ádné kandidáty na extrém, a v této chvíli u¿ je jasné, ¿e oba globální extrémy budou le¿et na hranici M.

Pøejdìme tedy k mno¿inì. M je þuseknutý kruhß (nakreslete si obrázek), jeho hranice sestává z kruhového oblouku, úseèky a dvou bodù na jejich prùniku. Tyto dva body: [−2, 1], [2, 1] jsou typu þ3)ß z výźe uvedeného seznamu a jsou automaticky kandidáty na globální extrém. Zbývá vyźetøit obì zbylé èásti hranice.

Na horní èásti hranice M (otevøená úseèka mezi body [−2, 1] a [2, 1]) bychom obecnì mohli pou¿ít metodu Lagrangeových multiplikátorù (vyzkouźejte si), ale popis této hranice (y = 1) je tak jednoduchý, ¿e je rychlejźí ji rovnou dosadit do funkce f a zkoumat extrémy vzniklé funkce jedné promìnné: ~f(x) = f(x, 1) = x − 1 . Tato funkce má vźude nenulovou derivaci, a proto na úseèce mezi body [−2, 1] a [2, 1] není ¿ádný kandidát na extrém funkce f.

Zbývá poslední krok: vyźetøit f na otevøeném kruhovém oblouku. Lagrange se koneènì dostane ke slovu, hledáme x, y, λ, aby platilo:

1 − 2λx = 0 , −1 − 2λy = 0 , x^2 + y^2 = 5 .

Øeźení této soustavy ponechávám laskavému ètenáøi (který napøíklad vyjádøí z prvních dvou rovnic x a y a dosadí to do tøetí rovnice). Zjistíme, ¿e soustava má dvì øeźení: x =

p_{10}

2 , y = −

p_{10}

2 (pro λ =^1p_{10} ), a x = −

p_{10}

2 , y =

p_{10}

2 (pro λ = −^1p_{10} ).

Druhý z bodù ovźem nele¿í na naźem kruhovém oblouku (jeho y-ová souøadnice je vìtźí ne¿ 1), a mezi naźe kandidáty extrému tedy postoupil pouze bod [

p_{10} 2 , − p_{10}

2 ].

Tøi spoètené kandidátské body jsou jedinými body, ve kterých mù¿e f nabývat globálních extrémù. Staèí tedy spoèítat hodnoty f v tìchto bodech a porovnat je: f(−2, 1) = −3, f(2, −1) = 3, f(

p_{10} 2 , − p_{10}

2 ) = √ 10 ≈ 3.1622, a tedy globálního maxima se nabývá v bodì [

p_{10} 2 , − p_{10}

2 ], globálního minima v bodì [−2, 1]. Tím je úloha vyøeźena.

Poznámka. Nìkteré zvídavé jedince by samozøejmì mohlo jen tak pro poøádek zajímat, co se vlastnì dìje ve tøetím z nalezených bodù | neboż vìzte, ¿e tam mù¿e být jak nìjaký lokální extrémek, tak malé sedýlko, obojí ovźem vzhledem k hranici mno¿iny M. Toto by se muselo udìlat takto: druhý diferenciál funkce f by se zú¿il na hranici mno¿iny M a zjiźżovalo by se, jestli je vzhledem k této hranici pozitivnì nebo negativnì nebo in- de˛nitní. To by dalo odpovìï na onu doplòující otázku, která vźak pøesahuje rámec naźich po¿adavkù. Uvedl jsem to tady jen proto, ¿e nìkteøí z vás na podobný výpoèet mo¿ná narazili v Kopáèkových skriptech èi jinde, a mohli by se ptát, co se to tam vlastnì jeźtì poèítalo. Pokud takovéto doplòující poèty nìkoho zajímají, doporuèuju si je v Kopáèkových pøíkladových skriptech vyhledat.

Doporuèuju vźem: na webu je vystavená tzv. druhá písemka z kvìtna, její¿ druhý pøíklad je pøesnì typu, který jsme právì diskutovali. Podívejte se na nìj a spoètìte si jej. Výskyt pøíkladù tohoto typu (uøíznuté mno¿iny) u písemky je velmi pravdìpodobný.

B. Zajímavá souvislost s vlastními vektory a èísly symetrické matice. Vźechno, co následuje od této chvíle, ètete ji¿ mimo po¿adavky ke zkouźce. Následující pøíklad si vźak kvùli své zajímavosti trochu pozornosti zaslou¿í. Nejprve vźak jednu poznámku: budeme se v nìm zabývat obecným m-rozmìrným pøípadem s jednou vazbou. Pøesto¿e odpovídající vìtu nemáme dokázánu, po zkuźenostech s podobnou vìtou v R^2 není tì¿ké uvìøit, ¿e platí, a pro poøádek ji sem píźu:

Vìta 1 (Lagrangeovy multiplikátory pro více dimenzí a jednu vazbu)

Pøedpokládejme, ¿e f : R^m → R je funkce, g : R^m → R vazba, f , g ∈ C^1(G), G otevøená mno¿ina. Nechż

1. H = {x ∈ R^m ; g(x) = 0} ⊂ G;

2. ∇g(x) ≠ 0 na H (jinak øeèeno, parciální derivace g nejsou nikdy vźechny souèasnì nulové na H);

3. v bodì a ∈ H má f lokální extrém vzhledem k mno¿inì H.

Potom existuje èíslo λ ∈ R takové, ¿e v onom bodì a platí ∇f(a) − λ∇g(a) = 0 . Pøíklad. Najdìme globální extrémy reálné symetrické kvadratické formy na jednotkové sféøe v R^m .

Øeźení. Ka¿dá reálná symetrická kvadratická forma je dána reálnou symetrickou maticí A s prvky a_{ij} = a_{ji}. Funkce, její¿ extrémy hledáme, tedy vypadá takto: f(x) = m∑ i=1 m∑ j=1 a_{ij}x_ix_j = (A · x, x) .

| symbolem (y, x) oznaèujeme skalární souèin y a x. Jednotková sféra v R^m je popsána vztahem ∑_m i=1 x^2_i = 1, a tedy vazba je g(x) = m∑ i=1 x^2_i − 1 .

Obì funkce jsou dostateènì hladké a gradient g je na mno¿inì H (jednotková sféra, co¿ je kompakt) nenulový, tedy globální extrémy budou existovat, a to v nìkterém z bodù, které nám naservíruje pan Lagrange.

Podle Lagrange hledáme tedy bod (=vektor) x a èíslo λ, splòující ∂ ∂x_k f(x) − λ ∂ ∂x_k g(x) = 0 , pro vźechna k = 1, . . . , m , ‖x‖ = 1 . Parciální derivování podle x_k dá postupnì (symbolicky se tam na chvíli mihne pan Kronecker): ∂ ∂x_k m∑ i=1 m∑ j=1 a_{ij}x_ix_j − λ ∂ ∂x_k m∑ i=1 x^2_i = 0 , m∑ i=1 m∑ j=1 a_{ij} ( x_iδ_{jk} + x_jδ_{ik} ) − 2λx_k = 0 , m∑ i=1 a_{ik}x_i + m∑ j=1 a_{kj}x_j − 2λx_k = 0 .

Proto¿e A je symetrická matice, znamenají oba souèty vlevo toté¿, a sice k-tou slo¿ku vektoru A · x. Lze tedy poslední rovnici pøepsat do tvaru 2(A · x)_k = 2λx_k (pro vźechna k), neboli A · x = λx .

Vazba k tomu dodává, ¿e nás zajímají pouze taková øeźení x této rovnice, která mají jednotkovou délku.

Vidíme tedy toto: globální extrémy kvadratické formy se nabudou v tìch bodech x, které jsou vlastními vektory (jednotkové délky) matice A. Pøísluźný Lagrangeùv multiplikátor λ je pøitom vlastním èíslem matice A, které pøísluźí tomuto vektoru.

Na základì této informace mù¿eme dokonce spoèítat, jaká bude hodnota globálního maxima a minima, které hledáme: je-li x vlastní vektor A délky 1, máme: f(x) = (A · x, x) = (λx, x) = λ‖x‖^2 = λ . Nejvìtźí hodnotou, jakou mù¿e f nabýt, je tedy hodnota nejvìtźího vlastního èísla matice A, a tato hodnota se nabude v bodì, který le¿í na jednotkové sféøe ve smìru odpovídajícího vlastního vektoru. Podobnì pro globální minimum a nejmenźí vlastní èíslo A.

Docela hezká interpretace vlastních èísel a vektorù symetrické matice, ne?

A to je pro tento semestr vźe. Dìkuji za pozornost, kterou jste pøenáźkám z analýzy po celý rok vìnovali (opravdu mì to tìźilo). Pokud vás zajímá, co se bude brát ve druhém roèníku, podívejte se na webu do mých archivních sylabù pro druháky, které jsem uèil ve źkolním roce 1998-99. Náź sylabus pøíźtí rok bude velmi podobný.

Zdraví

M.Rokyta, dopsáno 23.5.2001 ve 14:30.