Písemka z MA è. II z kvìtna 2001 { zadání Pøíklad 1. Naleznìte vźechny lokální extrémy funkce tøí promìnných f(x, y, z) = e^{x2}�^{y+z} (5 − 2 x + y − z) a vyźetøete její chování ve vźech stacionárních bodech. Pøíklad 2. Naleznìte globální extrémy funkce f(x, y) = x^2 + 12xy + 2y^2 na mno¿inì M := {4x^2 + y^2 ≤ 25 ; x + y ≥ 1} .

Písemka z MA è. II z kvìtna 2001 { øeźení

Pøíklad 1. Naleznìte vźechny lokální extrémy funkce tøí promìnných

f(x, y, z) = e^{x2}�^{y+z} (5 − 2 x + y − z)

a vyźetøete její chování ve vźech stacionárních bodech. Øeźení: Spoèteme první parciální derivace podle vźech promìnných: ∂f ∂x = 2 x e^{x2}�^{y+z} (5 − 2 x + y − z) − 2 e^{x2}�^{y+z} , ∂f ∂y = −e^{x2}�^{y+z} (5 − 2 x + y − z) + e^{x2}�^{y+z} , ∂f ∂z = e^{x2}�^{y+z} (5 − 2 x + y − z) − e^{x2}�^{y+z} .

a spoèteme stacionární body (polo¿íme vźechny první parciální derivace rovny nule a vyøeźíme soustavu). Soustava má nekoneènì mnoho øeźení, která mù¿eme zapsat napøíklad ve tvaru x = 1 , y = z − 2 , z = z , tj. pro libovolné z ∈ R je bod o souøadnicích (1, z − 2, z) stacionárním. Budeme zjiźżovat, jak vypadají (pokud existují) druhé diferenciály v tìchto bodech. Za tím úèelem spoèteme vźechny druhé parciální derivace:

f_{xx} = 2 e^{x2}�^{y+z} (5 − 2 x + y − z) + 4 x^2e^{x2}�^{y+z} (5 − 2 x + y − z) − 8 xe^{x2}�^{y+z} , f_{xy} = −2 xe^{x2}�^{y+z} (5 − 2 x + y − z) + 2 xe^{x2}�^{y+z} + 2 e^{x2}�^{y+z} , f_{xz} = 2 xe^{x2}�^{y+z} (5 − 2 x + y − z) − 2 xe^{x2}�^{y+z} − 2 e^{x2}�^{y+z} , f_{yy} = e^{x2}�^{y+z} (5 − 2 x + y − z) − 2 e^{x2}�^{y+z} , f_{yz} = −e^{x2}�^{y+z} (5 − 2 x + y − z) + 2 e^{x2}�^{y+z} , f_{zz} = e^{x2}�^{y+z} (5 − 2 x + y − z) − 2 e^{x2}�^{y+z} .

Vidíme, ¿e vźechny druhé parciální derivace jsou spojité ve vźech bodech, tedy i v bodech stacionárních, a proto v nich existuje druhý totální diferenciál. Dosadíme do druhých derivací x = 1, y = z−2, z = z, a získáme tak matici druhých derivací (která reprezentuje druhý diferenciál). S pøekvapením zjistíme, ¿e ve vźech stacionárnch bodech má tato matice stejný tvar:

A =

0
@^{−2e3 2e3 −2e3}

2e^3 −e^3 e^3 −2e^3 e^3 −e^3

1
A_.

Spoèteme-li hodnoty vźech þúhlopøíènýchß subdeterminantù, dostáváme postupnì −2e^3, −2e^6, 0. Kritérium, zalo¿ené na poètu znaménkových zmìn, tedy nelze pou¿ít (existuje nìjaký nulový subdeterminant), pøesto vźak zápornost prvních dvou subdeterminantù vzbuzuje v nás podezøení, ¿e by mohlo jít o inde˛nitní matici (rozmyslete si: kdyby byl determinant celé matice nenulový libovolného znaménka, byla by v¿dy inde˛nitní). Jednou z mo¿ností, jak toto podezøení ovìøit, je nalézt dva vektory h_1 a h_2, takové, ¿e h^T_1 · A · h_1 > 0 a h^T_2 · A · h_2 < 0. Po chvíli experimentování (zaèneme vektory nejjednoduźźího tvaru a díváme se, co se dìje) zjistíme, ¿e napøíklad h_1 = (1, 1, 0)^T a h_2 = (1, 0, 0)^T splòují výźe naznaèené nerovnosti.

Závìr: Druhý diferenciál je ve vźech stacionárních bodech inde˛nitní kvadratickou formou, a proto vźechny stacionární body jsou sedlové body. Funkce nemá ¿ádný lokální extrém.

Pøíklad 2. Naleznìte globální extrémy funkce

f(x, y) = x^2 + 12xy + 2y^2 na mno¿inì M := {4x^2 + y^2 ≤ 25 ; x + y ≥ 1} .

Øeźení: Mno¿ina M je useknutý kus elipsy (kreslete si!), hranice M má tedy dva rohy (prùseèíky obou èástí hranice, tedy body splòující souèasnì 4x^2 + y^2 = 25 a x + y = 1), které mají souøadnice [−2, 3] a [12/5, −7/5] (vyøeźte si). To jsou první kandidáti na body, ve kterých mù¿e být lokální extrém.

Druhou skupinu kandidátù tvoøí stacionární body f le¿ící uvnitø M. Takové vźak ¿ádné neexistují (pøesvìète se o tom).

Poslední skupinu kandidátù tvoøí body le¿ící na hladkých èástech hranice. Na pøímce x + y = 1 nemusíme ani pou¿ít Lagrangeovy multiplikátory, mù¿eme pøímo dosadit do f za y výraz 1 − x, a tedy vyźetøovat na této èásti hranice funkci jedné promìnné g(x) := f(x, 1 − x) = −9x^2 + 8x − 24. Její stacionární bod je øeźením rovnice g0(x) = 0, tedy je to x = 4/9 a pak tedy y = 5/9, máme tedy bod [4/9, 5/9], nezapomeòte se pøesvìdèit, ¿e skuteènì le¿í na hranici mno¿iny M.

Koneènì nám zbývá ji¿ jen þkøiváß èást hranice, popsaná 4x^2 + y^2 = 25. Na ní pou¿ijeme Langangeovy multiplikátory, a dostáváme tuto soustavu pro neznámé x, y, λ: x + 6y − 4λx = 0 , 6x + 2y − λy = 0 , 4x^2 + y^2 = 25 ,

jejím¿ øeźením jsou body [−2, 3], [2, −3] (tato dvì øeźení odpovídají hodnotì λ = −2) a [3/2, 4], [−3/2, −4] (tato dvì øeźení odpovídají hodnotì λ = 17/4). Z nich vźak pouze bod [3/2, 4] le¿í na hranici M.

Celkem jsme tedy dostali 4 body, ve kterých mù¿e být globální extrém f. Spoèteme hodnoty f v nich:

f(−2, 3) = −50 , f(4/9, 5/9) = 34/9 , f(−12/5, −7/5) = −30 , f(3/2, 4) = 106, 25 .

Závìr: Globální maximum f na M hodnoty 106, 25 se nabývá v bodì [3/2, 4] a globální minimum f na M hodnoty −50 v bodì [−2, 3].