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1 Operatorova trivia

Co budeme povazovat za znamé:

e Vektorovy prostor X nad R nebo C (ale existuji i skaldry z Q). Tam, kde nebude dilezité, jestli jde o R
—_—
skalary
nebo o C, budeme nékdy pouzivat znadeni K (znamenajici tedy ,,bud R nebo C*). Kromé terminu ,vektorovy

prostor® (VP) se pouzivd i termin ,linedrni prostor* (LP), ptipadné ,linedrn{ vektorovy prostor* (LVP).
e Linedrné nezdvisld (LN) mnozina ve VP: M C X je LN, pokud a1z1 + -+ +apz, =0 = a1 =as =--- =
an = 0 pro vSechny mozné n-tice (z1,...x,) C M a vSechny skaldry a; € K.

Pozn.: I v pfipadé, Ze M je nekoneénd, uvazujeme pouze koneéné soucty (tj. vSechny mozné ,libovolné dlouhé,
ale kone¢né“ soucty). Je totiz potfeba si uvédomit, ze v obecném VP neni definovin pojem konvergence, a tedy

samotny pojem nekone¢ného souctu nema v obecném VP smysl.

,Konecné soucty patii do algebry, nekonecné do analyzy.
e Bdze X (X # 0, X # {0}):

1. Pokud existuje konecnd LN mnozina B v X takova, ze jeji linearni obal

n
Lin(B) == {Zajxj, zj € B,a; € K,n € N}

j=1
je roven X (fikdme, ze B generuje X), pak takovou mnozinu nazvu [fvektorovou] bdzi X. Jeji mohutnost
je pak urcena jednoznacné (lze ukédzat), tomuto ¢islu pak fkdme dimenze X: dim X = moh(B) € N.

2. Pokud Vn € N v X existuje LN mnozina o n prvcich, fikdme, ze dim X = co. V tomto piipadé je pojem
béze striktnéjsi: bazi X nad K je v tomto pripadé takova nekoneénd mnozina B, ktera splnuje:
(a) B je LN (ve smyslu vSech kone¢nych lin. kombinaci — viz vyse).
(b) Vz € X 3In(x) € N a odpovidajici konecny pocet prvki baze x1, ..., 7, ) a koeficientt a; € K, Ze

n(x)

xr = E ajxj.
Jj=1

Pozn.: I zde tedy jde principidlné o konecné soucty prvki, vybiranych z nekoneéné mnoZiny (pro rtznd x
mize jit o razné sady prvku baze). Této nekonecné bazi se fikd Hammelova bdze X nad K. Otdzka zni,
zda kazdy VP X (ktery neni konecné dimenze) mad Hammelovu bazi. Odpovéd ano je disledkem aziomu
vgbéru (kdo jej tedy neuznavd, pro néj by odpovéd byla ne).

Priklad| R nad R  md dimenzi 1: Vo € RIa =z € R, ze © = a - 1. Béze je tedy {1}.
7 —~

skalary

el

R™ nad R m4a dimenzi n.
\V/ ~—

P skalary

R nad @Q ma dimenzi oco: totiz kazdd koneCnd béze redlnych cisel generuje pomoci
~—~ ~—

vp skaldry

spocetné mnoziny koeficienti (Q) jen spoéetné mnoho prvki, a R je nespocetna.

Tim je vyfesen problém dimenze R nad Q. VsSimnéte si, Ze dimenzi oo lze urcit i bez znalosti
odpovédi na otazku existence baze, tj. bez nutnosti axiomu vybéru. Pokud vsak pfipustime axiom
vybéru, pak existuje Hammelova baze R nad Q, tj. 3B C R, ze B je LN ve smyslu vyse uvedené
definice a Vo € R 3n(z) € N 3b1,..., by € B g1, Gnw) € Q, Ze x = Z?fl) ¢;b;. Rozmyslete
si, ze B je nutné nespocetnd (jinak vygeneruji jen spofetné mnoho prvki).



Norma na LP: ||| : X = R, Ze [« +y[| < ||z +[lyl,
laz| = fa] - ||,
|z]| =0 <= z =0.

(X, I je potom normovany linedrni prostor (NLP). V ném lze definovat konvergenci:
Tn M> x < Ve>0 IngeN Vn>ng ||z —a,] <e
a lze tedy zavést i nekonecné soucty. Dale lze definovat cauchyovskost
{z,} cauchyovskd <= Ve>0 IngeN VYm,n>ng ||zm — x| <e
a uplnost X v norme:
(X, |II) je plny v normé ||-|| <= ({xn} cauchyovskd =— Jz € X z, — x) .

Je-li (X, |||]) dplny v normé ||-||, nazyva se Banachiv prostor (B-prostor).

Za zndmé déle povazujeme, Ze pokud dim X < oo, pak vSechny normy na ném jsou ekvivalentni. Normy |||/

a |||, nazveme ekvivalentni, pokud Jecq1,c2 > 0, ze ¢ ||z||; < [z, < ez, Vo € X.

Ekvivalentni normy zachovéivaji pojem konvergence (z, M T = 1z, M x) i cauchyovskosti, a tedy

i tplnosti. Speciélné, je-li konecnédimenziondlni prostor X tplny v ||-||, je Gplny i ve vSech jingch moznych
norméach na X.
To neplati v nekonecéné dimenzi, napt C([—1,1]) je tplny v maximové normé | f|| ., = maxj_ 1) |f(z)|, ale

neni Gplny v integralni normé | f||; = f_ll |f]. (arctg nz — Zsgnz v |-, )

Skaldrni soucin na LP: (-, ) : X XX -5 K (je-li X nad C, m4 tedy skaldrni souéin komplexn{ hodnoty), je

takové zobrazeni, ze Vx,y, z € X plati:

($7y) = (Zhw )
(z+y,2) = (z.2) + (v,2),
(m,x) > 0, pricemz (m,x) =0 < =0,

(aw,y) =« (w, y) Va € K.

Prostor (X , (-, )) obdafeny skalarnim soucinem se zve LP se skalarnim soucinem, nékdy téz unitarni prostor.

Snadno lze ukézat, ze vyraz ||z| = (m, £C> mé vSechny vlastnosti normy, a tedy:

X je unitdrni = X je NLP (v tzv. ,normé generované skaldrnim soucinem*)

Pokud je X dplng v normé generované skaldrnim soucinem, ¥ik& se mu Hilbertiv prostor (H-prostor), tedy:

X Hilbertuiv = X Banachuv

Na libovolném unitarnim prostoru plati Cauchy-Schwarzova nerovnost:

vo,ye Xt [(@y)l <zl llyll,  kde Jlzll = /(2 ).

X unitérni, fekneme, ze z,y € X\{0} jsou kolmé v X (v odpovidajicim sk. sou¢inu), pokud (x,y) = 0.

Znacime x L y.



Priklad | L2, L2, £y, W'2, W2 WE?2 jsou Hilbertovy.

C([a,b]), LP pro p # 2 jsou Banachovy a nejsou Hilbertovy.

Existence normy (sk. soudinu, piip. metriky) definuje na LP tzv. geometrické vlastnosti
(vzdélenost, konvergence, pro sk. soucin i kolmost).
Nyni pfipomeneme rtzné pojmy a vlastnosti souvisejici se zobrazenimi na vektorovych prostorech.
1. Budte X,Y LP (tj. nepotfebuji geometrii).
e operdtor: T : X =Y
o funkciondl: T : X - K
Kazdy funkciondl je i operdtor. Budeme tedy BUNO definovat dalsi vlastnosti pro operétory.
2. Budte X,Y LP. Operator T : X — Y je
o linedrni: T'(ax + by) = aT'(z) + bT(y) Va,y € X Va,b e K
e nelinedrni: neni linearni
Pozn.: z linearity T plyne, ze T'(0) = 0 (volte a = b =0).
3. X, Y NLP (tady uz kromé linearity prostort potfebuji mit i normu), T': X — Y linedrni je

e omezeny: YK >0 3C >0 |z||y < K = ||Tz|y < C (zobrazuji se ,omezené mnoziny na omezené
mnoziny*),
ekvivalentné 3C >0 Vee X ||Tz|, < C |z .
e neomezeny: neni omezeny, tj. 3K >0 VC >0 JzceX |zc|| < KA ||Tz|| > C
4. Budte X, Y NLP, T: X —Y je
o spojity: x, - x — Tz, — Tz (tzv. ,Heineova definice®)
e nespojity: neni spojity
Déle jiz budeme uvazovat pouze Banachovy (pfipadné Hilbertovy) prostory, tj. vZdy budeme mit tplnost.

Definice 1.1 (Norma operdtoru) Méjme linedrn{ operdtor T : X — Y. Definujeme ¢islo

HTHz(X,Y) = sup [Tz .
Hx‘lel

Toto ¢islo muze vyjit i nekonecno (napf. pro néjaky neomezeny operator). Pro lin. operdtor v8ak vidime:

40 = HT(“T)

e <NTll e (xy) (IT|I je supremem takovych)
x| 5 :

Y
[Ty < ||TH$(X,Y) ]

Plati i pro | T|| = oo, Y& # 0. Pokud ||T|| < oo, pak obé strany jsou kone¢né a nerovnost plati Vo € X (tj. véetné
z=0).

Poznamka pfipustili jsme || T'|| = oo, abychom méli tuto ekvivalenci:



Lemma 1.2 (O charakterizaci omezenosti) Pro lin. operatory méame:
T omezeny < ||T|| < o0

a v tom piipadé m4 || T'|| vlastnosti normy (ovéite sami).
Diikaz. Implikace ,=“: T omezeny: (volK =1: 3CV|z|| <1 ||Tz|| < C) = ||T| < C.
Implikace ,, < |T|| < oco: |Tz|| < |T| - ||lz|| Vz € X, tj. ||z]| < K = ||Tz|| < K||T]. O

Lemma 1.3 (O ekvivalenci spojitosti a omezenosti operdtoru) Necht jsou X, Y Banachovy. Pokud je T : X — Y

linedrni operator, pak
1) (2) (3)
T omezeny <= T spojity <= ||T| < oo.

Diikaz. Ekvivalenci (1) a (3) uz jsme dokazali. Ukdzeme:

(1) = (2): Je-li T omezeny, pak 3C > 0, |T(z, — 2)| < C||z, — z|. Z linearity T pak plyne ||Tz, — Tz| <
C'||z, — z||. Pokud nyni x,, — x, pak odsud mdme Tz, — Tz a tedy T je spojity.

(2) = (1): Ze spojitosti plyne mj., ze pokud z, — 0, pak T'z,, — 0. Proto Ve (napi. pro pevné zvolené ¢ = 1)
35 > 0, Ze ||zp|| < 6 = || Tay| < e=1.Budnyni |z < K, pak | £6]| <6 = || Z26]| <1 = |Tz| < E=C. O
Definice 1.4 (Prostor omezenych linedrnich operatorti)

Z(X,Y)={T: X =Y, X,Y NLP, T linedrn{ omezeny}.

Lze ukdzat, ze £(X,Y) sdm o sobé je NLP s normou ||~||$(X ) definovanou pomoci Navic, pokud Y je
Banachtv, pak i Z(X,Y) je tplny v normé ||-||$(X yy» a tedy Banachtv. Specidlné prostory operatoru £ (X, R),
Z(X,C) jsou vzdy Banachovy.

Dalsi pouzivané znaceni:

Z'(X) = ZL(X.K),
Z(X) = 2(X, X).

Véta 1.5 (Vliv koneéné a nekoneéné dimenze) Bud T : X — Y, X,Y Banachovy, T linedrné, dim X = n € N.
Potom T je omezeny, a tedy i spojity.

Diikaz. Zvolme pevné bazi {z;}7_; v prostoru X. Potom

n n
reX — x:Zajxj, = Tx:Zaijj
j=1

j=1

n n
1Tz < 3 lay| 1Ta;| < max [T - 37 Jog| = elally < lal
j=1 —  — j=1

(&
kde |lall; = >_ |a;] je tzv. Manhattanskd norma, jedna z moznych norem X, a posledni nerovnost plyne z ekvivalence
vSech norem pro dim X < oo. O

Poznamka V konecné dimenzi jsou tedy vSechny linedrni operdtory uz spojité. Prirozena otézka: plati to i pro
dim X = o0? Ne: X, Y NLP, dim X = oo, pak 3T : X — Y linedrni a neomezeny. (V pfipadé X,Y Banachovy tedy
i nespojity).



Priklad| X = C!([a,b]) s normou || f|| = sup|f(z)|. (V této normé neni X tplny, proc?)
[a,b]

Y = C([a, b]) s toutéz normou. (V ni je Y Banachtv, proc?)

Bud nyni f,(z) =sinnz, f, € X, [|fn] =1 fl(x) =ncosnz, f, €Y, |fl|l=n.

Omezend mnozina se zobrazila na neomezenou = operator derivace je neomezeny.

Nech dim X = oo, Y Banachtv. Vezméte {x1, xa, ... } LN spocetné nekone¢nou mnozinu nenulovych
prvki v X. BUNO |jz;|| = 1 (Jinak misto nich vezmeme ”i—j”)
Kazdou LN mnozinu lze podle tzv. Zornova lemmatu (je ekvivalentni s axiomem vybéru) doplnit
na bézi LP. Dopliime ji tedy prvky {z4}aca, A je tzv. indexovd mnoZina.
Potom dle vlastnosti baze B := {x; };’il U{2a}aca plati Vo € X In(x), m(z) € N Ja;, b; skalary,

ze
n(x) m(z)
T = Z a;T; + by 2k
j=1 k=1
n(z) m(z)
Definujeme Tz := Z a;Tx; + Z b Tz, pro takové x € X.
j=1 k=1

Tim je definovadn T na celém X, pokud definujeme T'z; a T'z,. Definujeme je takto:

Tz;=j VjeN
Tzo =0 Vz,, € A

Potom T je linedrni na X (ovéite), pricemz ||z, | = 1, ale |Tz,|| =n Vz,.



2 Zaklady spektralni analyzy

2.1 Motivace: feseni jedné ODR

Priklad | Uvazujme obycejnou diferencialni rovnici s pocatecni podminkou:

y'+y=f(z) na(0,a)proa >0,

kde f € C([0,a]).

Resen{ této tlohy pro f = 0 je yg = cos z, jak snadno zjistime napiiklad metodou charakteristického polynomu.
Pro nalezen{ jednoho (partikuldrniho) feSeni rovnice s pravou stranou f(z) miizeme pouzit napf. metodu variace
konstant. Z tvaru

yp = c1(z) cosz + co(x) sinz (2.2)

dostaneme rovnice pro ¢1(z), ca(x)

¢y cosx + chsinz =0

(2.3)
—csinz + cycosx = f(x),
odkud plyne
¢y = —fsinz,
1=-7 (2.4)
cy = fcos.
Tedy funkce ¢1(z) = — [ f(t)sint dt, co(x) = [ f(t) cost dt Fesi rovnice 1)
0 0
Dostavame
yp = —cosx/f(t) sint dt —|—sinm/f(t) cost dt = /f(t) (sinzcost —cosxsint) dt = /f(t) sin(z —t) dt, (2.5)
0 0 0 0
tedy celkové
y(z) =yg +yp = cosz + /f(t) sin (z — ¢) dt. (2.6)
0

Dosazenim se lze presvéddéit, ze funkce y(z) dand predpisem (2.6) je FeSenim tlohy ([2.1)).

Poznamka Pti dosazeni (2.6) do (2.1) se muze hodit nésledujici lemma, které umoziuje derivovani integralu jak

podle parametru, tak podle mezi.

Lemma 2.1 (O derivovani integralu dle parametru a mezi) Budte a,b € C((c, 8)), a((a, B)) C (A, B),
b((a, B)) C (A, B), g € Ct((a, B) x (A, B)). Necht jsou dale funkce a, b, g, % omezené na svych defini¢nich oborech.
Pak

b(x) b(x)
% / g(x,t) dt = / g—z (x,t) dt + g (b(x)) V' (x) — g (a(x)) a’(x) pro kazdé = € (, 3) . (2.7)
a(z) a(z)

1Pozn: Mohli jsme samoziejmé zvolit pro c1 resp. cg i jiné z primitivnich funkci k —f(x) sinz resp. f(z)cosz (lisicich se vsak jen o

konstantu). Tato volba vSak zaruéi, Ze y, spliiuje pocdte¢ni podminky.



Diikaz. Protoze g je spojité ve druhé proménné, existuje G' € C1((a, B) x (4, B)) takovd, ze

oG
n (x,t) = g(x,t), (x,t) € (a,) x (A, B). (2.8)
Podle Newtonovy-Leibnizovy formule 1ze psat
b(x) d
[ otant) dt = Glasbta) - Gloat@) /5
a(x)
d b(x) d
- - — — 2.9
& [ swbdi= 5 (Gb) - G a@) (29)
a(x)

oG , oG /
= O (z,b(x)) — Oz (z,a(x)) + ot (z,b(x)) b (x) — ot (z,a(x))a' (),
N————

derivace pouze dle 1. proménné dle (2.8)) dle (2.8))

pri¢emz v posledni rovnosti prvni dva ¢leny jsou derivaci pouze podle 1. proménné, tieti ¢len je g(x,b(z)) a ¢tvrty

g(z,a(x)) dle (2.3).

Drukaz se dokon¢i tim, Ze se ovéri rovnost

oG oG [y
& (r,0)~ o () _/% (2,1) dt. (2.10)
d

Skutecéné, je-li G(x,t) primitivni ke g(x,t) v proménné ¢, je % (z,t) primitivn{ ke % (z,t) v proménné t za

uvedenych predpokladi. Podrobnosti prenechdvame ¢tenari jako jednoduché cviceni. O

Uvazme nyni modifiaci tlohy (2.1)):

y"(z) + y(z) = f(z)y(xz) na (0,a) pro a >0,
y(0)
y'(0)

Na pravé strané rovnice mame tedy ve zdvojeném clenu jakousi ,zpétnou vazbu“. Pouze na zakladé analogie s prvni

Il
o

(2.11)

tlohou si troufneme vyslovit nasledujici tvrzeni:

Pokud existuje funkce y € C ([0, a]), ktera spliluje vztah
y(x) = cosx + /f(t) sin(z — t)y(¢t) dt, (2.12)
0

pak je tato funkce uz také prvkem C! ([0, a]) a fes{ ilohu (2.11]).
Tohle tvrzeni ovéfime vyuzitim lemmatu (2.1). Pfedevsim plati, ze pokud je y € C ([0, al), je integrand v rovnici
(2.12) spojity, tedy je y € C1([0,a]) a mame
y'(z) = —sinx + / f(t)cos(z — t)y(t) dt + 0, (2.13)
0
odkud stejnou tivahou mame y'(z) € C([0,a]), tedy y € C*([0,4d]), a

y"(z) = —cosx — /f(x) sin(z — t)y(t) dt + f(z)y(z). (2.14)
0

Z poslednich ti{ vztahtt dostaneme y” + y = f(z)y(z), stejné jako y(0) =1, ¢’ (0) = 0.



Overili jsme tedy, ze

Pokud existuje y € C([0, a]) takovd, Ze plati (2.12)), je tato funkce kanonickym FeSenim tlohy (2.11)). ‘

Zatim jsme tlohu ([2.11)) nevyfesili, pouze jsme ji preformulovali. UkéZeme vsak, Ze vhodnym pohledem na toto
preformulovani budeme schopni otdzku existence (i jednoznaé¢nosti) FeSeni zodpovédét.

Rozepisme jesté jednou
x

y(x) = cosz +/sin(x —t)f(t)y(t) dt (2.15)
=) b

a ozna¢me K (z,t) = sin(z — t) f(t) jako tzv. integra¢ni faktor, tedy
) = u(o) + [ K(n.0le) dt (2.16)
0

coz je preformulovéni ulohy (2.11) na obecnéjsi integralni rovnici (v matematické literatufe znamou jako Volterrovu
rovnici druhého druhu).
Nyni vSak prejdeme k jesté obecnéjsi formulaci. Oznacime

xT

Ty(z) = /OZ K(z,t)y(t) dt = /sin(;v —t)f()y(t) dt. (2.17)

0

Zobrazeni T : C ([0,a]) — C ([0, a]) je (evidentné) linedrni operator. Problém hledani feseni (2.11)), resp. (2.16)) pak
lze chapat jako hledani feseni operatorové rovnice

y=u+Ty (2.18)
na Banachové prostoru C([0, a]). Tuto rovnici lze také psat ve tvaru
Id—T)y =u, (2.19)

kde Id je identicky operédtor na C([0, a]). Pokud bychom ukdzali existenci ,inverznfho operatoru k Id — T*, mohli
bychom psat
y=(Id—T) 'u (2.20)

a tim vyTesili zadanou tlohu.

Formulace problému ve tvaru rovnice (2.20) nés privadi k témto otazkam:

e Jaké jsou vlastnosti operatoru T z ?

e Za jakych podminek existuje operdtor inverzni k Id — T a jaké ma vlastnosti?
e Je y zavedené pomoci rovnice skutecné fesenim nasi tlohy?

Nejprve odpovime na prvni otdzku. Operdtor T je linedrni a omezeny, je tedy spojity na prostoru C([0,al), tedy
T € 2(C([0,a])).

Pfipomeiime standartné pouzivanou normu na C([0, a]): ||yll¢(j0,) = suply(z)] (=vlls)-
’ 0,a]

Diikaz. Linearita je zfejma, pro omezenost uré¢ime nejprve

xT

[sinte ~ 011(0te) at| < sup | 1101t < all sl ol (2.21)
0

z€[0,a
0

I Ty[loc = sup
z€/0,a]
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kde |[fllo = max|f(z)] a |yl = I[%aﬁily(ff)\- Protoze

0,0]
1T seon = 500 [Tylle < sup allflle e < allflle < oo, (2.22)
llylloo <1 lyllo <1
tedy T je omezeny operator (pokud je interval [0, a] omezeny) . O

Pro odpovéd na dalsi otazky mame prichystanou nasledujici vétu. Vsimnéme si, ze jeji velka abstrakce je pouze
zdéanliva. V podstaté jde o popis nasi tlohy v operatorové verzi.

Véta 2.2 (O von Neumannové fadé operatoru) Bud X Banachiv prostor, T € £(X). Definujme T° = Id,

Ty = T(T7y) tzw. iterovang operdtor. Ddle necht je splnéna alespori jedna z ndsledujicich tii podminek:
a) [T zx) <1,

b) ZO 1T 2(x) < o0,
J:

o0

c) > ||ij\|X <oo VyeX.

j=0
Potom
1. Yu € X existuje jediné y € X takové, ze (Id —T)y = u.

2. Definujeme-li zobrazeni ,u s y“ z predchoziho bodu a oznacime-li jej (Id — T)™', plati:

(Id—T) *(Id—T) = (Id - T)(Id - T)™" = Id, (2.23)
(Id—T)™! = iTj, (2.24)
j=0

o0 n
kde sumu sumu Y, chdpeme jako lim Y wve smyslu konvergence v £ (X).

Poznamka
1. Radé (2.24) se iikd von Neumannova fada operatoru T

2. V nésledujicim ukézeme fetézec podminek (a)=-(b)=(c).

Plati ||T?y[|x = [|IT(Ty)l|x <[IT|l«(X)ITyllx <|T(% ) 1yllx, odkud [|T?|| = ” SHup<1\|T2y|\x <||T|]* a
Yllx >
indukei snadno

||Tj||.2’(X) < ||T‘|fg(x)- (2.25)

Pokud tedy plati (a), je 327, || T < S I < 32520 [IT|P < oo a limitni prechod n — oo vlevo déva (b).
Pokud plati (b), je 37_o [[T7y]| < [lyll 27— 1T 1] < [lyll 3252 [IT7]] < o0, odkud (c).

Skuteéné tedy (a)=>(b)=>(c) a bude stacit ukazat, e podminka (c) implikuje tvrzeni véty. [’

Jesté nez vétu dokdzeme, presvédéme se, ze operator T definovany v , splnuje jeji predpoklady: C je
Banachtv prostor a T' € Z(C([0,a])). V jsme navic ukazali, Ze ||T||¢ < a||f] -

Odtud ihned dostavame, ze pro kazdé f € C(]|0,b]) existuje takové a € (0,b), ze ||T|| < 1. Z tvrzeni véty
pak dostaneme ,existenci a jednoznacnost“ feSeni tlohy , tedy i na prislusném zkrdceném intervalu
[0,a] tak, aby a| f||., < 1. Toto je typicky piedstavitel tzv. vét o ,lokalni“ existenci feseni diferencilni rovnice.

Nevyhoda tohoto tvrzeni spoc¢iva v tom, Ze tento interval existence reseni zavisi na velikosti pravé strany f.

2Jsme viak vdécéni za to, Ze mame t¥i riizné podminky: réizné operatory mohou spliiovat (a), (b), nebo (c), viz déle.
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Toto pozorovani ndm zaroven bude slouzit i jako pouceni. Ukazeme nyni, ze T spliiuje podminku (b) bez

jakychkoli pozadavkl na velikost a. Staci nerovnosti zavést jemnéji. Je

Ty ()| S/\f(t)lly(t)l dt <z || flloo 9]l »
0

kde || fll,. = 1[18a>]<|f(t)\ allyll, = I[I(}a)](|y(t)|. Vsimnéme si, ze zatim nehleddme sup . Déle
e » @ z€[0,a)

x

Y 2
@) < [1FOITo]ar< 1R Il [t =21 ol
0

0

odkud dostaneme indukci ]
) 2 )
Ty ()| < il 111 1191l -

A7 nyni nalezneme supremum pres x a dostaneme

. J .
1779l < =5 171 Il
a tedy |
. . J .
|79 = sup [ T7y] < S IFI% -
lyllo <1 J:
Odtud

OO B
ST < expla|fll) < oo
7=0

Podminka (b) je tedy splnéna a my jsme dospéli k zavéru, ze pokud dokdzeme Vétu ukazali jsme zaroven
existenci a jednoznac¢nost (klasického) feseni tlohy (2.11)) pro libovolny (ale omezeny) interval [0, a], a pro libovolnou

feC(0,al).

Diikaz Véty[2.3 Podle bodu 2 predchozi poznamky staci ukdzat, ze tvrzeni véty plyne z predpokladu (c).

Definujme nésledujici posloupnost prvki y, € X (tzv. ,itera¢ni proces*)

yo € X libovolny
Ynt1 =u+ Ty,.
Méame
y1 =u+Tyo
y2 = u+ Ty = u+ Tu+ Ty,

indukci snadno plyne
n—1

Yn =Y Tu+T"y,. (2.26)
§=0

Ukazeme, zZe posloupnost 3, ma v X limitu. Protoze X je Banachuv, a tedy uplny, stac¢i pro konvergenci y,, ukazat,
ze {yn} je Cauchyovska posloupnost. Zvolme tedy € > 0, uvazujme n > m a pocitejme
n—1

Yn = Ym = »_ Tlu+ T yo — Ty,

Jj=m

tedy

n—1

lyn = ymll < D ITall + (1T yol| + 1T yol-

j=m

12



Protoze plati poznamka (c), je prvni ¢len mensi nez e pro dostatecné velkd n > m. Stejné tak cleny ||T"y,||,
[T yol| jsou (jako n-ty resp. m-ty ¢len konvergentni fady tvaru (c)) mensi nez e pro dostatecné velkd n,m.

Posloupnost {y, } je tedy Cauchyovska v Banachové prostoru X, proto je konvergentni v X, tedy existuje y € X
takové, ze y, B y. Protoze T je spojity, je Ty, X Ty, tedy plati i

Yn+1 =u+Tyn

| l

y =u+Ty
a y je FeSenim rovnice y = u+ Ty (pro libovolné u € X). Jednoznacnost tohoto feSeni ukdzeme sporem. Necht jsou
feseni dvé, y a z, tedy necht plati
y=u+Ty
z=u+Txz.
Odectenim téchto rovnic a oznacenim w = y — z ziskdme vztah w = Tw.
Odtud ovSem indukei plyne w = Tw = T?w = --- = T9w Vj € N. Tedy ||w|| = ||T?w|| Vj € N. Rada

Z;io ||T7w]| je ovsem konvergentni fada typu (c), tedy
Jw|| = lim [|T7w]| =0,
j—oo

odkud w =0, a tedy y = z.
Uloha y = u + Ty mé tedy Yu € X pravé jedno feSeni y € X. Jinak feceno: Vime

Id — T je linearni a spojité

= Id — T je na a prosté
VueX FyeX,(Id-—T)y=u

Zobrazeni u + y je tedy dobfe definované zobrazeni z X do X. Oznaéme jej (Id — T)~ !, tj y = (Id — T) ',
Vu € X. Je linedrni a prosté, nevime nic o jeho spojitosti. Z dostaneme
n—1
yn = Tlu+T"y,
! i=0 4 !
y =» Tt 0,
§=0
tedy mame pro viechna u € X : (Id — T) tu = Z;io Ty neboli (Id —T)~' = Z;io T7 ve smyslu rovnosti
operatoru.

Konecné, oznac¢me

N
SN oT = ZT]
§=0
Pak
N N+1
SyoId-T)=> T'-> T/=1°-T""' =1d - TV
3=0 j=1 |
0
a podobné pro (Id —T) o Sy O

Poznamka Casem uvidime, 7e plati: je-li operator T : X — X linearni, omezeny, prosty a na, pak jeho inverze
T (kterd existuje) je také linedrni a omezend, tj. spojita. To vnasi do nasi tlohy tzv. proek stability. Je-li totiz
inverzni operator (v nagem pifpadé (Id — T)~! spojity, pak to znamend, Ze pro

Up 5 u = (Id —T) 'u, = (Id —T) 'u

Yn Yy

jinak Teceno, ,blizkym pravym stranam rovnice wu, odpovidaji blizka TeSeni“, ¢i ,malé zmény na pravé strané
9 b n ) bal

rovnice zpusobuji malé zmény fesSeni“. Pravé tomuto se rika stabilita Tesent.
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Uvazujme

+
<
I
H
@

y(0
y'(0)

Uloha mé dle pfedchozi teorie na libovolném [0, a] jediné fedeni. Mizeme ovéfit, Ze funkce y(z) =
2
e~ % /2

v
(I
=

je timto fesenim.

Dukaz predchozi véty vsak také ukazuje, Ze toto Feseni je mozné ziskat formou iteraci (tj. lze se
k nému libovolé ptiblizit). Uvazujme yo = 0 a napisme prvnich pdr iteraci. Zd4 se vam, ze konverguje
k e~%°/2? Uréité z toho plyne néjaké zajimavé pouceni. ©

P1i yg = 0 dostévame pro ys

ys(x) =cosx + 1333§5x sinx — 1%%5 z? cosx — 514092745 w3sinz + 12?327 xtcosx + 332037823 25 sinx
154871 .6 143131 7 126481, 8 12983 9 18889 .10
~ “z6080 ¥ COST — 16128095 SINT + §i5120% COST + 3ag80 % ST — 3585007 COST
711 1 .
— T3960% ST + 3110430 Zcosx
y(x)
1.0
0.8+
0.6+
0.4+
0.2+ a2
L e 2
i .,
i 4
-0.2 -
Obrazek 1: Srovnani{ presného feseni a paté iterace ys.
2.2 Zakladni pojmy spektralni analyzy
Budeme zkoumat operatorovou rovnici pro neznamé x € X
(T—Md)x=u, AeC,Te.Z(x), ue X Banachuv prostor (2.27)

Motivaci k tomu je predchoz{ paragraf. Oznaéme T') =T — M\ d, pak T € Z(X) & T € Z(X).

Oznac¢me obor hodnot (range) operatoru Ty
R(Ty) ={yeX, e X, Thx=y} (=Tr(X)).

Otéazky tesitelnosti rovnice (2.27) 1ze preformulovat v feéi operdtoru Ty nasledovné.
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V fedi rovnic V feci operatoru

3 feSeni pro libovolnou pravou stranu v € X7 Je Ty na, tj je R(T») = X?
Pokud feseni pro dané u € X existuje, je ur¢eno jednoznacné? Je T’y prosty na X7
Pokud Vu € R(T) 3z € X; Thz = u,
je toto TFeSeni stabilni? (viz pozn. nize) Je-li T prosty, je potom T3 " spojity na R(T')?

Poznamka Pod pojmem stabilni 7eseni minime (zjednodusené) situaci, kdy v rovnici Tyz = u, kterd m4 jedno-
znané uréend feseni pro Vu € U(up) plati, Ze ,malé zmény u € U(ug)“ maji za nésledek ,malé zmény Feseni“. To
presné odpovida situaci, kdy je inverzni zobrazeni T;l spojité na U(ug). Tato vlastnost je velmi dilezitd pfi hleddn{
priblizného feseni. Pfi ném casto aproximujeme pravou stranu u néjakou ,,ji blizkou pravou stranou“ u a doufame,
ze i Teseni ¥, které odpovida pravé strané w, bude blizké feseni x, odpovidajicimu pravé strané u. Pro nestabilni

operatory to vSak nemusi byt pravda.

Rozdil mezi koneénou a nekone¢nou dimenzi.

V konecné dimenzi je T € Z(X) < 3 matice M € M™*™ takovd, ze T(xz) = Mz Ve € X (v X volime jednu
pevnou bézi).
Potom plati

T je prosty & T jena < M reprezentujici T je regularni. (2.28)
T
T je prosty < T~ ' je na < M~ je reguldrni a reprezentuje T~ ' (tj T™* je lin. ) (2.29)

Protoze v koneéné dimenzi je kazdy linearni operator spojity, jei T~ € . (X).
V konecné dimenzi tedy plati ,,vS8echno nebo nic“; je to tzv. konecné dimenzionalni Fredholmova alternativa pro

T € Z(X); dim X = n, kterd k4, Zze plat{ pravé jedna z nasledujicich situact:
1. T je prosty, na a ma spojitou inverzi
2. T neni prosty, neni na a nema spojitou inverzi

V nekonecné dimenzi neni obecné zadny vztah mezi prostotou a zobrazenim na.
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Priklad | Definujme prostor posloupnosti {5
o0
Uy = {{azn}zozl, z, € C; Z |z |? < oo}

n=1
Lze ukazat, Ze fy s normou |[{z,}|[7, == >_0" |z,|* je Banachiv prostor (je dokonce Hilbertiv,
vice pozdéji). Na ¢y definujme dva tzv. operdtory posunu ( ,shift operators“)
Al : (3?1,.’1?2,333,...) — (O,.’El,mg,xg,...)
As (21, 22,23,...) — (T2,23,Z4,...).

Evidentné

|Avzlle, = [[z]le; = || Ar]] = sup [[Asz]| =1
[l=|I<1

|A2zlle, = [Jle, = ||A2]| <1,

tedy oba jsou omezené, tedy spojité, tedy A;, As € L (ls).
Pritom

e A; je prosté, tedy riznym prvkiam pfifadi rtizné prvky, ale neni na (nic se nezobraz{ napt. na

(1,0,0,...)

e A, je na, ale nenf prosty (rozmyslete).

Nicméné, co se tyce stability, tak i v nekonecné dimenzi plati nasledujici hluboka véta.

Véta 2.3 (O spojitosti inverze bijektivniho zobrazeni) Necht X je Banachiv prostor, A € £(X) je prosté a na.
Potom A~ € Z(X), tedy A~ je linedrni a spojity operdtor.

Diikaz. Plyne z véty o otevieném zobrazeni. Viz LUKES 4.13-4.16. O

Timto se zda, Ze problém stability feSeni je vyFeSen: sta¢i prostota a na. Ano, pro linedrn{ omezené (tj. spojité

operatory tomu tak je. Ale napt, pro linedrni a nespojité, nebo pro nelinedrni operatory neni situace tak jednoduché.

Mozné stavy operatoru

Bud T € Z(X), X je Banachiv, A € C, T) =T — Md € Z(X). Pak v zévislosti na A € C muze operdtor
T, mit rizné vlastnosti z hlediska jeho prostoty, spojitosti inverze a velikosti R(T'). Nésledujici tabulka shrnuje
vSechny moznosti, pficemz dvé z nich nemohou nastat: ta, ktera je vyloucena vétou (oznaceno ,V1%) a ta, kterd
je vyloucena lemmatem [2| které zformulujeme a dokéZeme za niZe (oznaceno ,L1%).

Tabulku je nutno chépat tak, ze pomoci ni definujeme ruzné kategorie, do kterych mize patrit parametr A € C.
Tedy naprt. levy horni roh tabulky je nutno ¢ist takto: A\ € C je regularnim bodem T, pokud T’y je prosté, T;l
spojité a R(T») = X “.

T je ,na“ T neni ,na“ T neni ,na‘

R(T)) =X R(T)) #X, R(Ty) =X | R(Tx) # X

T, prosty a T;l (ktery 3) je spojity || A je reguldrni bod T A€ or(T)
T, prosty a T)' (ktery 3) neni spoj. A€ oc(T) A€ or(T)
T neni prosty, tj. (ﬂT;l) A€ op(T) A€ op(T) A€ op(T)

Tabulka 1: Spektralni tabulka pro linedrni omezené operatory v nekonecné dimenzi.
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Poznamka e oc(T) ...tzv. spojité spektrum operatoru T. Pokud A € o¢(T), tak rovnice Ty = u nem4 FeSeni

pro kazdou pravou u € X, nicméné ke kazdému e > 0 existuje ue € X, |lue — ul| y < € a pFitom existuje FeSeni

rovnice Ty = u. € X (to je disledek toho, ze R(T) = X). Nékdy se jim Fikd ,skorofeseni“. Zdroven vsak
Ty je nestabilni (T;1 je nespojity), takze neddva dobry smysl se bavit o tom, co se déje s fesenimi, kdyz
trochu ménime pravé strany ue.

e or(T) ...tzv. rezidudlni spektrum T . Protoze R(T)) # X, nejsou k dispozici FeSeni pro velkou ¢ést u € X
e op ...tzv. bodové spektrum T. T neni prosty, tj.

31‘1 75 ZTo, T,\Z‘l = T)\J?Q

def. x == x7 — 29 # 0, tj. dx # 0 tak, ze

T,\JJ =0
(T —Md)xz=0
Tx = \x.

Tedy A€ op(T) < Jx#0: Tz =z JLUGN je vlastni ¢islo T a = # 0 je odpovidajici vl. vektor.

Definice 2.4 (Spektrum operatoru) Necht X je Banachiv prostor a T' € Z(X). Mnozinu
o(T) :=0c(T)Uor(T)Uop(T)
nazyvame spektrem operatoru T'.
Pozorovéani:
e A\ € o(T) & Ty neni prosty nebo neni na
e ) reguldrni < Ty prosty, na (a pak uz T ' spojity)
e Ne kazdy prvek spektra T je vlastnim cislem.

Definice 2.5 (Spektralni polomér) Necht X je Banachtv prostor a T' € £(X). Spektralni polomér operatoru T'
definujeme predpisem
p(T) == sup{|A; A€ o(T)} .
Pozorovani: Pokud je p(T') < oo, pak plati |A| > p(T") = A reguldrni.

Konecné se dostavame ke slibenému lemmatu ze spektralni tabulky.

Lemma 2.6 (O nespojitosti inverze husté definovaného injektivniho operatoru) Necht X je Banachuv prostor,
A € Z(X). Necht déle plati

1. R(A) # X, R(A) = X,

2. existuje A™': R(A) = X (tj. A je prosty na X).
Pak A™! nenf spojity.
Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze operator A~ je spojity na R(A). Diky vlastnosti R(A) # X mizeme zvolit
y € X\R(A) a diky vlastnosti R(A) = X existuje posloupnost {y,},., C R(A) takovd, ze y, — y. Navic diky

R(A) = X umime najit i posloupnost {z,},-, C R(A) takovou, ze Az, = y,, coz lze diky existenci inverze

psit jako x, = A~ 'y,. Diky spojitosti A~' a cauchoyvskosti {y,}°° , je posloupnost {z,}°° | cauchyovska. Diky
tplnosti prostoru X tato posloupnost konverguje, oznac¢me limitni prvek x. Pak diky linearité a spojitosti A muzeme

pséat
A spoj.
Az = A( lim x,) 2% lim Az, = lim Yn =Y
n—o0 n—o00 n—00
Protoze dx € X takové, ze Az =y, je y € R(A). Tim jsme dostali spor s prvnim bodem vyse. O
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Poznadmka (Tabulka [I| v konecné dimenzi) Vime, ze T € Z(X); dimX = n € N je reprezentovan matici
M e M™xm.
Potom plati:

T je prosty & T jena <& M je regularni a reprezentuje T'
—————
T
—_—
T je prosty < T 'jena < M~ jereguldrni a reprezentuje 7"
Za vise popsané situace je navic vady i T~ € Z(X).

Tabulku [I] tedy lze schematicky upravit do tvaru

|| |
W@ [ @
@ ®W[ W
Wl ® [0

Tabulka 2: Tabulka [I] pfepsand v koneéné dimenzi

@ V konec¢né dimenzi nastava pouze tato situace, a tedy zde mame

1. A € C — X je bud regularni nebo uz je to vl. ¢islo

2. o(T) = {X € C, A je vlastni ¢islo T} = {\ € C; X je vl. &slo M}.
@ Nemiize obecné nastat

@ Tento sloupec popisuje situaci R(T'y) # X, R(T») = X. Ta v8ak v konecné dimenzi nastat nemtize, protoze
v ni plati R(T'\) = R(T»)

@ Namtze nastat, jelikoz pro dim X = n je T je prosty < T je na.
Nasledujici véta ukazuje, ze p(T') je pro T € £ (X) vzdy koneény.

Véta 2.7 X Banachiv, T € L(X) (4. ||T]| < 00). Potom pro |A| > ||T|| plati

a): A¢o(T), tj. A je regularni

NetT
k=0

b): (T—-MNd)y'=1'=- € Z(X)

Poznamka
e Z a) ihned plyne p(T) < ||T|.

e Rada v b) se nazyva von Neumannova fada operdtoru (T' — AId). Tvrzeni b) mimo jiné iika, ze pokud

IT]] < |Al, je operator Ty prosty, spojity, na, a ma spojitou inverzi.

Diikaz. Je-li |A| > ||T||, pak jisté A # 0. Polozme A := +T'. Potom ||A|| = I—}\‘||T|| < 1 a na A muZeme pouzit vétu
221 To ndm d4, ze:

a) Id— A je prosty ana = T — \Id = (—A\)(Id — A) je prosty a na =222 (7 _ \1d)~" je spojity. Odtud je
A regularni atd.
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b) Véta2.2|da i >
k=0

0k
(Id - %T)_l _ Z%/ (=1)

k=0

1 - =Tk 1 i
<)\T—Id> __E_:F/X pozor

1 -1 > Tk
—1

k=0
(T—AId)~1

O

3Inverzni zobrazeni k y=3x je y=x/3, tedy inverzni robrazeni ma hodnotu koeficientu prevracenou. Na levé strané rovnosti lze tedy

(alternativné) postupovat:
1 -1
(XT - Id) =\NT - \d)7?,
a pak je jasné, pro¢ musime rovnici délit .
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o0
Priklad | Uvazujme /{5 := {{xn}?_l, 1, €C, Y |z,2 < oo} prostor vsech komplexnich posloupnosti, které
n=1
o0
jsou tzv. ,sCitatelné s kvadratem®. Plati, Ze £5 se skaldrnim souéinem ({xn}, {y"})ez = > TnTn,
n=1

ktery indukuje normu [[{z, }|e, = /D neq |nl? je Uplny, a tedy Hilberttv (tj. i Banachiiv) prostor.
Uvazujme operator

T: EQ — €2
T:(z1,20...,Zp, Tht1,.-.) = (0,21, T, ..., Th1, Thy- .- ).
Protoze ||Tle, = ||2]le,, Je [[T]| = sup [|Tz|| = sup |[[z]|=1.
[Jz]]<1 [lz]]<1
Tedy p(T) < ||T|| =1, a proto |A| > 1 = A je regularni. Celé spektrum T tedy lezi v jednotkovém

kruhu v C.

e A\ = (0: Uz vime, ze T neni na, je prosty. Zaroven je vidét, ze zadny prvek z f5 se pomoci T
nezobrazi na (a,0,0,...),a € C, a # 0. Nelze tedy zddnou posloupnosti z R(T") dokonvergovat
napf. k prvku (1,0,0,...). Proto R(T) # {3, odkud plyne 0 € or(T") (plyne z tabulky .

o NI, A#0

1. Ukézeme nejprve, ze zadné z téchto A neni vlastnim ¢islem T'. Pokud by tomu tak bylo, tak

Jx # 0, ze
Tx =z

(0,.%1,1‘2,...) = ()\%1,)\1‘2,...),
tj.
i) )\.731 =0
ii) )\l‘k = Tk—-1 Vk = 2,3,47. ..

Z i) plyne 1 = 0 (nebof A # 0), z ii) pak indukei plyne zo = 23 = --- = 0. Tedy = = 0, coz

je vsak spor s tim, Ze by to mél byt vlastni vektor T'.

2. Ukézeme, ze Ty neni na, specidlné, ze zadné = € ¢3 se nezobrazi na (1,0,0, ...). Necht takové

x € {5 existuje. Pak tedy
Tz = (1,0,0,...),
I
(—/\1‘1, T — /\372,1,‘2 — /\33‘37 .. )

tedy 1 = —\vy = 2 = —+
i Cias 0= LN L1 1
= 1,4,9,... T — AT - T - xr = e T I
k k+1 k+1 b\ by \2 3
o0
Zdanlivé jsme tedy takové z nadli, ale |[z][7, = > % = 00, neb jde o geometrickou fadu s
k=1

kvocientem 1/\%, pro ktery |A\| < 1 = |[1/\%| > 1. Protoze T je linedrni a (1,0,0,...) ¢ R(T)),
tak plati také (a,0,0,...) € R(Tx)Va € C, a #0 = R(T\) # lo.
Pohybujeme se tedy v poslednim sloupci tabulky [1f VA # 0, |A] < 1. Protoze vSak soucasné zadné

takové A neni vlastnim ¢&islem, je A € or(T') pro vsechna takova A. (To by Slo také nezavisle ukazat
tak, Ze bychom ukdzali prostotu T'y. Zkuste si.)

Zéavér: Pro toto T plati o(T') = or(T) = {X € C, |\| < 1}. Spektrum je tedy prévé cely jednotkovy
kruh, je tedy nespoCetné mnoho prvku spektra (a pfitom zaddny z nich nen{ vl. ¢islem). Takovy

operator je tedy ,,pomérné nehezky“, ale pritom negeneruje zadné vl. vektory.

20



Zkuste spektralné analyzovat

a) Mé&jme operdtor T : £y — £
(x1,29,%3,...) — (xg, LR ) Zkuste navic rozmyslet, jaka je ||T||.

Reseni: T € Z(ly), o(T) = op(T) = {0}, or(T) =0, oc(T) =0

b) Mé&jme operdtor T : ly — lo

X2 I3

(21,22, 23,...) — (O,xl, DL R ) Zkuste navic rozmyslet, jaka je ||T|| a zda 0 € o¢(T'), nebo

0e O'R(T).
Reseni: T € £ ({3), o(T) = {0}, op(T) =0, oc(T) =0
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3 Kompaktni operatory
7 minulych kapitol vime, zZe pro linedrni operator mezi Banachovymi prostory T : X — Y plati:
T je spojity < T je omezeny,

piseme T € Z(X,Y). Déle budeme vyuzivat definice £Z(X) = Z(X, X).
Pfipomerime, Ze T (omezend mnozina) = omez. mnozina. Tento vyrok tedy pro linearni operdtory charakterizuje

spojitost, jinymi slovy VA C X omezend, je T(A) omezend v Y.

Definice 3.1 (Kompaktni operdtor) Necht X,Y jsou Banachovy prostory, K : X — Y je linedrni operator.
Rekneme, 7e K je kompaktni, jestlize pro kazdou omezenou mnozinu A C X plati, ze K(A) C Y je kompatkni

mnozina. Mnozinu vSech kompaktnich operdtora zapisujeme jako €(X,Y) a zaviadime €(X) = ¢ (X, X).

Poznamka

1. €(X,Y) C Z(X,Y). Je-li totiz A C X omezend, pak K(A) C Y je kompaktni a podle nutné podminky

kompaktnosti musi byt K(A) omezend a uzaviend mnozina, tedy i K(A) D K(A) je omezena.

2. Pripomenme, ze omezenost a uzavienost jsou postacujici podminky pro kompaktnost pouze v kone¢nédimen-

zionalnim normovaném linedrnim prostoru (NLP).
3. Pro kompaktni mnoziny mizeme pouzivat Weierstrassovské vybirdni podposloupnosti, ¢ehoz dale vyuzijeme.
Charakterizace operatoru pomoci posloupnosti Pro T' € Z(X,Y) jsme méli:

spojitost: z,, = * = Tz, = Tx
omezenost: {x,} je omezend = {Tx,} je omezend

Charakterizaci kompaktnosti radéji shrneme do véty.

Véta 3.2 (O charakterizaci kompaktniho operatoru pomoci posloupnosti) Operdtor K : X — Y je kompaktni
praveé tehdy, kdyZ pro kaZdou omezenou posloupnost {xn}zo:l C X existuje vybrand podposloupnost {l‘nk}zo:l a

prvek y €Y takovy, ze K(xn,) — y.

Ukaz:
Pokud by cely prostor Y mél vlastnost, ze z kazdé omezené posloupnosti v Y se da vybrat konvergentni podpo-

sloupnost, pak by platilo
Z(X,)Y)=%¢(X,Y).
Tuto tvahu zduvodnime nasledovné. Stac¢i ukéazat, ze
Z(X,Y)C¥F(X,Y),

opacnou implikaci jsme jiz vytesili. Bud tedy T € Z(X,Y) a {xn}ff:l C X omezena posloupnost. Diky spojitosti
T je posloupnost {T'z,},-, omezena. Pokud bychom zarudili, Ze z kazdé takové posloupnosti uz mizeme vybrat
konvergentni podposloupnost, dokazali bychom tim kompaktnost kazdého spojitého operatoru. Takovou vlastnost
jisté nemuze mit kazdy metricky prostor. Na pocest Bolzanovy-Weierstrassovy véty platné v R ji nazveme B-W

vlastnosti. O

Lemma 3.3 (O nutné podmince pro B-W vlastnost) Necht Y je Banachuv prostor. Pak

Y méa B-W vlastnost < dimY < oo.
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Ukaz:

»<=“ Na R mizeme pouzivat Bolzanovu-Weierstrassovu vétu z prvniho semestru. V prostoru R" provedeme
postupné vybéry po slozkach. Nyni jelikoz dim X = n € N, mUzeme najit bazi a kazdému prvku z € X priradit
n-tici soufadnic vzhledem k této bazi.

»2=“Je-li dimY = oo, zvolime y; € Y a poté indukei vybirdme prvky yr+1 € Y tak, aby vzdélenost prvku yg41
od prvku y; byla vétsi nebo rovna jedné. Po prechodu k libovolné posloupnosti dostaneme stale posloupnost, ktera

méa prvky vzdalené od sebe vice nez o jednicku a proto nemiize spliovat B-C podminku. O

Lemma 3.4 (O kompaktnosti identity) Pro Banachtv prostor X v dané normé plati:
Id: X — X je kompaktni & X ma B-W vlastnost.
Dikaz. Ziejmé. O

7 predchozich dvou lemmat plyne zajimavé zjisténi, ze v nekone¢né dimenzi neni identita kompaktni operator.

Obecné tedy mame:
Id € Z(X) je kompaktni < dimX < oco.

Poznamka V teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic se uplatnuje proces ,kompaktniho vnoreni“ jednoho prostoru
do druhého. V uvedené situaci uvazujeme dva prostory X C Y, ovSem opatfené riznymi normami |||y, ||y -
Zobrazeni Id : X — Y v takovém pripadé muze byt kompaktni. Je to ovSem zplisobeno pravé riznosti norem, které
na nekone¢nédimenzionalnich prostorech nejsou ekvivalentni.

Prikladem takového procesu muze byt tzv. Rellichova véta:

Necht €2 C R™ je oteviena omezend mnozina s hladkou hranici. Definujme Soboleviv prostor
1/2
Wh(Q) = {f QSR fllys = [ [P +1972) dw} < +oo} ~
Q

Pak je W12(Q) C L?(Q) a navic Id : W12(Q) — L?(Q) je kompaktni operdtor.
Praktické pouziti této véty spociva praveé ve vybirani konvergentni podposloupnosti v L? z omezené posloupnosti

v prostoru W12,

3.1 Vlastnosti kompaktnich operatora

V této podkapitole formulujeme sedm klicovych vlastnosti, které znacné zjednodusuji problematiku spektralni ana-
lyzy pro kompaktni operatory.

Lemma 3.5 dimY < o0 = Z(X,Y)=%(X,Y)

TeZ(X,Y . . AN . v i AN
Diikaz. A C X je omezend Lezixy) T(A) je omezend = T(A) je omezend a uzaviend v Y dim¥ex (A) je
kompaktni. O

Disledkem tohoto lemmatu je T € £ (X), dim X = oo, dimR(T) < 00 = T € € (X).
Lemma 3.6 S¢€ Z(X), K<€ %(X) =SoK ec%(X), KoS € ¥%(X).

Diikaz. Zvolme omezenou posloupnost {z,},-, C X. Pak {Sz,} _, je omezend a diky kompaktnosti K mu-
zeme z posloupnosti {(K o S)z,},~ | vybrat konvergentni podposloupnost, proto je K o S kompaktni. Dale, z po-
sloupnosti { Kz, },., mizeme vybrat konvergentni {Ku,, },-, a diky spojitosti operdtoru S je i podposloupnost
{(S o K)z,, }-, konvergentni, proto je S o K kompaktni.

O

Lemma 3.7 K € ¢(X) dimX =00 = 0 € o(K)
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Dikaz. 0 ¢ o(K) = 3K ! € £(X). Pak dle Lemmatu dostavame, ze
KoK !'=1d,
54 €L = €€
pricemz kompaktnost identity je ve sporu s Lemmatem O
Lemma 3.8 K € ¥(X), A # 0. Pak
1. R(K — Md) je uzaviend mnozina (viz LUKES 5.17).
2. K jena (tj. R(K — A\Id) = X) & K — Md je prosty (viz LUKES 5.27).
Poznamka Druhé ¢éasti predchoziho lemmatu se rika ,Fredholmova alternativa v nekonecné dimenzi*.

Pro K € €(X), A\ # 0 mizeme na zikladé nové nabytych znalosti upravit spektralni tabulku. Konkrétné jsme
zjistili, ze
a) nemize nastat situace R(K ) # X, R(K») = X, protoze plati R(K) = R(K ).
b) K je prosty & K je na.
Méame tedy

| RIK)=X | R(K)N)#X, REN)=X| REN#X |

K, je prosty, K;l je spojity A je regularni

K, je prosty, K;l neni spojity

K nenf prosty A € op (je vl. ¢islo)

Shrnuti:

e 0 je vzdy ve spektru kompaktniho operatoru. Je jedinym prvkem spektra, ktery nemusi byt vlastnim c¢islem.
e Vsechny nenulové prvky spektra uz jsou vlastni ¢isla.
Lemma 3.9 K € 4(X), A # 0 € o(K). Pak
e ) je vlastni ¢islo,
o dim Ker (K — A\d) < +o0,
e Ker (K — Md) je prostor vSech vl. vektoru ptislusnych vl. ¢islu A a je uzavienym podprostorem X.

Diikaz. viz LUKES 5.15. O

Definice 3.10 (Nésobnost vlastniho ¢isla) Cislo dim Ker (K — Md) € N nazgvame nésobnosti vlastniho é&fsla
A € op (K)

Dle predchoziho lemmatu vime, ze kazdé nenulové vlastni ¢islo mé konecnou nasobnost - dimenze prostoru ge-

nerovaného vlastnimi vektory, prislusejicich jednomu nenulovému vlastnimu ¢islu, je konec¢na.
Lemma 3.11 K € %(X). Pak Ve > 0 je mnozina o(K) N {\ € C: |A| > ¢} kone¢n4.

Disledkem toho je, Ze spektrum kompaktniho operdtoru je nejvyse spoc¢etné. Navic méa-li spektrum kompaktniho

operatoru hromadny bod, pak jim mize byt pouze O.

Lemma 3.12 Mé&jme posloupnost Banachovych prostortu {X,,}52 , takovou, ze
e dimX,, <dim X,,;; < o0
e X, C X411 CX.

Déle méjme operdtory K,, € (X, X,) = ¢(X,X,), K,:X — X, C X, pronéz 3 K = lim K,, coZ je
n—oo
operator definovany v .Z(X). Pak je K € ¢(X).
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4 Dualnost

4.1 Duadl a dualita
Definice 4.1 (Duél) Bud X Banachtv prostor. Prostor X' := £ (X, K) nazyvdme topologickym dudlem k X.
Poznamka

e Prostor X’ je tedy tvofen vSemi spojitymi linedrnimi funkciondly, pficem? spojitost uvaZujeme ve smyslu

X .
z, = = Tz, — Tz provsechnaT € X'.

e Vime, Ze jsou-li X,Y normované prostory a Y je Banachuv, pak i Z(X,Y) je Banachtuv. Proto je X’ auto-
maticky Banachovym prostorem.

e Je-li T € X', pak jeho norma je pfirozené ||T| y, := sup |Tz|.
<1

‘xHx =
e Topologicky dudl neni totéz, co vektorovy dudl (pouze linedrni zobrazeni X — K, nevyzaduje spojitost).
Prvki vektorového duélu je vic (o ony ,nespojité“). V koneéné dimenzi pro X Banachtv je vektorovy dudl

vzdy topologickym dudlem.
Definice 4.2 (Dualita) Necht X je Banachiv a X’ jeho duél. Zobrazeni S : X x X’ — C nazveme dualitou, jestlize

splnuje vlastnosti:
1. sesquilinearita: S(az + By, z) = aS(z,2) + BS(y,2), S(z,az + By) =aS(z,z) + BS(z,y),
2. spojitost: S(zn,yn) = S(x,y) kdykoliv (xn,yn) — (z,y) v X x X',
Nékdy piseme S(z,T) = <m, T>. Obecné je casto <-, > symbolem duality.
Poznamka e Pokud se ndm podafi v n&jakém smyslu schopni ztotoznit prostory X a X’ (uvidime v ndsleduji-

cfm), pak roli duality hraje skaldrni soucin. Ztotoznénim prostort myslime nasledujici: piSeme X ~ Y jestlize

existuje zobrazeni D : X — Y, které je izometrické a izomorfni, tj. zachovava normu a je bijektivni.

e Strukturu duality m4 i zobrazeni ,s prohozenymi slozkami“ S : X’ x X — C, které je sesquilinedrni a spojité
ve smyslu predchozi definice. Je otdzkou dohody jaké poradi prostortt X a X’ se v dané situaci voli.

Piiklad Uvazujme prostor vektort R". Vime, ze kazd4 linearni forma T € R™ je reprezentovatelnd linedrni
. 7z ’ z /. n 7 7 . . . 7
kombinaci (ndsobeni transponovanym vektorem): T'[(x1, -+, @) = >2;_; a;z;. Transponovani je izometrické a
izomorfni zobrazeni, lze tedy psat R® ~ R™. Dualitou na takovém prostoru je napiiklad skaldrni soucin na R™.
Pozdéji uvidime, ze podobné lze uvazovat i v jakémkoliv Hilbertové prostoru — v tomto smyslu je dualita zobecnénim

skalarniho soucinu.

Véta 4.3 (O ztotoznéni sdruzenych Lebesgueovych prostortt) Bud 2 C R™ oteviend souwvisld mnozina, T € LP(2),
p € (1,00). Bud q € (1,00) takové, Ze plati 1% + % =1 (q je tzv. sdruzeny exponent k p). Pak existuje prdvé jeden
prvek g € L1(Q) takovy, Ze:

T(f) = /Q fgde VfeLMQ) azirover [Ty = 9l -
Diikaz. Dukaz nebudeme provadeét. O

Predchozi véta ukazuje, ze plati LP(€)" ~ L9(). V tomto smyslu ztotoziujeme T a g, a dualitu (f,T) — T'(f)

ztotoznujeme s dualitou
(o) [ 5 serrgerr. (11)

Povsimnéme si, Ze pokud v piedchozi vété polozime p = ¢ = 2, ziskdme vlastnost L*(Q)' ~ L?(Q) a dualita (4.1])
mé stejny tvar jako skaldrn{ soucin na L?(Q), <f,g> = (f, g) 12+ Je prirozené se ptat, zda se za timto vysledkem

skryva néco hlubsiho. Odpovéd je pozitivni.
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Véta 4.4 (Rieszova-Fréchetova o reprezentaci) Bud H Hilbertiv prostor se skaldrnim soucinem (-, )y, T € H'.

Pak existuje prave jeden prvek f € H takovy, Ze pldti ndsledugici:
1. T(z) = (m,f)H pro kazdé x € H ,
2 T = 11 -
Diikaz. viz Lukes 2.9 O

Disledek 4.5 Zobrazeni ,x — [ je izometricky izomorfismus (je bijektivni a zachovéva normu). Proto pro vSechny

Hilbertovy prostory H muzeme provést ztotoznén{ H' ~ H.

Lemma 4.6 (O inkluzi dudlnich prostorit) Necht jsou X,Y Banachovy a plati X C Y a ||z||, = ||z]x Yz € X.
Potom plati

Y' c X'
ve smyslu ziZeni zobrazeni (restrikce). Zde je vsak dulezité dat velky pozor, je snadné tento vysledek Spatné
interpretovat!
Drikaz.

Méjme T' € Y’ = T spojité a linedrn{ (na prvcich z )

= T|x spojité a linearni (na prvcich z X) = T|x € X’

Priklad Bezhlava aplikace predchozi inkluze nas miize zahnat do slepych ulic.
Uvazujme prostor R C R2. Dle piedchoziho tvrzeni miizeme prohlasit (R2)’ C (R)’. Protoze jsou oba prostory
Hilbertovy, lze je ztotozmit (R™)" = R"™, proto by mélo platit R? C R, co# je ziejmé nesmysl. Kde je ale chyba?

RCcR*> = (R’ CR
[ I
R? CcR

V predchozich ivahach jsme ucinili dvé chyby: jednu vétsi, jednu mensi.

1. Mensi chybu jsme uéinili tim, Ze jsme (R™)" ~ R™ povaZovali rovnost, ve skutecnosti je to ztotoznéni. Kazdé

linearni zobrazeni na R™ ma tvar
n
T(x) = ajz;
Jj=1
a ztotoznuje se s n-tici koeficient
T ~ (a1,...q,) € R" reprezentuje (R")".

Na ono reprezentujici R" je tedy treba nahlizet opravdu jako na prostor prvku, které reprezentuji linearni

zobrazeni.

2. Velkou chybu jsme uéinili, kdyZ jsme inkluzi (R?)" C R’ povaZovali za mnozinovou inkluzi. Tvrzeni je tieba

chapat v tomto smyslu:
,Vsechna linedrni zobrazeni pracujici na R? lze zazit tak, aby pracovala na R

Pokud je linearn{ zobrazeni T' € (R?)’ reprezentovatelné dvojici (a1, az) € R?, Ize toto zobrazen{ skuteéné zizit

na T'|g reprezentované (a7, 0), ktery mizeme povazovat za prostor R. To je pravy smysl ,inkluze“ Y’ C X’.
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Poznamka ,Duélnost® se ¢asto projevuje tim, Ze vzorce obsahujici prvky X a X’ vykazuji jisté symetrie. Napiiklad
vime, ze

1T x, = sup [T(x)].
ol x <1

Déle vime, ze [T'(z)| < |T|| [|=|| -

Uvazujme nyni funkcionadl T' € X' takovy, ze || Ty, < 1. Pak jisté plati |Tz| < ||z|| y a po pfechodu k supremu

sup [T(z)| < ||zl -
1Tl e <1

Nasledujici véta ukazuje, ze plati dokonce rovnost:

sup [T(x)| = ||zl -
1Tl <1

Véta 4.7 (Hahnova-Banachova) Bud X Banachiv, x € X takové, Ze x # 0. Pak existuje T € X' s vlastnostmi
T(x)=llzllx > ITlx =1.

Diikaz. viz Taylor, str. 181 O

4.2 Dualni zobrazeni, dualni operator

Definice 4.8 (Duélni zobrazeni) Necht X,Y jsou Banachovy prostory, T € Z(X,Y), T' : Y’ — X'. Rekneme, Ze

T’ je dudlni zobrazeni k T, jestlize (formalné zaps4no)
T oy =y’ oT pro viechnay’ €Y',
neboli presnéji

(T'y") (z) = vy (Tx) pro viechna y’' €Y' a viechna z € X .
—— N
eX’ ex ey’ ey

V predchozi definici je klicové uvédomit si prislusnost jednotlivych objekti.
e y' €Y’ je zobrazeni pracujici na Y,
e T'y' € X' je zobrazeni pracujici na X,
. (T()) (+) je objekt, ktery prifazuje prvkim z X’ x X ¢slo. To odpovidé strukture duality.
S pouzitim tzv. kanonické duality <F , g> = F(g) muzeme zapsat definici dudlniho zobrazeni v symetrickém tvaru:
<T'y’,a:> = <y’,Tx> .
PovSimnéme si, Ze na levé strané mame zobrazeni X’ x X — C a na pravé zobrazeni Y’ x Y — C.

Lemma 4.9 (O linearité a spojitosti dudlniho operdtoru) Necht X,Y jsou Banachovy prostory a T € Z(X,Y).
Pak T' € Z(Y', X').

Diikaz. Linearita je zfejmé. Ukazme spojitost. Zafixujme {y},} -, C Y’ takovou, ze y,, — y’. UkdZeme, Ze posloup-
nost {T'y,, }-—, C X’ konverguje k T'y. Plat{

n=1

Ty, — Ty, = s, | Ty, (x) =Ty (2)| , = S ly, (Tz) —y'(Tx)| x = S 1(yr, —¥')(T)| x <

llzll<1

< sup |ly,, = ¢ [IT] |zl =y, — &' I T =0,

coz jsme chtéli ukazat. O
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Poznamka D4 se ukazat, ze: T je kompaktni operator pravé tehdy, kdy# je T' kompaktni operator (tzv. Schau-

derova véta). Sami zkuste dokdzat, ze ||T| = ||T"|.

Dale nas bude zajimat, lze-li v n&jakém smyslu ztotoznit T a T" (podobné jako ztotoziiujeme Hilberttiv prostor

s vlastnim dudlem), tedy, zda bychom mohli psat

Muselo by tedy platit néco ve smyslu
X~Y a Y~X.

Uvéazime-li nyn{ dudly predchozich vyrazi, dostaneme
X' ~Y" a Y ~X".
Zkombinovanim obou ,rovnic“ ziskdme s trochou mdchdni rukama vyraz
X~X" a YY",

To by mohlo platit pro Hilbertovy prostory, kde je dokonce uz i X’ ~ X. Obecné k danému T nemusi vzdy existovat

Vv

T', vyse uvedené vlastnosti plati pouze v p¥ipadé, ze existuje. Ale v Hilbertové prostoru je opét situace piiznivéjsi.

Véta 4.10 (O dudlnim zobrazeni mezi Hilbertovymi prostory) Necht Hi, Hs jsou Hilbertovy prostory
aT € L(Hy, Hy). Pak existuje prdvé jedno zobrazeni T' : Hy — Hy takové, Ze

(Tz,9)m, = (2, T'y)g, pro vsechna x € Hy, y € Hy . (4.2)
Pro takové zobrazeni navic plati:
1. T' € £(Hs, Hy),
2|7 = |||

Poznamka Aplikujeme-li komplexni sdruzeni na rovnici (4.2)), dostaneme

/ /
(T“PC’?/)H2 = (x,T y)Hl - (T y’x)Hl = (y,Tx)H2 :
Na Hilbertovych prostorech tedy hraje roli duality skaldrni soucin.

Diikaz. Zafixujme y € Hs a definujme
L,e Z(H,,C),
Ly(z) = (Tx, y)H2 .
Podle Rieszovy-Fréchetovy véty (Véta existuje pravé jedno z € H; takové, ze
L,(z)= (l‘,Z)Hl .
Nyni definujeme zobrazeni:

T/IHQ %Hl,
T (y) = z.

Toto zobrazeni méa vlastnost

(Tz,y)m, = (x,T'y)g, pro libovolné z € Hy,y € Hy .
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’ . ’ . s v ’ . . . v . ’ /
Tim jsme dokézali prvni ¢ast tvrzeni o existenci a jednoznacnosti zobrazeni T".

Ukazme jeho linearitu. Zfejmeé je pro kazdé x € H; splnéno

(T'(ay1 + By2),z) yy, = (ays + By2, Ta) gy, = alyy, T2)m, + Bly2, Ta)m, =
=a(T'y1, ), + B(T Y2, 2) 1, = (@T'y1 + BT yo, ) b,

a odtud
T (ay1 + By2) = o'y + BTy, .

Ukazme spojitost zobrazeni T” pomoci omezenosti jeho normy. Podle definice zobrazeni T’ a druhé ¢asti
Rieszovy-Fréchetovy véty (Véta [4.4) dostdvame

1Ty, = 12l = 1Lyl - (4.3)
Déle je podle definice L, a Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti
ILyzl = (T2, y)m| < Tl g, |yl g, < T 2llg, Y5,

a odtud s pouzitim (4.3)) plyne

1Tyl = 1Lyl = sup  [[Lyzlly, < ITIyllg, -
llll g, <1
|T'[| = sup || T'y|| < IT|| sup |lylly, = IT| < +oc.
ylly <1 lyll<1

Tim jsme ovéiili spojitost a celkové T' € £ (Ho, Hy).
Zbyva ukazat rovnost norem ||T'|| = || T||. Za tim t¢elem definujeme T = (T”)’. O tomto zobrazeni jiz vime,
zeT" € £(Hy, Hy), (T"x,y)u, = (2, T'y)u, a | T"|| < ||T'||. Pak s pouzitim predchozich ¢sti ditkazu dostaneme

(T"z,9)m, = (&, T'y)u, = (T'y,x)y, = (y, Tx)y, = (Tx,y)m, pro viechna x € Hy,y € Ha,

tedy
T 'z =Tx prokazdéx € H; .
Odtud
7| = (||| < || < |7
a proto musi platit v predchozim fetézci vSude rovnosti. O

Definice 4.11 (Hermitovsky sdruzeny operator) Necht H, Hs jsou Hilbertovy prostory, T € £ (Hy, Hs). Zob-
razeni T s vlastnostmi z piedchozi véty nazyvame hermitovsky sdruZeny operator s T (pifpadné adjungovany

operator k T').

Definice 4.12 (Samoadjungovany (omezeny) operdtor.) Necht H je Hilbertiv prostor. Operdtor T € Z(H)

nazveme (omezeny) samoadjungovany (piipadné hermitovsky), jestlize T = T".

Poznamka V piedchozi definici jsou oba operdtory T, T’ definovany na celém Hilbertové prostoru. Zdtraziujeme

zde, ze mluvime o ,omezenych samoadjungovanych“ operatorech. V pripadé neomezenych operdtort uvidime, ze

vvvvvv
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4.3 Vlastnosti samoadjungovanych operatort

Lemma 4.13 (O vlastnich é&islech samoadjungovanych operdtori) Necht T € Z(H) je samoadjungovany. Pak mé

pouze redlna vlastni ¢isla a vlastni vektory prislusejici riaznym vlastnim ¢islim jsou na sebe kolmé.
Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni plyne z rovnosti

Mzl = O, @) = (Tz,2)g = (2, Te)n = (2, 70) 5 = Mz, 2)n = A|z|7; -
Necht jsou A1 # Ao vlastni ¢isla prislusejici vlastnim vektorum ¥, ys. Pak z rovnosti

(M = A2)(y1,y2)m = (My1,v2) i — (Y1, Aey2)m = (Tyr,y2)m — (1, Ty2)u = (Ty1,y2)u — (Ty1,y2)m =0
vidime, Ze musi platit (y1,y2) = 0. O
Poznamka Samoadjungovany operdtor mize mit ovSem i jiné prvky spektra. O nich obecné nevime nic.

Véta 4.14 (O spektrélnich vlastnostech samoadjungovanych operatorti) Necht H je Hilbertiv prostor a T € £ (H)

Jje samoadjungovany operdtor. Oznacme
m(T) = inf {(Tz,2)p - |zlly =1} M(T) =sup{(Tz,2)u : [lz]; =1}
Pak
1. Je-li A € o(T), pak A € [m(T), M(T)].
2. Plati p(T) = ||T'||. Specidlné: alespori jedna z hodnot A = £ ||T'|| je vlastnim cislem T.

Necht A € R™" je redlnd symetrickd matice, z € R" a f(z) = (Az,z) = 3, ; a;;x;x;. Urcete
minimum a maximum f za podminky ||z| = 1.

4.4 Kompaktni samoadjungované operatory na Hilbertovych prostorech

Nejprve zopakujeme vysledky, které zatim mame o kompaktnich samoadjungovanych operatorech. Na Hilbertove
prostoru H uvazujme K € € (H) takovy, ze (Kxz,y)g = (z, Ky)g pro vSechna z,y € H. Pak plati

1. K ma nejvyse spocetné mnoho vlastnich ¢isel a vSechna jsou realna.
2. Jedinym dal$im prvkem spektra o(K) muze byt ¢islo 0, to miZe nebo nemusi byt vlastnim ¢islem.

3. Ke kazdému nenulovému vlastnimu ¢islu existuje nejvyse kone¢né mnoho linedrné nezavislych vlastnich vek-

tori. Navic vlastni vektory odpovidajici riznym vlastnim ¢islim jsou na sebe vzdy kolmé.
Zékladni otazkou této kapitoly je:
»,Vezmeme-li vlastni vektory vSech nenulovych vlastnich ¢isel, tvori bazi H?¢

Odpovéd na to nam da tzv. Hilbertova-Schmidtova véta. Nejprve nés ale ¢eka intermezzo, ve kterém si pfipomeneme

direktni soucet, ortogonalni doplnék a Fourierovy rady.

Definice 4.15 (Direktn{ soucet podprostort) Necht H je linedrni vektorovy prostor a A, B jsou podprostory H.
Rekneme, ze H je direktnim souctem A a B (piSeme A © B = H), jestlize

1. A+ B = H, tj. pro kazdé h € H existuji a € A, b € B takové, ze a +b = h,
2. An B = {0}.

P¥iklad Jsou-li A a B dvé rizné (ne nutné kolmé) piimky protinajici pocatek, pak lze psat R? = A @ B.
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Definice 4.16 (Ortogonalni doplnék) Necht H je Hilbertuv prostor a A je uzavieny linedarni podprostor v H.

Definujeme ortogonalni doplnék A+ C H predpisem
At :={y € H: (2,y) =0 pro kazdé = € A} .

Véta 4.17 (O vlastnostech ortogondlniho dopliiku) Necht H je Hilbertiv prostor a A je uzavieny linedrnd podprostor
H a At je jeho ortogondini doplnék. Pak

1. At je uzavreny linedrni podprostor H,
2. plati (A+)+ = A,
3. plati A® A+ = H.

Diikaz.

1. Linearita je zfejma. Uzavienost plyne ze spojitosti skaldrniho sou¢inu. Pro konvergentni posloupnost {y,},; :
Yn — Y totiz mame

0= (x,yn)H — (m,y)H =0.
2. Druhou ¢ast ponechavame ctenari jako jednoduché cviceni.
3. Treti ¢ast lze nejlépe nahlédnout v kontextu tzv. lemmatu o kolmé projekci:
Lemma 4.18 Je-li A linedrn{ podprostor H, pak pro kazdé = € H \ A existuje prvek Pz € A takovy, Ze
(a: — Px,y) =0 provSechnaye€ A,

neboli © — Pz € AL,

Nyni uz je tvrzeni zfejmé. Pro x € A mame z = 2 + 0. Pro « € H \ A miZeme psit

x = (x— Px)+ Pz .
—_—
cAL cA

Navic pro v € AN A+ méame (v, v) =0, odtud v = 0. Tim jsme dokéazali direktnost souctu.
O

Pripomenme, ze o metrickém prostoru X fikame, ze je separabilni, jestlize v ném existuje spocetna husta
mnozina. Ortogonélnim systémem v H nazyvéme posloupnost {e, },. , C H takovou, Ze pro i # j plati (e;,e;)m = 0.
O ortogonalnim systému fekneme, ze je Uplny, pravé kdyz

yGHa(yaen)H:O Vn = y=0.

Véta 4.19 (O Fourierovych fadich na Hilbertové prostoru.) Necht H je Hilbertiv prostor. Pak jsou ndsledujici
turzend ekvivalentni:

1. H je separabilni prostor,
2. Existuje uplny spocetny ortogondini systém {e,},., C H,

3. Kazdy prvek H je souctem své Fourierovy rady, tedy pro kazZdé x € H plati

o0
=Y (ﬂf,en)ZH .

n=1 lenl
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4. Pro kazZdé x € H plati

= (2, 00)]
[E S i (tz. Parsevalova rovnost)

2
n=1 ||enH

Nyni jsme pripraveni dokazat klicovou vétu této kapitoly.

Véta 4.20 (Hilbertova-Schmidtova) Necht H je Hilbertiv prostor, K je kompakini samoadjungovany operdtor
na H. Oznacme A uzavreny podprostor H generovany vsemi vlastnimi vektory K, které odpovidaji vsem nenulovgm

vlastnim c¢islim K. Pak
H=A®Ker K.

Diikaz. Dukaz véty rozdélime do nékolika kroki.
Krok 1: Vlastnosti prostoru A.
Diky kompaktnosti a samoadjungovanosti K existuje nejvyse spocetna posloupnost {\; };’il C op(K) nenulovych

vlastnich ¢isel. Oznacme podprostor prislusejici j-tému vlastnimu ¢islu
i =Ker (K- \Id)={rx € H:2#0,Kz=M\z}

Diky kompaktnosti K je dim E; := n; < +o00. Ozna¢me B; bazi prostoru E;. MiiZeme bez Gjmy na obecnosti pied-
poklddat, ze je tato baze ortogonalizovand (jinak muZzeme pouzit napiiklad Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci).
Definujme

B = Bj.

T

1

J

Pak i B je nejvyse spocetnd mnozina a je tvorena vlastnimi vektory. Ukazme, Ze je i ortogonalni mnozina: zvolme
x # y € B. Pak oba prvky bud patii do stejné B; a jsou na sebe kolmé diky pfedpokladu vyse, nebo jsou z riiznych
bazi B;, B; a jsou na sebe kolmé diky samoadjungovanosti K.

Definujme prostor vsech nejvyse spocetnych soucti prvki z B predpisem
o0
A:=Lin B= zeH:z:Zajej, a;€C,e;€B
j=1

Pak A je uzavieny linedrni podprostor H, je tedy Hilbertovym prostorem.

Navic je A separabilni. Spocetnou hustou mnozinu v ném tvoii

N
ZEH:ZZZ(Tj—Fin)Ej, T’j,q]‘EQ, ejEB, N eN
j=1

Krok 2: P¥islugnost mnozin K (A) a K(A1).
Nejprve ukdzeme, ze K(A) C A. Zvolme z € A. Pak

00 ') 0o
Kr=K Zvjej :Z’)’jKej :Z'yj)\jej,
j=1 j=1 j=1

tedy Kx € A.
Déle ukazme, ze K(A+) C A*. Zvolme x € A,y € AL+. Pak K2 € A+ a z rovnosti

(Ky,z)u = (y, Kx)g =0

vidime, Ze musi nutné platit Ky € A+. Tim jsme dokézali, ze K(A+) C A+.
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Krok 3: Platnost tvrzeni K (A1) = {0}.

Definujme ztzeni operatoru K predpisem
K = K|AL

Protoze K(A+) c A+, plati K : A* — A+, Tedy K je také kompaktni a samoadjungovany operator na AL,
Ukézeme sporem, 7e K nemé z4dné nenulové vlastni ¢islo. Necht plati negace tohoto vyroku a existuje vlastni
&slo X # 0 a vlastni vektor y € A+, y # 0 takové, ze Ky = \y. Diky samoadjungovanosti je pak

Ky=Ky=)y,

a tedy A je i vlastni ¢islo operatoru K. Podle druhé ¢asti ditkazu je ale potom y € A. Tedy y € ANA~L, coz implikuje
y =0 a to je ve sporu s predpoklady.

Celkové jsme zjistili, ze K je kompaktni operator, ktery nemé nenulové vlastni ¢islo, tedy o(K) C {0}. Podle
Véty o spektralnich vlastnostech samoadjugovanych operdtoru je p(R’ ) =0, a tedy HR' || =0, coz je ekviva-
lentni s K = 0. Z konstrukce K pak snadno nahlédneme, 7e K(A') = {0}.

Krok 4: Dokonceni dikazu.

Predchozi ¢ast diikazu ndm déava A+ C Ker K. Zjevné plati A ® A+ = H, tedy

A4+ Ker K =H.

Zbyva ukazat, ze ANKer K = {0}, tim dokdZzeme direktnost souctu téchto prostort.
Zvolme z € AN Ker K. Diky jeho prislusnosti do A lze psat

0=Kz=K iajej ziajKejziaj)\jej.
j=1 j=1 j=1

To je Fourierova fada nulového prvku. Z teorie jednoznac¢nosti Fourierovych fad pak vyplyva, ze
ojA; =0 pro vSechna j € N.
Diky nenulovosti A; dostédvame
a;j =0 pro viechna j € N (4.4)
a tedy z = 0, coz jsme chtéli ukazat. O

Poznamka 1. Prvni ¢ast dukazu vlastné jen osvétluje vlastnosti prostoru A. Povsimnéme si, ze separabilitu
prostoru A jsme vyuzili na konci pii rozkladu nulového prvku do Fourierovy fady, kterou bychom jinak
nemohli provést.

2. V dikazu ndm stadilo pouze ukizat, ze A+ C Ker K. D4 se dokonce ukazat, ze A+ = Ker K.

Zvolme z € Ker K \ At takové, Ze z # 0. Pak existuje n € N takové, Ze (z7en) # 0. (Skutecné, jinak by
platilo (z, Z;il Bnen) =0 a odtud z € A+.) Pak ale plati Kz = 0, nebot z € Ker K. Odtud dostavdme pro
vsechna n € N

0= (Kz,en) = (z,Ken) = (z, )\nen) = )\n(z7en) ,
coz je ve sporu s A, # 0. Tim jsme ovéiili, ze A+ = Ker K.

Dausledek 4.21 (O rozkladu Hilbertova prostoru pomoci kompaktniho samoadjungovaného operatoru) Necht H

je Hilberttv prostor, K je kompaktni samoadjungovany operator na H, {ej}?ozl C H je ortogonalni systém vsech
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vlastnich vektort prislusejici vSem nenulovym vlastnim ¢éislim operdtoru K. Pak pro kazdy prvek h € H existuje
posloupnost {a; };0:1 takova, Ze

h = Zajej +z, (4.5)
j=1
pricemz z € Ker K. Déle
Kh= Zaj)\jej (46)
j=1
a plati
h
o = (” ’GHIZ) pro vSechna k € N .
ek

Poznamka Hilbertova-Schmidtova véta [4.20|a disledek rozsifuje znamou vétu ze ¢tvrtého semestru matema-
tické analyzy (Véta i na Hilbertovy prostory, které nejsou separabilni. Neseparabilni ¢ast prostoru je pravé
Ker T'. Zatimco se v rovnici objevuje i tato neseparabilni ¢ast, v rovnici uz nevystupuje. Tato vlastnost
pak umoznuje vyuzivat vlastnosti rozkladu do Fourierovych fad u kompaktnich samoadjungovanych operatorii i na
neseparabilnich prostorech.

Na zéavér kapitoly se rozlou¢ime vétou, kterd (mimo jiné) umoziiuje konstruovat kompaktni operatory na Hil-
bertovych prostorech.

Véta 4.22 (O rozkladu Hilbertova prostoru pomoci omezené posloupnosti) Necht H je separabilni Hilbertiv prostor,

{ej};il C H je dplng ortonormdlni systém a {aj};il C C je omezend posloupnost. Oznacme

M = sup{|e;|} < +o00.
JEN

Definujme operdtor T predpisem
o0
Th = Z(h, ej)H cQeg .
j=1

Pak
1. T je dobre definovdn na celém H, T € Z(H) o |T| = M.
2. T je samoadjungovany <= o; € R pro vsechna j € N.

3. T je kompaktni <= existuje prerovndni poslopnosti{a; }j:1 takové, Ze lim, o o, = 0.

Priklad

1. Volme posloupnost «,, = 1. Pak operator generovany takovou posloupnosti je ziejmé Id. Podle druhé a tieti

¢asti predchozi véty je I'd samoadjungovand, ale neni kompaktni.

1
2. Volme posloupnost «,, = —. Pak podle predchozi véty generuje tato posloupnost operator, ktery je samoad-
n
jungovany a navic diky a, — 0 je kompaktni.
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Poznamka V kvantové statistické mechanice se pracuje s tzv. operatorem hustoty p definovanym predpisem
o0 o0
pi=>> pils) (|, kde {|v;)}2, € H jsou takové, Ze |(¢e;)| =1a > p;j=1.
j=1 j=1
Povsimnéme si, ze v nediracovské notaci bychom takovy operator zapsali predpisem
o0
p(h) = pi(w;, h) ;.
j=1

Ke splnéni podminek z predchozi véty mu chybf jen to, Ze {|¢j>};il nemusi tvorit (a vétsinou netvori) ortonormalni
posloupnost. Nicméné se da ukéazat, ze operator hustoty je vzdy kompaktni a samoadjungovany. Dokonce patii do

specialni tfidy kompaktnich operdtoru, pro které lze definovat tzv. stopu operatoru predpisem
o0
Trjp= Y (;lple;)
j=1

(tzv. trace-class operatory). Vice lze najit naptiklad v knize: BLANK, Jiki, PAVEL EXNER A MILOSLAV HAVLI-
CEK. HILBERT SPACE OPERATORS IN QUANTUM PHYSICS THEORETICAL AND MATHEMATICAL PHYSICS. MEL-
VILLE, N.Y.: SPRINGER, 2008. ISBN 9781402088698.
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5 Neomezené operatory

V tvodni kapitole jsme ukézali charakterizaci spojitych linedrnich operatort na Banachovych prostorech: proT : X — Y

linedrni plati
T je omezeny < ||T|| < +oo < T je spojity .
Specidlné si uvédomme, ze Tetézec téchto ekvivalenci dava i tento fetézec ekvivalenci negovanych vyroki:
T neni omezeny < ||T|| =400 < T neni spojity .

V této kapitole predstavime nékteré vlastnosti linedrnich, ale neomezenych a tedy nespojitych operatort. Bu-

deme pracovat pouze na Hilbertovych prostorech, kde mame k dispozici vlastnosti skalarniho souc¢inu. Ukazuje
se, ze jsou zde problémy se samotnym definiénim oborem prislusného samoadjungovaného operatoru, a dokonce i
samotného operatoru L.

Poznamka Misto L’ jako oznadeni adjungovaného operatoru zde budeme pouzivat znaceni L*, abychom adjungo-
vanost odlisili od znaceni derivaci na prostorech funkci.
5.1 Symetrie a samoadjungovanost

Definice 5.1 (Adjungovany operdtor) Necht H je Hilberttv prostor, D(L) C H je linedrni podprostor a L :
D(L) — H je linearni operator.

1. Definujme D(L*) :={y € H; 3h* € H, (Lz,y) = (z,h*) Vo € D(T)}
2. Je-li D(L™) neprazdnd mnozina, definujeme adjungovany operator L™ : D(L*) — H predpisem
L'y =h".
Poznamka Je-li D(L*) # (), pak z definice ihned dostdvame
(Lz,y)g = (x,L*y)g pro vSechna x € D(L),y € D(L").

Zatimco pro omezené (spojité) operatory je predchozi rovnost dusledkem Rieszovy-Fréchetovy véty (Véta |4.4), pro
neomezené operatory je tfeba tuto rovnost postulovat.

Prirozené zavadime i pojem samoadjungovaného operatoru.

Definice 5.2 (Samoadjungovany operator) Operdtor L : D(L) — H nazveme samoadjungovanym, jestlize
1. ID(L*) # 0, D(L*) = D(L),
2. L* = L na D(L").

Poznamka Rovnost defini¢nich obort je zde velmi dilezitd. Pozdéji uvidime, ze pokud D(L) # D(L*) a L = L*
na D(L) N D(L*), dostaneme pro L jiné spektralni vlastnosti, nez kdyby byl samoadjungovanym.

Ptimo z definice plyne néasledujici lemma.
Lemma 5.3 D(L*) # 0 = L" je linedrni.
Dulezita otazka: Kdy je D(T™) # 0?7

Véta 5.4 (O existenci adjungovaného operatoru) L je linedrni operdtor s defini¢nim oborem D(L). Pak

D(L*)#0) < DL)=H .
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Diikaz. Lze najit ve skriptech LUKES, 11.6. O

Pozn.: Nejjednodussi realizace D(L) = H se zda byt ptimo D(L) = H. K vysvétleni toho, pro¢ tato situace nastat

nemuze se dostaneme pozdéji.
Definice 5.5 (Symetricky operator) L :D(L) — H je linearni operator. Rekneme, Ze L je symetricky, pokud
(L:v,y)H = (x,Ly)H Va,y € D(L).
Coz pro neomezené operatory neni totéz, co samoadjungovanostﬂ

Lemma 5.6

D(L) C D(L")

Lj tricky <
je symetricky { L=L" naD(L)

Z toho plyne implikace L je samoadjungovany = L je symetricky. Specidlné pak L neni symetricky =

L neni samoadjungovany. Ta se ¢asto v praxi vyuziva k dikazu, ze L neni samoadjungovany, aniz je tfeba hledat
D(LY).

Véta 5.7 (O omezenosti symetrického operdtoru na celém prostoru)

D(L)=H

O ., ¢ =L je omezeny
L je linedrni a symetricky

Diikaz. Lze nalézt opét ve skriptech LUKES, 11.10. O
Odtud plyne

D(L)=H

S ) ¢ = L je omezeny,
L je lineadrni a samoadjungovany

tedy neomezeny, samoadjungovany operator ma D(L) # H.
Jedind mozna situace pro samoadjungované neomezené operatory na H, je

D(L)# H, D(L) = H
D(L) je lin. podprostor.

O takovém operatoru L se 1ika, ze je husté definovdn na H.

4Terminologie pouzivana v literatuie se riizni. Nékteii autoii pouzivaji termintl ,symetricky“ a ,samoadjungovany“ (kromé tohoto
textu jesté napiiklad napt. Lukes, Formédnek) a jini ,hermitovsky“ (pro takovy, kterému zde fikdme symetricky) a ,samoadjungovany“
(nap¥. Cerny+Pokorny, Cihdk). Mnoho autorti mezi pojmy dokonce nerozlisuje, vétsinou z diivodu préce s omezenymi operatory, kde

vSechny pojmy skutecné splyvaji.
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Priklad | (Operdtor derivovani) H = L?((0,1)), D(L) = C' ([0, 1]). Na tomto prostoru definujme Lf = f’.
Vime, Ze C1 ([0, 1]) = L?((0,1)). Operator je zfejmé linedrni a neomezeny.

Zkoumejme symetrii jako nutnou podminku samoadjungovanosti. Zejmeé je

(Lfa g)Lz = (flvg)Lz = /O f’(x)g(m) dz, (fv Lg)Lz = /O f(l‘)?l(x) dz.

Aplikujeme-li metodu per-partes, dostaneme

[ s@i i = (10w, - [ g .

Ani v pripadé, ze se pomoci vhodnych okrajovych podminek zbavime krajnich ¢lend, nemuze byt
operator derivace L nikdy symetricky, tedy ani samoadjungovany, kvuli zméné znaménka pred

integralem. ) )
Uréime nyni D(L*) vySetfenim mnoziny fals— [ fo'=[ A7 ()
0 0

{geC'([0,1)): An* € L?((0,1)) tak, ze (Lf,g),, = (f,h*),. VfeC ([0,1])},

piidemz platnost rozpisu dle Per-Partes vyZzadujeme pro Vf € C1([0,1]).

Volbou specialnich funkei f zjistime nutné podminky.

1. Zvolime funkci f jako na obrazku:

1.0
0.8
= 0.6
= 0.4}
0.2}

0.0
0.0 02 04 06 0.8 1.0

T
Pii dosazen{ téchto f. do (%) a provedenim limity ¢ — 0% dostaneme [fg]} = 0.
2. Volbou fs, definovaného obréazkem jako

3. Zvolime funkci dle jednoho z obrazku

1.0 1.0
0.8 0.8f
E 0.6 E 0.6}
= 04r = 04¢
0.2f 0.2f
0.0 0.0
0.0 02 04 06 08 1.0 0.0 02 04 06 0.8 1.0
x x

dostaneme podminku g(0) = g(1) = 0. To je prvni zpfesnéni, ze kterého plyne

D(L") € {g € C'([0,1]), 9(0) = g(1) = 0}
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4. (%) se tedy redukuje na

1 1
- [ig= | "
[7=]
1
/f(g’+h*)=0 vf e c(]o,1]).
0

Odtud (z du Bois-Reymondova lemmatu) plyne, ze ¢' + h* je s.v. rovno nule, a tedy Ze h*
je s.v. rovno spojité funkci —g’. Po predefinovani h* v bodech miry nula (hodnotami funkce

—¢') lze tedy h* povazovat za spojité.
Nalezli jsme h*, tedy neni tfeba ddle modifikovat D(L*). Mame

D(L") = {g € €*([0,1]), g(0) = g(1) = 0}
Lg=—¢

Evidentné L # L*, navic i D(L*) G D(L). Zcela jisté tedy nejde o samoadjungovany operator.
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Priklad| (Modifikovany operéator derivovani) Pro samoadjungovanost operdtoru derivace je tfeba modifikovat
jak L (aby vyslo L™ = L), tak D(L) (aby byl D(L*) = D(L)). Myslenka pro modifikaci vychézi
7 pozorovani
Lf=f = L f=-f,
pri¢emz prebyvajici znaménko je tfeba ,rozpulit mezi L a L*“. Definujme tedy

Lf:=if nalL?((0,1)).

Jelikoz nutnou podminkou pro samoadjungovanost je symetrie, bude pro symetrii potieba mit
v D(L) spravné podchyceny okrajové podminky. Uvazujme t¥i moznosti

1. D(Ly) = L?((0,1)) n C* ([0, 1]),
2. D(Lz) = L?((0,1))n C* ([0,1]) N {f () : f(0) = f(1)},
3. D(Ls) = L*((0,1))nC ([0,1]) N {f () : f(0) = f(1) =0}
a tii restrikce
Li=Llpr,y, L:=Llpw,y, Ls=Llpw,-

Symetrii prozkoumame opét pomoci per partes:

1

(Lf,9) / §= 0/1 @;yo/lfig': (%) + (£, Lg)

0 ** (%)

=0 pro f,g € D(L2), nebo f,g € D(L3)
7&0 pro fag S D(L1)7

z ¢ehoz plyne, ze symetrické jsou pouze Lo, Ls a Li symetricky neni. Jako cviceni si zkuste ukéazat

()

e D(L7) = D(L3) & D(L1) (dalsi potvrzen toho, ze Ly neni symetricky)
e D(L3) = D(Ls) (tj. je symetricky a mize byt i samaoadjungovany, pokud L; = Ls)

e D(L3;) = D(L1) 2 D(L3) (tj. potvrzeni symetrie, ale zaroven dikaz, ze Lz neni samoadjun-
govany.)

Jediny kandid4t na samoadjungovanost je Lo, ktery je symetricky a spliiuje D(L3) = D(Ls). Zbyva
oveiit, ze L = L* na tomto defini¢nim oboru. To plyne podobné jako v predchozim piikladu. Ze

symetrie mame

na D(L3)

(Lf.g)=(fLg) = (f,h")=(fL"g) VfecC' (1]

a déle postupujeme stejné pouzitim du Bois-Reymondova lemmatu.

Zavér: L neni symetricky (ani samoadjungovany), L3 je symetricky (ale neni samoadjungovany)
a Lo je samoadjungovany. Vidime, ze i v piipadé D(L) se okrajové podminky ,rozdélily“ mezi
D(L») a D(Ly).

Poznamka Pripomenme kvantovémechanicky operator hybnosti

p= —ih% definovany na L?(R) N C*(R) .
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Modifikaci predchoziho prikladu snadno zjistime, Ze operdtor definovany na takové mnoziné je symetricky, ale neni
obecné samoadjungovany. Je si tfeba uvédomit, z jakého prostoru bereme vlastni vektory. Pokud bychom se snazili
nalézt feseni rovnice

dy _
de

zjistili bychom, Ze FeSen{ rovnice 9 (x, k) pro vlastn{ funkce

—ihSE = k()

V(@ k) = Ce¥?

nepatif do L?(R). Operator hybnosti tedy na L?(R) nem4 Z4dné vlastni vektory. V néseldujici kapitole se s timto
nedostatkem budeme schopni vyrovnat pomoci tzv. vahovych Hilbertovych prostort Lg.

5.2 Spektrum neomezenych operatora
V pripadé omezenych operatort hraly zasadni roli pro charakter spektra nasledujici t¥idy operatori:
e Samoadjungované operatory: jsou zavedeny i pro neomezené operatory, avSak komplikovanéjsim zptisobem.

e Kompaktni operatory: zadny neomezeny operator vSak nemuze byt kompaktni, protoze kazdy kompaktni
operator uz je omezeny. Roli kompaktnich operdtori pro nemezené operatory Castecné prevezme trida tzv.

uzavienych operatort, kterou budeme nyni definovat.

Definice 5.8 (Uzavieny operator) L : D(L) — H je linedrni operator husté definovany na H. Rekneme, Ze L je
uzavieny, pokud pro z, € D(L):

r, — x€H

=ze€D(L), Lv =gy,
Lz, — g€ H

nebo-li L mé uzavreny graf: [x,, Lx,] = [x,9] = g = Lx a [z, Lx] € graf. Slovné lze tuto vlastnost definovat
tak, ze ,konverguje-li posloupnost vzoru a soucasné i posloupnost obrazii, pak musi limita obrazu byt zobrazenou
limitou vzoru.*

Déle jsme u omezenych operatoru studovali, zda jsou prosté a na. Tato otédzka m& smysl i u neomezenych
operatori. Konecéné jsme takové studovali spojitost inverznich operatori. Touto otdzkou se, celkem prekvapive,

mé smysl zabyvat i v této kapitole. Ukazuje se, ze nespojité linearni operatory v nekonec¢né dimenzi mohou byt

uzavrené, a¢ jsou nespojité a mohou mit spojitou inverzi, a¢ jsou samy nespojité. To jen ukazuje, jak malou intuici

mame v prostorech nekonec¢né dimenze.

Véta 5.9 (O spektralnich vlastnostech neomezenych operdtori) L : D(L) — H je linedrni operdtor husté definovany
na H. Pak

1. R(L)=H = L je prosty a na R(L).

2. R(L) = H = L je prosty, na H, samoadjungovany a L™" je spojity.

3. L™ je spojity < L je prosty, na H a uzavieny.
Diikaz. Viz napr. RUDIN: Functional analysis, 13.11 a dal. O
Definice 5.10 (Resolventa, spektrum operdtoru)

e Resolventa L = Res (L) := {\ € C, L, prosty, na H, L;l spojity }.

bodové spektrum (vl. &.) :={A € C, 3z € D(L), x # 0, Lz = Az}
zbytek

e Spektrum L =o(L):=C\Res L =
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Poznamka Spektrum neomezeného operdtoru mize byt jakdkoli neomezend podmnozina C, véetné celého C.

Vlastnosti spektra linearnich neomezenych operatori L na H

1. L je uzavieny = o(L) je uzaviend mnozina v C.

2. L uzavteny a symetricky, pak nastane pravé jedna z nasledujicich situaci:

&~

) o(L) =C,
) o(L)={XA € C, Im\ >0},
(¢) o(L)={x e C, ImA <0},
) o(L) je uzaviend podmnozina R.
Pouze v bodu d) je L samoadjungovany, jinak je pouze symetricky.

3. Je-li L symetricky a m4 redlnd vlastni ¢isla (pfipadné pokud je uzavieny a samoadjungovany), pak jsou vlastni

vektory prislusejici riznym vlastnim c¢islim na sebe kolmé.
Poznamka

1. Druha ¢ast predchozi véty ukazuje velkou odliSnost mezi samoadjungovanym a symetrickym operdtorem.
Neomezeny symetricky operator miize obsahovat prvky z nebodového spektra, které nejsou redlné. U samo-

adjungovaného operatoru takova situace nemuze nastat.

2. Vlastnich ¢isel i vektorti mize mit neomezeny operator obecné nespocetné mnoho. Odvétvi matematiky zaby-

vajici se touto problematikou se nazyva spojity funkcionalni kalkulus, uzivajici obecnéjsiho integralu namisto

sumace pri rozkladu prvki do vlastnich vektort.

3. V teorii o neomezenych operatorech nemame apriori véty o tplnosti zadaného systému. V konkrétnich ptipa-

dech je treba jejich uplnost dokazovat pripad od pripadu.
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6 Linearni diferencialni operatory

V této kapitole zavedeme specidlni piipad linedrnich neomezenych operatori, linearni diferencidlni operatory, k nimz

budeme generovat baze v polynomialnim tvaru.

6.1 Vyrazy v samoadjungovaném tvaru

Definice 6.1 (Linedrni diferencidlni vyraz n-tého fadu) Mé&me —oo < a < b < o0, y € C*(a,b). Linedrnim

diferencialnim vyrazem n-tého fddu nazveme vyraz

() =S prle)y™®, (6.1)
k=0

kde y = y(x), Vk je pr. € C(a,b) a plati p, #Z 0 na (a,b).

Poznamka V této definici pozadujeme existenci vétsiho poc¢tu spojitych derivaci pro funkce pg, nez je pro korektnost
definice nutné. Cinime tak vak s ohledem na . Terminologicky: v predchozi definici nepouzivame pojem linearni
diferencialni operator, abychom odlisili skutec¢nost, ze k definici operatoru potfebujeme navic mit vhodny defini¢ni
obor — nejen prostor vSech funkci, pro ktery ma smysl, ale takovy defini¢ni obor, ktery z ¢ ucini alespon

symetricky operator.
Definice 6.2 (Linearn{ diferencidlni operator) Pojmem linedrni diferencidlni operdtor L n-tého fadu myslime
piislusny linedrn{ diferencidlni vyraz £(y) na uréitém predem specifikovaném definiénim oboru, tedy

L = {|p)

Budeme chtit, aby v souladu s ivahami predchozi kapitoly byl L husté definovany na Hilbertové prostoru H,
tedy D(L) # H, D(L) = H. Typicky budeme mit D(L) € (H NC"(a,b)), tak aby D(L) tvofil linedrni podprostor
H.

Vime, ze symetrie je nutnou podminkou k samoadjungovanosti. Dile budeme hledat dalsi nutné podminky

samoadjungovanosti, resp. symetrie a budeme pracovat na mnohem mensim prostoru Cg;t(a, b), tedy nekoneénékrat

diferencovatelné funkce s kompaktnim nosic¢em.

Poznamka Diky tomuto pristupu se pfi provadéni per partes nemusime zabyvat okrajovymi ¢leny jelikoz vsechny
funkce z uvazovaného prostoru Cgp;(a, b) (a jejich derivace) jsou na néjakém okoli krajnich bodi nulové. Toto zjed-
noduseni si mazeme dovolit, jelikoz hleddme nutné podminky samoadjungovanosti, resp. symetrie. Pokud operator
nebude spliovat podminky pro takto ,hezké“ funkce, nemuze je spliovat pro zadny jiny defini¢ny obor. Pfi zkou-
méni ¢ konstukei D(L), viak musime mit vzdy na mysli (¢i se piesvédcit o tom), ze Copy(a,b) je prostor husty
v D(L), aby se vysledky, dosazeni na Cgy,(a,b) daly pomoci argumentu hustoty prenést na D(L). VSimnéte si
napiiklad konce dikazu Lemmatu

Definice 6.3 (Adjungovany vyraz k £(y)) Adjungovany vyraz k vyrazu £(y) znacime £*(y) a definujeme jej jako

e =YV () v) (62)

k=0

Lemma 6.4 K danému ¢ je £* jediny linearni diferencidlni vyraz pro ktery
(E(y)v Z) = (y7 E*(Z)) Vy, z e Cé);t(av b)

Diikaz. V kazdém z ¢lent typu fab pr(x)y® (x)z(x), k = 1,...,n provedeme nejprve k-krat per partes a dostaneme:

/abpk(x)y(k)(x)z(x) _ (1)/ab (pk(x)z(x))/y(kil) = (—1)® /b (pk(z)z($))(k) y.

a
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hrani¢ni ¢leny jsou nulové diky tomu, z jakych prostori bereme y, z. Celkové pak mame

-3 / P @ = Y () “ [ (@) = ().

k=0 k=0

Posledn{ rovnost plati diky py(2)z(z) = pr(z)z(x).
Jednozna¢nost dokdzeme sporem, predpoklddejme Ze existuji dva adjungované operatory £* a £ splitujici rovnost.
Méame

(L), 2) = (9:€°(2)) = (9. 0(z))  Vy,z € C(a,b).
Pak ale nutné z posledni rovnosti, kterd musi platit pro vSechna y z husté podmnoziny v L?, dostdvame
0 (z) = Z(z) Vz € Coi(a,b),

pokud si totiz zvolime pevné z, pak ze spojitosti skalarniho souc¢inu musi byt prvky v druhé slozce skalarniho

soudinu stejné. TO vsak znamend, 7e £* = / na Cosi(a,b). Tato mnozina funkei je vsak husta v D(L) a proto
¢* =/ na D(L).
O

Dalsi podminkou kterou pro samoadjungovanost potiebujeme je £ = £*, coz klade podminku na tvar jednotlivych

() (k=) (5

koeficientu py

n

S oey® =S =0FEE )™ = (-1
=0 pars

k=0

QMk

Srovnejme koeficienty u y(™

pn=(=1)"Pn
n sudé : p, =P, = pn je redlny

n liché : p, = =D, = pn + Pn = 2Re(p,) =0 = p, je ryze imagindrni

a dale postupujeme stejné. Nyni definujeme elementérni diferencidlni vyrazy, pomoci kterych linearni diferencialni

vyraz ¢ = {* nasledné zapiseme.

Definice 6.5 (Elementéarni diferencidlni vyraz) Elementdrnim diferencidlni vyrazem nazveme LDV ve tvaru
(k)
B = (~1)* (p y™)

Eopy = % [(P y(k_l))(k) + (p y(k))(k_l)] )

kde p je realna funkce.

Véta 6.6 (O kombinaci elementarnich diferencialnich vyrazi) {(y) = £*(y) Yy € Co, <= {(y) je konecnou
linedrni kombinaci elementdrnich diferencidlnich vijrazi Eo, a Fap_1. Vice viz CIHAK, str. 210.

Priklad | Podivejme se, jak elementarni diferencidlni vyraz vyjde pro k =1 a k = 2.

By = % (py) +py)= %(p’ y+2y)=ipy + %p’ y. Prop =1 dostdvime iy".

Ey=—(py') ... tzv. diferencidlni vyraz 2. fadu v samoadjungovaném tvaru.
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Poznamka Pokud bychom pracovali ve vyssi dimenzi, bude F5 odpovidat zékladnimu tvaru pro rovnici druhého
radu pro funkci u
—div(pVu).

Pro p =1 pak dostdvame Laplacetiv operdtor (pfi omezeni na piislusny defini¢éni obor)
—Au

ktery je tedy v samoadjungovaném tvaru.

6.2 Ortogonalni baze v Lg slozené z polynomu

Budeme uvazovat prostor
2 ’ 2 1
H = L;(a,b) = f:(a,b)—)(C;/a plfI° < oo, kde p: (a,b) = R je tzv. vdha spliujici p > 0,p € C(a,b),p€ L ;.

Poznamka Casto se uvazuje obecnéjsi vaha nez p € C(a, b).

Lze ukazat, ze L%(a, b) je Hilbertav prostor se skaldrnim souc¢inem

b
(y,Z)ZpE/ PYyZ

b 2
Hyllg,p:/ plyl”.
a

Poznamka Prostor L% uvazujeme napr. proto, ze chceme pracovat s polynomy na R. Pritom zadny polynom P

a normou

neni prvkem L2(R) ale vSechny polynomy jsou prvkem LiiIQ.

Uvazujme nyni T : D(T) — L2, symetricky na D(T'), pritom necht D(T) je takové, ze D(T) & L2, D(T) = L?
a D(T) C [2N L2

Definice 6.7 (Vlastni &slo a vlastni funkce s vahou p) T je husté definovany na L2(a, b). Cislo A nazveme vlastnim

¢islem s vahou p, pokud Jy # 0,y € Lf) takové, ze
Ty = \py (6.4)

Necht T je alesponl symetricky na D(T') ve smyslu (Ty,z)2 = (y,Tz)2 Vsimnéte si, ze zde pracujeme se

skalarnim souc¢inem bez vahy, prestoze vlastni vektory a vlastni ¢isla zvazujeme s vahou. Potom

(Ty,vy), 5

Il
(v, Ty),

b
(Myp.y), = Moy, ), = A/ply\2 = Allyl

By 2
= Al -

Pokud je tedy y € D(T), je A € R.
Déle pro Ty; = A\jpy;, j =1,2..., (T je symetricky, tedy obé tato vlastni ¢ésla jsou redlnd), A\; # A, mdme

Ay y2), , = Mipy2)y = (Ty,y2)y = (91, Ty2) = - = Ao (y1,92), - (6.5)

Jelikoz mame ruznd vlastni ¢isla A\; # g, dostdvame kolmost v LIQ): (yl, y2)2 )= 0.
Zéavér: V pripadé symetrického operatoru 7 jsou vlastni ¢isla vahou redlné a vlastni vektory pak tvori ortogonélni

systém v Lf). Obecné vsak v tomto pripadé neni k dispozici
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e vyrok o spocetnosti takto vytvoreného systému OG funkci,

e vyrok o tdplnosti tohoto sytému, tedy o tom, Ze by tvoril bazi (musi se dokazovat pro jednotlivé pripady

zv14st).

Vime vsak, ze generujeme OG mnoziny. Jednodussi je situace prostorti funkci na kompaktnich kmozinach,
kde méme k dispozici Weistrassovu vétu o tom, Ze polynomy jsou husté v C(K) (pro K kompakt), pokud dany
systém obsahuje polynomy vSech stupnu. Zda se tedy rozumné soustiedit se na tuto specidlni OG mnozinu. Jelikoz
C(K) je hustd v L%(K ), plyne pak tiplnost OG mnoZiny polynomt (obsahujici polynomy vSech stupii) v L,Q)(K )z
Weistrassovy véty. Na nekompaktech se tplnost jakékoli OG mnoziny funkci dokazuje mnohem obtiznéji.

Na zéakladé této poznamky se budeme nyni zabyvat situaci OG mnozin vlastnich funkci, které jsou polynomy.

Véta 6.8 (Véta o rekurentnim vzorci) Méjme prostor L2(a,b), —oo < a < b < 400, p takové, Ze || P||, , <0V
polynomy P. Bud {varphi,}S2_, systém redlngch OG polynomi v L,%(a7 b), stuperi(on) =n, n=20,1,2,3,... Potom
Vn e N dA,,B,,C, € R, Ze

TPn = An@n+1 + Cn@n + Bn‘Pn—l- (66)
Poznamka
c b c b
n=0 = @o=c#0, potom xpg=cr=—(ax+b)——_ ¢ = xpo=—p1— —po
A —_—— a a
1, a#0 #o

Dikaz. n € N : stupeti(zp,) =n+1 = Iy, 1 €R, ze

n+1
TP, = Z Ynkpr (obecné polynomy nemusi byt OG, postacujici podminkou je stupei(p,) =n (6.7)
k=0

Vztah (6.7)) plati obecné pro jakékoliv polynomy, stuperi(y,) = n, tyto polynomy nemusi byt OG. Nyni provedeme
na (6.7) skalarni soucin ,s vahou*: (e, ¢p;), , Vi =0,1,... adostaneme

n+1

Tn,j
(x%u%‘)zp = Z%,k (@kz@j)lp — . g
k=0 —_—— 0 jinde,

Srillerlls,,

2 .
i <n+1
‘(p.]||27p .7 (68)

jelikoz v, ; = 0 pro j > n+1 (suma je rovna nule pro j > n+ 1 protoze pr Ly, prok € {0,...,n+1}aj>n+1).
Kvili redlnosti ¢, je
j+1 j+1
(@Pns93)5, = (9r:205) 5, = (Pns D V5p0) 5, = D Vio (P 09) - (6.9)
p=0 p=0

Tento vztah porovnédme s (6.8)), kery budeme &ist tak, Ze ,vysledny vyraz je nulovy, pokud je index u ¢, ktery nenf
sCitacim indexem, vétsi nez horni mez souctu“. Zde to tedy znamend, ze vyraz je nulovy pron > j+1 a tedy
nenulovy pouze pro j > n — 1. Posledni vyraz v je vsak stale roven poslednimu vyrazu v , tedy

2
Yng #ill2, (6.10)

pri¢emz jsme zjistili, Ze tento vyraz je nenulovy pouze pro n—1 > j > n+1. Protoze normy vSech polynomi ¢; jsou
nenulové (jde o polynomy stupné j), rozhoduje o nulovosti vyrazu (6.10) koeficient v, ;. To znamena, ze jedinymi
nenulovymi koeficienty jsou vy n—1, Ynn & VYnnt1. 2 (6.7) pak plyne

TPn = Yn,n—1Pn—1 + Yn,n Pn + Yn,n+1 Pn+1-
g = i
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Tento rekurentni vzorec lze napt. vyuzit pro vypocet systému OG polynomu a vypocet jejich norem. Vime, ze:
Tpn = Apont1 + Crnon + Brpn—1, n=1,2.3,.... (6.11)
Predevsim vidime, ze
o A, # 0 Vn, jinak by byl stupen polynomu vpravo roven n, pricemz stupen polynomu vlevo je n + 1.

e Vynésobenim rovnosti (6.11]) nejprve (o, <pn+1)2 , & poté (o, sOn—1)2 , dostaneme s vyuzitim ortogonality sys-
tému {p,}, Ze

2
(x‘Pna SDn+1)27p = A’ﬂ ||<p”7«+1||2,p

(x(pna Son—l)Q’p =B, ”3071—1”3,,0
[ ,
(2¢n+1,9n),, = But1 lenlls,, -

Protoze je diky redlnosti polynomu (xgon,gon_H) = (zgpn+1,gpn)2 » plyne porovnanim prvniho a tretiho

2,p

fadku predchoziho vypoctu A, ||@n+1] ; p = Bni1 ||g0n||§ ,» odkud dostaneme rekurentni vztah pro normy

B
2 n+1
lenaly, = 222

2
lonlls, n=1,2,3,... (6.12)
lloll @ [[¢1]] samoziejmé musime zndt. Navic z (6.12)) a z toho, Ze A,, # 0Vn € N plyne, Ze i B,, # 0 Vn.
Poznamka Presvédcili jsme se, koeficienty A,, a B, v (6.11) jsou vzdy nenulové. Koeficienty C,, vSak nulové ve
specidlnim pripadé byt mohou. Konkrétné, pokud je b = —a, a vaha p je sudé na intervalu (a,b), je C,, = 0Vn € N.

Diikaz této poznamky lze provést napriklad takto: Opét podle obecné vlastnosti polynomt mame

on(—x) = Z,Bmkgok(x) /("%(gj))zp pro j =0,...,n, jinak je soucin 0
k=0

a

s 0313, = (on(=0), 93(2));, = [ n(-2)es@pl@) da =7 = [ ou(®rpi(-tp(0)

= (#n(@),95(=2)), , = (#n(@), Y Bjmpm()) = 0 pron > j.

Br.j jsou tedy nenulova pouze pro j = n a z prvniho vztahu mame tedy ¢, (—2) = By nen(z). Nyni

srovnejme koeficienty u 2" v polynomu ¢, (z) = > ,_, apz®:
an(*x)n = 6n,nanxn - ﬂn,n = (*1)71

Proto n(—2) = (=1)"¢n(z) = (pn(—2))* = (¢n(x))?, tj. |pnl® je suda.
Zavérem mame

TPn = An@n-{-l + Cngpn + Bn‘pn—l /(.7 (pn)lp

|
——

a
/x|<pn\2p(a:) =0, nebot z jsou lichd a |<pn|f, sudé,

—a

z ¢ehoz plyne C), = 0.
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6.3 Gaussova redukovana rovnice a ortogonalni systémy polynomii

Uvazujme tzv. Gaussovu redukovanou rovnici (GRR)

‘xy" +(s+1—2)y —ay=0|, x#0; a,s€C; s# —1,-2,-3,... (bez spoilerti, ditvod brzy poznime).

1. Nejprve ukézeme, ze tuto rovnici lze psat ve tvaru ,vlastni vektor a vlastni ¢islo s vahou*, tj. ve tvaru

Ty = Apy pro A€ C s vhodnou vahou p,
pfifemz Ty ma tvar diferencidlniho vyrazu v samoadjungovaném tvaru, tj. Ty = (—py’)’. Tedy

(—py")" =Xy, p#O0
'y —py" = Apy =0

/
g+ Zy+aly =0
p”p

Porovnanim posledni rovnosti se zaddnim GRR a tpravou pro = # 0 dostaneme

1
y//+<8+ _1>y/_ay_0'
xr xr

Jelikoz nam staci nalézt libovolné, netrividlni feseni, mizeme psat

/
1
po_s+l
P x
/ /!
(Infp]) = (s+1)(Inz|) — 1
Ip| = |z|*Tte " K, K >0
p=a" e @ zvolili jsme vétev z > 0.
Pro z > 0 vyzadujeme p € L'(0,00), tedy s > —1. Navic mame A = —a, 197 = % = p=2L p=ua%"
Dostali jsme tedy rovnici
(—z°tte™ y')/ = (—a)z’e "y, (6.13)
P p
jejiz feseni fesi GRR. Je podstatné si uvédomit, ze pracujeme na prostoru L%(O7 o0) = Li o-2(0,00), s> —1

2. Budeme hledat feseni GRR ve tvaru fady. K tomu vsak musime ucinit nasedujici avahy.

e Pro z = 0 GRR degeneruje (ztrici ¥ad), je potieba ji vySetfovat separdtné na (—oo,0) a na (0, 00).

e Miuzeme predpokladat, ze tato dvé separatni feseni bude mozné ,slepit“ v bodé = = 0 tak, ze vznikne
Feseni na néjakém intervalu (—a,a) C R. Pokud hleddme feseni GRR ve t¥idé takovychto ,slepitelnych*
feSeni, kterd jsou navic analytickd v okoli nuly (lze je tam vyjadit Taylorovou fadou) lze je hledat i ve
tvaru Taylorovy rady se stfedem v nule. S tim rizikem, Ze Teseni v tomto tvaru nenajdeme, coz by néas

dovedlo k zavéru, ze tloha zadna ,slepitelna* feseni ve tvaru Taylorovy fady nema.

[ee]
Za této podminky polozime y = " ¢,a™ a dosazenim do GRR dostaneme
n=0

o0 o0 oo oo
Z can(n —1)z" 22 4 (s + 1) Z conz™ ! — Z cpnz” — o Z cpr™ =0
= = = n=0
e}
ZCH_H (n+ 1)nz” —|—Z (s+ Deprr(n+1 chnx chax”_
n=0

n=1 n=0
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Nyni srovnejme koeficienty:

20 (5+1)01:coa:>01:cos (odtud s # —1)
pron >1mdme z": cpp1[(n+1)n+(s+1)(n+1)] =cp(n+ a)
n+aoa
n+1l = Cn dtud -2,-3,...) ,
ot =T g odtuds# )

pricemz ziskany rekurentni vztah je platny i pro n = 0. Protoze kazdy nasobek feseni GRR je zase jejim
feSenfm, 1ze BUNO volit zakladn{ feseni pro ¢y = 1. Dostdvame, e koeficienty fady, kterd definuje Feseni, by

musely mit tvar

80:1
n+« Cn
n+s+1ln+1’

Cnt1 = pron=0,1,2,...;8# —1,-2,... .

Jesté vsak musime ukézat, ze fada s takto danymi koeficienty ¢g, ¢; nékde konverguje. Protoze fady s koefi-

cienty tohoto typu tvori jednu velmi dulezitou tridu fad, vénujeme jim nésledujici intermezzo.
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Intermezzo: Hypergeometrické rady

Definice 6.9 (Hypergeometrickd fada) Hypergeometrickou fadou nazveme mocninnou fadu tvaru

(o]
Z Cnxnv
n=0
pro koeficienty splnujici

e 7 polynomy P,(Q s koeficienty u nejvyssi mocniny rovnymi 1, st P =p > 0, st Q = ¢ > 0, Q nema kofeny

mezi NU {0},
' P
. %:ﬁ%ﬂ, n=01,2...;¢c=1
n+1
Poznamka Pro P(n) = Q(n)(n + 1) mdme < =1, |22 | — 7|, tedy geometrickou fadu s kvocientem .

Clen n%_l je zde jen z historickych davodi.

Rozlozme nyni P a @ na korenové ¢initele v C (kofeny na rozdil od standardnich zvyklosti oznac¢ujeme —a; a

—b;). Dostaneme
Chy1 (a1 +n)(az+n)...(ap+n) 1
Cn (b +n)(bg+n)...(bg+n) n+1"

Pro tuto situaci se zavadi nésledujici zapis hypergeometrické rady:

(6.14)

chxn :qu[al,...,G/p;bl,.-.7bq]($)-
n=0

Z rovnice [6.14] ihned vidime:

ep<qg+l = || 50 = R=+00 = Y. c,a" definuje holomorfni (C*) fci na celém C.

Cn

ep=qg+1 = || 51 = R=1 = ) c,2" definuje holomorfni (C>) funkci na U*(0).

Cn

ep>qg+1 — |2t | 500 = R =0, coz nedefinuje zddnou diferencovatelnou funkci.

Cn

Definice 6.10 (Pochhammertuv symbol) Pro a € C definujme

(a)o=1, (a)p=ala+1)...(a+n—1)

neN clentu

Pochhammerovu symbolu se nékdy té7 ¥iké ,Rising factorial“ a uzivé se i znaceni (a),,. Budeme ho ¢ist ,,a Pochha-

mmer n“, pfipadné ,a dole n“. Nakonec si jesté vSimnéte, Ze napt. (1), = nl, nebo (a), = %
S timto znacenim prepiSeme rovnici [6.14]
. (a1+n71)(a2+n71)...(ap+nfl)lc
" b An—1)bat+n—1)...(bg+n—1)n """
(a1 +n—1)(az+n—2)]...[(ap +n —1)(ap +n —2)] 11 A
(b +n—1)(ba+n—2)] ... [(bg+n—1Dbg+n—2)]nn—-1""72"
dalsimi kroky jde k (b1+n—1)...(b1)=(b1)n jde k 4
p
[I(aj)n
(a1)n (ap)n i co = Jj=1 ! i
b)) e.(bg)p 0!~ 2 n!’
( 1) ( q) ] H (bk)n
k=1
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Tim jsme se dostali k explicitnimu vyjadieni

hypergeometrické rady

ﬁ()

j=

=

oY

pFylan, ..., ap; b1, ... by 7
n=0 H (b )
Dtivod pfidéni onoho historického ¢lenu —= vynika v hypergeometrické fadé o Fy[;](x). Ta je dle predchoziho
ZAVEru rovna -

z" -

d%M@ﬁz}ng:e

n=0
Priklad
e Ukazte: )
1 T
of1 {; 2} (—4> = cos .

v C.

Reseni:

o Ukazte
2x

1ze tedy chapat jako rozsi

konec intermezza. Vratme se k GRR.

ﬁl

pfi¢emz fada vlevo mé smysl pro Va € C, aviak prava ma smysl pouze pro = € R. Radu nalevo

Rada vlevoma p=0,g=1 = p < ¢+ 1 = fada definuje hladkou (a holomorfni) funkci

1 1
(1/2),, n!

€T~

l)>n

4

(

n!l”% (% + l) o

on
n!d4n (1

13
22

A

} (—2%) = % O/Iet2 dt = erf (z),

feni erf (z) do komplexnich ¢isel.

3. Regenim GRR je fada > oo c,2", kde

C():].7

Cnt+1 =

n—+ « 1

—_— 0y 0,1,2,....
n+3+1n+1c

n =

Jde tedy o hypergeometrickou fadu prop =1, ¢ =1, tj. p < ¢+ 1 a mame

1Fy (o B+ 1]

k O

=3 w

*€C°°( ), aeC;seC\{-1,-2,-3,...}

+ 1)

1F1[a, s+ 1](x) je polynomem, pravé kdyz fada vpravo obsahuje konecny pocet ¢leni, coz nastane pravé kdyz

dn €N, (a); = 0VEk > n. Navic jelikoz

(@)

() =ala+1)...(a+k —1), dostaneme pro o = —n ekvivalenci

=0 < k>nproneNU{0}.
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Definice 6.11 (Laguerriv polynom) Laguerriv polynom fiddu s a stupné n je polynom, definovany pro
z,s € R, s > —1, jako

_ n _ 7 (—n)k a”
(x) = ———=1Fi[-n;s+ 1](z) = o (s—&—l)kH'

Poznamka

— L:(x) fesi GRR Vn € NU {0}, pokud v ni polozime o = —n.
— S odvolanim na tvar rovnice provedeme nasledujici restrikce:
e Uvazujeme = > 0, tj. z € (0,00)
e Uvazujeme s € R, s > —1, p(z) = 2%¢~%. Pak p > 0 na (0,00), p € C(0,00) N L*(0,00), coz ukazuje
na opravnénost volby p, jakozto vahy.
e Uvazujeme tedy Hilbertiv prostor Lise_m (0, 00).

e a=—-n,neNU{0}.
Ukézali jsme, Ze GRR lze psit v samoadjungovaném tvaru (rovnice [6.13])
Ty =mnpy,

kde Ty = —(py')', p(x) = *Te ™.

Potom n =0,1,2,... jsou vlastni ¢isla T s vahou p (na Lf}(O, 00)) a jim odpovidajici vlastni funkce jsou

Laguerrovy polynomy L; .

Podle vypoctu provedeného diive (viz uvahy za rovnici [6.5)) tvori Laguerrovy polynomy (pro pevni s > —1 a
2

rSe—

pron € NU{0}) OG systém polynomt v L (0, 00). Existuje tedy rekurentni vzorec pro jejich vygenerovani

(odvodime déle).

Laguerrovy polynomy jsou navic dplnym systémem, tj. kazdou funkci z L2 (0,00) lze napsat ve tvaru

IS efm
>0 yenLs (). Dikaz je nad rdmec téchto skript a lze nalézt napf. v CIHAK A KOL: MA pro fyziky V. (Véta
31, str 196).

6.4 Neékteré dilezité vlastnosti Laguerrovych polynomi
Explicitni vyjadreni

Plati

L] (x) = —a~ %" (m””e*m)(n) (6.15)

7 toho plyne, ze

Li(z) =z %e"z%e” =1

Li(z) =z %e®(z* e ™) = 2% (s + )az*e ® + 2 %2 T (—e %) = (s + 1) — z atd.

o0
Dalsf vyuziti explicitniho vyjadreni |6.15|se nabizi pfi vypoctech integralt typu [ Lf(z)f(z) dz, protoze umoz-
0

nuje pouziti metody per-partes. Takovy vypocet pozdéji provedeme.
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Diikaz. Dikaz vyjadieni [6.15] za¢neme tGpravou GRR

2y’ +(s+1-2)y —ay=0
(s”le*zy’)/ = az’e” "y, oznaCme rovnost jako GRR(y,s+1,a).
Derivaci dostaneme
xy"’+y”+(s+1—x)y”—y'—ay':0
2y + (s+2—12)y" — (a+ 1)y =0, rovnost ozna¢me: GRR(y',s +2,a+1).

O
n — 1 derivacemi tak dostaneme
GRR(y" V. s+ n,a+n—1)= (2°"e Y)Y = (a+n — 1) 5T ey |
——— —_—————
=V, Vi-1
tedy V! = (a+n — 1)V, _; a dalsim derivovinim méme
V'i=(a+n-1)V_;=(a+n—1)(a+n—2)V,_s.
Postupné pak mame
V) = (), Vo = (@)nz®e %y,
7 ¢ehoz mame
s+n_ —z, (n) (n) s, ,—x
(af e "y ) = (a)pz’e "y
a dosazenim a := —n dostaneme
1 -5 L( s+n _ —x (n))(n) (6 16)
y=-——x %€ (2 "e "y . .
(—=n)n
Pokud je a = —n, je feSenim GRR L?, co je polynom stupné n. Jeho n—t4 derivace je tedy konstanta, (L5)(™) =
ann!, kde a,, znaci koeficient u z™. Polynom lze zapsat fadou
(s+Dn x~ (—n)i o
L; = —
n(®) n! Z (s+ 1) k!’
k=0
tedy ay = S5 (25 0, proto (L)) = S,
Dosazenim do rovnice [6.16] médme
(n)
1 —N)n
L;@L (III) — xfse:r $8+n67I ( n)
(—n)n n!
LS _ 1 —s T s+n —x (n) 6.17
n(m)—ax e’ (z°t"e™™) (6.17)
Rekurentni vzorec
Vyjdeme z rovnice [6.17]
L —z ()
— s+
L (x) = s Se” (e ) .
=F,
Pak pfimym derivovanim dostaneme
1oy ) i —a\(n) ntl o (n)
Epi1 = ((:13‘5 nHlem ) ) =(s+n+1) (z""e )" = (a%T ") . (6.18)
E, =1,
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Nasim cilem je nyni vyjadrit I,, pomoci E,.

n

I, = (J:JZIJ“”e*I)(n) = Z <Z>ax(k) (z°tre®)(n=h) = /je nenulové jen pro k € {0,1}/
k=0
(n—1) =2E, +n (xs-l-ne—w)(n—l) ,
|\ —
In—1

=z (:Es+"e_w)(n) +n (xs+7le_l)
tj. I, = xE, +nl,_1.
Vezmeme-li navic pron —1, tedy E, = (s+n)E,—1 — I,,_1, dostaneme
I, =zE,+n(s+n)E,—1 —nE, .
Tuto rovnici dosadime do ¢imz dostaneme
Ep,y1=6+n+1)E, —zE, —n(x+n)E,_1 +nk,

2B, = (s+2n+1)E, — Epy1 —n(s+n)Ep_y / ate
n.

oLy (@) = (s+2n+ DLj(2) — (n+ DLy (0) = (s +0)Loa (@) |

coz je hledany rekurentni vzorec. Ze znalosti prvnich dvou ¢leni (L§ = 1, L§ = (s+1) — z) lze vygenerovat vSechna

L5,

Normy

B

2 +1 2

lent1llz, = Z lenlly, , n=1,2,...,
n

pokud
TPp = An@n-&-l + On(Pn + Bn@n—l .
Zde mame A, = —(n+1), B, = —(s +n), tedy

s+n+1

2
T ||L?l||2’p , o n=1,2,3,....

2
[Lnt1llz, =

oo
Prvni dvé normy spoéteme piimo: Mame HLgH;p = of 1-2%e =T(s+1).

IL3J2, = /((s 1) —2)ate ™ = (s+1)2T(s + 1) — 2(s + )[(s +2) + T(s +3)
=+ (s+2)—2(s+1)I'(s+2)+T'(s+3)
=T(s+3)—(s+DI'(s+2)
=(s+2)['(s+2)—(s+1)I'(s+2)=T(s+2)

a pouzitim rekurence dostaneme

s+ns+n—1 s+ 2
n n—1 """ 2

1
L3 1I5,, = L3115, = —T(s+n+1) , coz plati i pro n € {0,1}
N—— .

T'(s+2)

n

1
ILal3, = (s +n+1) ¥n=0,12...
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Vytvorujici funkce

Definice 6.12 (Vytvorujici funkce) Vytvorujici funkef pro dany systém {¢, }52, ¢ = @n(x), nazvu takovou funkeci
F = F(x,t), ktera je analytickd v okoli t = 0 (pro vSechna pevna x) a jejiz rozvoj do Taylorovy fady podle ¢t v U(0)
generuje koeficienty ¢, (x). Tedy

F(z,t) = gn()t".
n=0

Zde tedy hleddme takovou F, pro kterou F(z,t) = > L2 (x)t".
n=0

Budeme postupovat tak, ze rozvineme vhodnou funkci f € Lz(O7 o0) s parametrem ¢ do fady v Laguerrovych
polynomech. Tim dostaneme fadu typu >_~- ¢, (¢) L5 (x) a budeme sméfovat k tomu, aby ¢, ~ .
Teorie tik4, ze pokud f € L? (0,00) a L?(x) je tplny v L? (0,00), tak z obecné teorie Fourierovych rad

rie—® rSe—<T
plyne, ze dc,, € C tvaru
1
Cp = ——5—
HL%HQ,p

(f7 Lil)zp , Ze f = ZCnL; )
n=0

pricemz rovnost u sumy je myslena v Lis o= (0,00).
Budeme rozvijet funkeci e %* (poté budeme hledat a = a(t)).

Prvni krok spo¢ivd v nalezeni podminky pro a € R, kdy je e~ € L? (0,00), tj kdy

rse—*

o0
/(e‘“)%se_x dz < o0
0

T 1
/xse*@““)w dxr < oo pro s > —1, pokud 2a+1>0&a > —5-
0

Pro toto a spocteme

1 o0
n=—— [ ez "L} (x) dv = /explicitni vyjadieni L /
||Ln 2,p 0
n! T 1
_ —az, . s,—x [ ~ . —s, x(,.s+n, —z\(n)
F(s+n+1)/6 z’e <n!z e’ (z*"e™") )dx
0
- / e~ C”(str"e_””)(”) da = /n x per partes, hrani¢ni ¢leny jsou nulové/
I'(s+n+1) ’
0
a™ _ +n _—
— axr ,,SsTn x d
0 (atDe=y
o0 s5+n
" 1
= 701 /€7y Y E— dy
I'(s+n+1) a+1 a+1
0
a™ 1 1 a \"
= F 1 = .
Totntl) @rrral e+l = o om <a+1>
Odtud dostavame
R e oy (S LAY NP (6.19)
e = x a>—=. .
(a+1)+ = \a+1 e 2
Poznamka e Obecné plati rovnost ve smyslu prostoru, ve kterém byla odvozena, tj v Lise,z(O,oo), neboli

skoro vSude (s.v.). Pokud jsou vSak na obou strandch spojité funkce (napt fada vpravo konverguje alespor

lokalné stejnomérné v R, plati rovnost ve vSech x € R.
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e Dosazenim a = 0 do rovnice vypadnou vSechny ¢leny pro n > 1 a dostaneme 1 = L§(x).

e Pro a =1 dé rovnice [6.19

—a 1 = Li(x
oo LS L)

25+1 on )
n=0

specialné pro s = 0 mame
o0

_ LY ()
e’ = Z on+1 °

n=0

Druhy krok je sestaveni vytvorujici funkce.

Polozme t = 45 (& a = 1;) v rovnici Derivace tohoto vyrazu % = ﬁ > 0 a tedy t(a) je prosta.
Plati a > f% pravé pro t € (—1,1). Upravou rovnice pak méme

(a+ 1)+l = iL;(a:) (ail)n /a —t (6.20)

n=0
1 ¢ e
Tt T Z%Li(m)t" ,te(=1,1), (6.21)

vytvor. fce pro Laguerrovy p.

V tabulce ,Ortogonalni systémy polynomi“ v dodatku jsou uvedeny Laguerrovy, Hermiteovy, Legendreovy, Ce-
bySevovy a Gegenbauerovy systémy polynomi. Vzdy uvadime generujici funkeci, vyjadreni radou, explicitni tvar,

rekurentni vztah a velikosti norem, vytvorujici funkci a zejména prostor, ve kterém tvori bazi.
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Ortogonalni systémy polynomt

1 Laguerrovy polynomy, L’ (z)

Generujici rovnice:
Vyjadreni fadou:

Explicitni vyjadfeni:
Rekurentni vztah:
Vytvorujici funkce:
Béaze v prostoru:
Norma:

"+ (y—z)y —ay =0 a,yE€C,y£0,-1,-2,...
(polynom pro a« = —n, vy =s+1)
Ly = (827})" 1Fi(—n; s+ 1;2) Laguerrovy zobecnéné pol.

(klasické pro s = 0)
sz — % rSet (xs+nefx)(n)
2L% = —(n+ 1)L, + (s+2n+ 1)LE — (s +n) L5,
_ at
AT e =0, L ()t
L%(O, +00), kde p=az°e”
L5 )12 =T (s +n+1)/n!

2 Hermiteovy polynomy, H,(z)

Generujici rovnice:

Vyjadreni fadou:

Explicitni vyjadfeni:
Rekurentni vztah:
Vytvotujici funkce:
Baze v prostoru:
Norma:

y" —2zxy 4+ 2ny =0
Hop, = (=1)* 8 7y (—k; 1/2; 22)
!

Hopyr = (1) G By (—k; 3/2; 22)
H, — (—1)”6352 (e_z2>(n)
Hyy1—2zH,+2nH,—1 =0

42 n
p2at—t? _ > Hn(iﬁ)%' ]
Lf,(—oo, +00), kde p=e®
||Hn||§ =2"nl\/m

3 Legendreovy polynomy, P,(x)

Generujici rovnice:
Vyjadreni fadou:
Explicitni vyjadfeni:
Rekurentni vztah:
Vytvorujici funkce:
Béaze v prostoru:
Norma:

(1—22)y" — 22y +n(n+ 1)y =0
Pn = 2F1(_n7n+1;1;1/2(1 —1‘))
Po = G (=)™

(n + 1)Pn+1 = (QTL + 1)£EPn — TLPn,1
(1 =2zt +12)7Y2 =3 P, (z)t"
L2(-1,1), tj. p=1

I1P.ll2 =2/(2n +1)



4 Cebysevovy polynomy 1. druhu, 7, ()

Generujici rovnice:
Vyjadfeni fadou:
Explicitni vyjadfeni:
Rekurentni vztah:
Vytvorujici funkce:
Baze v prostoru:
Norma:

Generujici rovnice:

Vyjadfeni fadou:

(1—2?)y" —xy +n°y =0

T, = 2F1(—TL, n; 1/2; 1/2(1 - SC))

T, (x) = cos(n arccos x)

Tnl—'——lxt: 22T, ;Tn—l i

B, e 1y
P ’ ) p= (]‘ Z )

HT"H/ZJ =n/2 pron>0, =mpron=0

5 Gegenbauerovy (=ultrasférické) A-polynomy, C’,(LA)(x)
(1—22)y" — 22X+ Dy’ +n(n+2\)y =0, A>—1/2
cM = < n Zn)\ -1 > o1 (—n,n+ 2 A +1/2;1/2(1 — x))

Explicitni vyjadieni:
Rekurentni vztah:
Vytvorujici funkce:
Baze v prostoru:

Norma:

A n —1)" — n— n
Ch )(x) - (A(ff}mn (2”17)1! (1= )27 (1= a?)M 1/2)( :

(n+ 1)OYY = 2(n+N2CY — (n+2) - 1O,
Tzt = neo Ca(@)t"
Lf;(*l, 1), kde p=(1- $2)A—1/2

CAl2 — A@Na LOH/2) V7
H ’ﬂHP — nal(ptn) T (A+1)
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