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23.1 Fourierova transformace funkci

Fourierova transformace funkci  je jednou z takzvanych
intergrélnich transformaci , které pfifazuji jedné funkci
jinou funkci prostfednictvim integralu s parametrem:

f»—>/f xg)

integracni jadro
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23.1 Fourierova transformace funkci

Fourierova transformace funkci  je jednou z takzvanych
intergrélnich transformaci , které pfifazuji jedné funkci
jinou funkci prostfednictvim integralu s parametrem:

f»—>/f xg

integracni jadro

Fourierova transformace funkci  je charakterizovana
integracnim jadrem typu c; exp(+c,i (X, €)), kde ¢; > 0,
¢z > 0 jsou redlné konstanty a (x, &) = >, x& je
skaléarni soucin v R™.
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23.1 Fourierova transformace funkci

Fourierova transformace funkci  je jednou z takzvanych
intergrélnich transformaci , které pfifazuji jedné funkci
jinou funkci prostfednictvim integralu s parametrem:

f»—>/f xg)

integracni jadro

Fourierova transformace funkci  je charakterizovana
integracnim jadrem typu c; exp(+c,i (X, €)), kde ¢; > 0,
¢z > 0 jsou redlné konstanty a (x, &) = >, x& je
skaléarni soucin v R™.

Konkrétni tvary Fourierovy transformace se liSi volbou
znaménka a konstant cy, ¢, (rlizni autofi pouzivaji réizné
volby).

M. Rokyta, KMA MFF UK 23. Fourierova transformace



23.1 Fourierova transformace funkci

Fourierova transformace funkci  je jednou z takzvanych
intergrélnich transformaci , které pfifazuji jedné funkci
jinou funkci prostfednictvim integralu s parametrem:

f»—>/f xg

integracni jadro

Fourierova transformace funkci  je charakterizovana
integracnim jadrem typu c; exp(+c,i (X, €)), kde ¢; > 0,
¢z > 0 jsou redlné konstanty a (x, &) = >, x& je
skaléarni soucin v R™.

Konkrétni tvary Fourierovy transformace se liSi volbou
znaménka a konstant ¢4, ¢, (rlizni autofi pouil'vaji rlizné
volby). Nejbéznégjsi volbou je mexp( i (x,&)) nebo

exp(—27i (X, §)).
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Bud f € LY(R™). Definujeme
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23.1 Fourierova transformace funkci

Definice (F.T. a zpétna F.T.)
Bud f € L}(R™). Definujeme
m Fourierovu transformaci (nékdy téZ pfimou nebo

"dop fednou ") Fourierovu transformaci funkce f
predpisem

FIE) =T(6) = / f(x)e 20O dx; (1)

RmM
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23.1 Fourierova transformace funkci

Definice (F.T. a zpétna F.T.)
Bud f € L}(R™). Definujeme
m Fourierovu transformaci (nékdy téZ pfimou nebo

"dop fednou ") Fourierovu transformaci funkce f
predpisem

FIE) =T(6) = / f(x)e 20O dx; (1)

Rm
m zpétnou Fourierovu transformaci funkce f predpisem

FA©O=F© = [ e I @
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m Je vidét, ze f(¢) = £ (=€), resp. f(—&) = £ (¢).




Pozndmka
m Je vidét, ze f(¢) = £ (=€), resp. f(—&) = £ (¢).
m POZOR! Obecné F_,[F][f]] # f!




23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Poznamka
m Je vidét, ze f(&) = (=€), resp. f(—¢) =" (€).
m POZOR! Obecné F_,[F[f]] # f! Tento vztah plati jen

pro nékteré tridy funkci (Casem budeme specifikovat
pro jake).
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Poznamka

m Je vidét, ze f(&) = (=€), resp. f(—¢) =" (€).

m POZOR! Obecné F_,[F[f]] # f! Tento vztah plati jen
pro nékteré tridy funkci (Casem budeme specifikovat
pro jake).

m Funkei f nazyvame téz Fourierovym obrazem
funkce f, funkci f* nazyvame téZ Fourierovym
vzorem funkce f. Ve smyslu pfedchozi poznamky
tedy ne vzdy plati, Ze vzor obrazu néjaké funkce je
tataz funkce.
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Poznamka

Obecné Ize ukazat, ze pokud 27AB = |c|, tvoF
transformace

(&) = A / f(x)e 9 x 3)
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Poznamka
Obecné Ize ukazat, ze pokud 27AB = |c|, tvofi
transformace

(&) = A / f(x)e 9 x 3)

f'(&) =B /Rm f(x)e® ) dx (4)
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Poznamka

Obecné Ize ukazat, ze pokud 27AB = |c|, tvofi
transformace

(&) = A / f(x)e 9 x 3)

f'(&) =B /Rm f(x)e® ) dx (4)

vzajemné kompatibilni dvojici dopfedné a zpétné
Fourierovy transformace.
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Poznamka

Obecné Ize ukazat, ze pokud 27AB = |c|, tvofi
transformace

(&) = A / f(x)e 9 x 3)

f'(&) =B /Rm f(x)e® ) dx (4)

vzajemné kompatibilni dvojici dopfedné a zpétné
Fourierovy transformace. (Napiste jako cviCeni nékteré z
nich: nejbéznéjsi volby jsou (a) A=B =1,c = 2,
(b)A=B = \/_,c_l resp(c)A=c=1B=2+.
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.1 (vlastnosti symetrie pro F.T.)

© Je-li f suda (resp. lichd) v proménné x;, je?i f' suda
(resp. licha) v proménné §;.
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.1 (vlastnosti symetrie pro F.T.)

© Je-li f suda (resp. lichd) v proménné x;, je?i f' suda

(resp. licha) v proménné §;.
Q Jellim=1,je

?(5) = /_OO cos(2mx&)f (x) dx pro f sudou,

(e}

£(€) = —i / Oosin(27rxf)f(x)dx pro f lichou.

[e.e]
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.1 (vlastnosti symetrie pro F.T.)
© Je-li f suda (resp. lichd) v proménné x;, je?i f' suda
(resp. licha) v proménné §;.
Q Jellim=1,je

f(¢) = /_ Oocos(27rx§)f(x)dx pro f sudou, (5)

(e}

£(€) = —i /_Oosin(27rxf)f(x)dx pro f lichou.  (6)

[e.e]

O Jelif sAféricky symetricka, je fifY sféricky symetricka
aplatif =f".

M. Rokyta, KMA MFF UK 23. Fourierova transformace




Bud f € L1(IR®) sféricky symetricka funkce, f(x) = R(r),
r = |x|. Potom

~ 2 [ .
Q=1 [ rROSsn@mighar.  c£0. @)
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.2 (ET. v R?)

Bud f € L1(IR®) sféricky symetricka funkce, f(x) = R(r),
r = |x|. Potom

|§|/ ) sin(2zr|&]) dr E£0. (7)
Véta 23.3 (posunuti a Skalovani)
Plati:

—

f(x+2)(¢) = e EDF(¢) zeR"




23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.2 (ET. v R?)

Bud f € L1(IR®) sféricky symetricka funkce, f(x) = R(r),
r = |x|. Potom

|§|/ ) sin(2zr|&]) dr £E#£0. (7)/
Véta 23.3 (posunuti a Skalovani)
Plati:
fx+2)() = e T(¢) ZER™  (8)
— 1 ~/¢&
flax)(€) = Mmf(a) acR, a#0.  (9)
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Cviceni

Bud' x(-1,1y(X) charakteristicka funkce intervalu (—1, 1), ;.
funkce, ktera nabyva na tomto intervalu hodnoty 1, a
mimo nej nabyva hodnoty 0. UkaZzte, Ze

X<—/1,1>\(X)(§) = %225) Pomoci tvrzeni o Skalovani (9)

ukaZzte dale, ze x(_;;(x)(g) = }rs'”énf Fourierovy
obrazy takto "rozpinajicich se charakteristickych funkci"
(pro zvétsujici se n) jsou tedy tlumené a "stale vice
kmitajici" sinusovky, které v nule (ve smyslu limity)

nabyvaji hodnoty n.
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/\/\/\
VAR Y

/\/\/.\
o\/\/x\/‘;\/
n=5

Fourierovy obrazy funkci x_ o n)(X)

«0O0>» «4F>r «=Z)r» «=)» = o>




23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

V\C4VVVJNV OUV\/zIVVV"‘VV

X

Fourierovy obrazy funkci X(_%7L>(X).

27
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n=20
Fourierovy obrazy funkei x_n n,(x).

«0O)>» «F» «




n=30

Fourierovy obrazy funkci X(_%%)(x).
«O>» «F»r «=)» 4« > o™




23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Cviceni
Ukazte, ze

—

— X2 —mg?
eTrX:eﬂ'§7

tedy ze Fourierova transformace (tak, jak jsme ji
definovali) zobrazuje funkci e=™* samu na sebe.
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

CviCeni
Ukazte, ze

e ™ — g€ ,
tedy ze Fourierova transformace (tak, jak jsme ji
definovali) zobrazuje funkci e=™* samu na sebe.
[Navod: je

e=™(¢) = / e ™ e 2 dx — e_ﬂgz/ e "HE gy

— 00 — 00

-~

=:A(£)
Pro vypocCet A(¢) vyuZijte residuovou vétu: integrujte
funkci e~ pres obvod obdélnika o vrcholech
—R,R,R +i&, —R +i¢ a ukazte, Ze po R — oo dostanete
identitu A(¢) = A(0), pficemZ vime, Ze A(0) = 1.]
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Poznamka

11

Méjme f integrabilni na (—=, 5

272

) a 1-peridickou. Potom jeji

komplexni Fourierliv koeficient je definovan jako

1

2 .
Ch = f(x)e 2™ dx.

|
NIl

M. Rokyta, KMA MFF UK

23. Fourierova transformace




23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Poznamka

Méjme f integrabilni na (—z, 5) a 1-peridickou. Potom jeji

komplexni Fourierliv koeficient je definovan jako

1

2 .
Ch = f(x)e 2™ dx.

NI

Pokud tutéz funkci f mtegrabllnl na (—3,3%) dodefinujeme
nulou mimo interval (—3, 1), dostaneme pro jeji
Fourierovu transformaci

fle) = / f(x)e 27 dx,

a tedy s uvedenou konvenci plati ¢, = ?(n).
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Poznamka

Uvedend analogie pokracuje takto: pro jisté funkce plati,
Ze jsou rovny své komplexni Fourierové fadé:

f(X) _ Z Cne27rinx :
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Poznamka

Uvedend analogie pokracuje takto: pro jisté funkce plati,
Ze jsou rovny své komplexni Fourierové fadé:

f(X) _ Z Cne27rinx :
stejné tak bude pro jisté funkce platit

= [ TRt de

[e.9]
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Poznamka

Uvedend analogie pokracuje takto: pro jisté funkce plati,
Ze jsou rovny své komplexni Fourierové fadé:

f(X) _ Z Cne27rinx :
stejné tak bude pro jisté funkce platit

)= [ T©erede = @' (x)

[e.9]
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.4 (Véta o inverzi I)

Bud . (R™) prostor rychle klesajicich funkci. Potom
Fourierova transformace i zpétna Fourierova transformace
zobrazuji prostor . (R™) prost & a na .(R™M):

F(LRM) = Fa(L(RT)) = Z(RT).
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.4 (Véta o inverzi I)

Bud . (R™) prostor rychle klesajicich funkci. Potom
Fourierova transformace i zpétna Fourierova transformace
zobrazuji prostor . (R™) prost & a na .(R™M):

F(ZL(RM)) = F_o(SL(RT)) = Z(RT).
Navic plati tzv. inverzni formule pro F.T. ,
(x)=(f")(x)=f(x) WxeR™ Ve sRM)

neboli
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.4 (Véta o inverzi I)

Bud . (R™) prostor rychle klesajicich funkci. Potom
Fourierova transformace i zpétna Fourierova transformace
zobrazuji prostor . (R™) prost & a na .(R™M):

F(ZL(RM)) = F_o(SL(RT)) = Z(RT).
Navic plati tzv. inverzni formule pro F.T. ,

) (x) = E)(X) =f(X) Vx € R™ vf € #(R™)

neboli

FLIFIIX) = FIFAF(X) =f(X) ¥x € R™, ¥ € Z(R™).
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m Je-li f € LY(R™), pak existuje f(¢) ve vech bodech ¢
a plati:




m Je-li f € LY(R™), pak existuje f(¢) ve viech bodech ¢
aplati: f € C(R™),




23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.5 (Véta o inverzi Il)

m Je-li f € LY(R™), pak existuje ?(5) ve vSech bodech ¢
aplati: f € C(R™), [f(€)] <[],
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.5 (Véta o inverzi Il)

m Je-li f € LY(R™), pak existuje f(¢) ve vSech bodech ¢
aplati: f € C(R™), [f(€)] < [[f]lx, limy—oc F(€) = O.
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.5 (Véta o inverzi Il)

m Je-li f € LY(R™), pak existuje f(¢) ve vSech bodech ¢
aplati: f € C(R™), [F(E)] < [[fllx, im0 F(€) = O.
Obecné ale nemusi byt f prvkem prostoru L*(R™).
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.5 (Véta o inverzi Il)

m Je-li f € LY(R™), pak existuje f(¢) ve vSech bodech ¢
aplati: f € C(R™), [f(€)| < [[f[]2, imjg—oo F(£) = O.
Obecné ale nemusi byt f prvkem prostoru L*(R™).

m Je-li f € L}(R™) takova, Ze i f € LY(R™), pak inverzni
formule pro F.T. plati pro skoro vSechna x:

(f) (x)=(f")(x) =f(x) pros.v.x € R™
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.5 (Véta o inverzi Il)

m Je-li f € LY(R™), pak existuje f(¢) ve vSech bodech ¢
aplati: f € C(R™), [f(€)| < [[f[]2, imjg—oo F(£) = O.
Obecné ale nemusi byt f prvkem prostoru L*(R™).

m Je-li f € L}(R™) takova, Ze i f € LY(R™), pak inverzni
formule pro F.T. plati pro skoro vSechna x:

OV —

(f) (x)=(f")(x) =f(x) pros.v.x € R™

neboli

F_a1[FIf(x) = F[F-a[f]](x) = f(x) pros.v.x € R™.

v
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Bud'te f,g € LY(R™). Pak definujeme jejich konvoluci jako

(1+0)00 = | fx=y)al)dy.

(10)

DA™



23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Definice (konvoluce funkci)
Budte f,g € L}(R™). Pak definujeme jejich konvoluci jako

t+0)00 = [ fx-yaway. o)

Véta 23.6 (zakladni vlastnosti konvoluce)
Prof,g € LY(R™) je

f+gel}(R™), g=felY(RM),
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Definice (konvoluce funkci)
Budte f,g € L}(R™). Pak definujeme jejich konvoluci jako

t+0)00 = [ fx-yaway. o)

Véta 23.6 (zakladni vlastnosti konvoluce)
Prof,g € LY(R™) je

frgeL'R™), gxfel'RM)
a navic

fxg=gxf.
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m Prof,g € LYR™) plati

—_

f*g:?-/g\.




m Prof,g € LYR™) plati

—_

f*g:,f\-

m Pokud je f,g,f,g.,f - g € LY(R™), plati i

—

f-g:?*ﬁ.

g

DA™




23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.8 (vztah F.T., konvoluce a derivace na .¥)

Budte f,g € /(R™). Potomif x g € .7(R™),

gxf e S(R™), Df,D*g € . (R™) (pro jakykoli multiindex
a);
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.8 (vztah ET., konvoluce a derivace na .¥)

Budte f,g € /(R™). Potomif x g € .7(R™),

gxf e S(R™), Df,D*g € . (R™) (pro jakykoli multiindex
«); navic plati

D(fxg) = (D%f)xg = fx(D“Q)
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.8 (vztah ET., konvoluce a derivace na .¥)
Budte f,g € /(R™). Potomif x g € .7(R™),
gxf e S(R™), Df,D*g € . (R™) (pro jakykoli multiindex
«); navic plati
De(f+g) = (D*f)xg = f«(D°g)
Dgf(e) = (2ni)e"F(9)
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.8 (vztah ET., konvoluce a derivace na .¥)
Budte f,g € /(R™). Potomif x g € .7(R™),
gxf e S(R™), Df,D*g € . (R™) (pro jakykoli multiindex
«); navic plati
De(f+g) = (D*f)xg = f«(D°g)
Dgf(e) = (2ni)e"F(9)
DEf(§) = (~2mi) xT(x)(¢)
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23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

Véta 23.8 (vztah ET., konvoluce a derivace na .¥)
Budte f,g € /(R™). Potomif x g € .7(R™),
gxf e S(R™), Df,D*g € . (R™) (pro jakykoli multiindex
«); navic plati
D(fxg) = (D%f)xg = fx(D“Q)
Dgf(e) = (2ni)e"F(9)
DEf(§) = (—27i)* xaf(x)(€)

kde prox = [Xg,...,Xm], @ = (a1, ..., am), definujeme
X¥ 1= X[t Xgm,

(@]
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m Naleznéte metodou Fourierovy transformace (jedno,
partikularni) feSeni ODR

y' —y = e—xz_

«0O0>» «4F)>r « =)

DA™




23.1 Fourierova transformace funkci pokraz,)

CviCeni
m Naleznéte metodou Fourierovy transformace (jedno,
partikularni) feSeni ODR

x2

y'—y=e"

m UkaZte, Ze jediné feSeni rovnice y” = 0 v prostoru
< (R) je identicky nulove feSeni. Uvédomte si
omezeni, které tedy vynucuje metoda Fourierovy
transformace, uvazovana pouze v prostoru . (R).
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Budte f,g € .(R™), potom

Rm?(x)g(x)dx = /R H(x)g(x) dx. (11)




23.2 Fourierova transformace distribuci

Lemma 23.9
Budte f,g € .(R™), potom

~

f(x)g(x)dx = [ f(x)g(x)dx. (11)

RM RM

Definice

Bud T € .’/(R™). Definujme Fourierovu transformaci
resp. zpétnou Fourierovu transformaci distribuce T jako

T)=T(@), Vee ISR, (12)
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23.2 Fourierova transformace distribuci

Lemma 23.9
Budte f,g € .(R™), potom

f(x)g(x)dx = [ f(x)g(x)dx. (11)

RM RM

Definice

Bud T € .’/(R™). Definujme Fourierovu transformaci
resp. zpétnou Fourierovu transformaci distribuce T jako

T)=T(@), Vee ISR, (12)

resp.

T (0)=T(¢"), VeeLR"). (13)
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Véta 23.10

m Fourierova (resp. zpétna Fourierova) transformace je
na .’(R™) dobfe definovana, tj. je-li T € .#/(R™), pak
iT, T €. 7'(RM).
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Véta 23.10
m Fourierova (resp. zpétna Fourierova) transformace je
na .’(R™) dobfe definovana, tj. je-li T € .#/(R™), pak
iT,T €./ (R™).
m Fourierova transformace je prosté zobrazeni
prostoru ./(R™) na prostor ./ (R™).
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Véta 23.10
m Fourierova (resp. zpétna Fourierova) transformace je
na .’(R™) dobfe definovana, tj. je-li T € ./(R™), pak
iT,T €./ (R™).
m Fourierova transformace je prosté zobrazeni

prostoru ./(R™) na prostor .#/(R™). TotéZ tvrzeni
plati o i zpétné Fourierové transformaci.
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Véta 23.10
m Fourierova (resp. zpétna Fourierova) transformace je
na .’(R™) dobfe definovana, tj. je-li T € .#/(R™), pak
iT,T €./ (R™).
m Fourierova transformace je prosté zobrazeni
prostoru ./(R™) na prostor .#/(R™). TotéZ tvrzeni
plati o i zpétné Fourierové transformaci.

m ProvSechna T € ./(R™) plati
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Ukazte, ze pro T € .7/(R™) plati T (p(x)) = T " (¢(—x))

DA™



Ukazte, ze pro T € .#/(R™) plati T (o(X)) = T " (p(=x)) a
tedy pokud je T (¢(x)) = T (¢(—x)) (temto distribucim se
nékdy fika sudé distribuce ), pak T =T .

~

DA™



23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Cviceni
Ukazte, Ze pro T € .¢/(R™) plati :I:(gp(x)) =T (p(—x)) a
tedy pokud je T (o(x)) = T (¢(—x)) (témto distribucim se

~

nékdy fika sudé distribuce ), pak T =T .
Cviceni
Spoctéte:

mo=0" = 1,
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Cviceni
Ukazte, Ze pro T € .¢/(R™) plati :I:(gp(x)) =T (p(—x)) a
tedy pokud je T (o(x)) = T (¢(—x)) (témto distribucim se

~

nékdy fika sudé distribuce ), pak T =T .

CviCeni

Spoctéte:
mo=04"=1,
ml=1"=¢,
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Cviceni
Ukazte, Ze pro T € .¢/(R™) plati :I:(gp(x)) =T (p(—x)) a
tedy pokud je T (o(x)) = T (¢(—x)) (témto distribucim se

~

nékdy fika sudé distribuce ), pak T =T .

CviCeni

Spoctéte:
mo=04"=1,
ml=1"=¢,

m g;: e—27ria§’
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Cviceni
Ukazte, Ze pro T € .¢/(R™) plati :I:(gp(x)) =T (p(—x)) a
tedy pokud je T (o(x)) = T (¢(—x)) (témto distribucim se

~

nékdy fika sudé distribuce ), pak T =T .

CviCeni

Spoctéte:
mo=04"=1,
ml=1"=¢,
m 5, = e—2riat,

—

m e2riax — 5a,
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Cviceni
Ukazte, Ze pro T € .¢/(R™) plati :I:(gp(x)) =T (p(—x)) a
tedy pokud je T (o(x)) = T (¢(—x)) (témto distribucim se

~

nékdy fika sudé distribuce ), pak T =T .

CviCeni

Spoctéte:
mo=04"=1,
ml=1"=¢,
m 5, = e—2riat,

—

m e2riax — 5a,
W sinx = 2 <(SA —5_i).
27

27

M. Rokyta, KMA MFF UK 23. Fourierova transformace




Bud T € ./(R™) a a multiindex;

DA™




Bud T € ./(R™) a o multiindex; pak

DoT = (2mi)llen T,




Bud T € ./(R™) a o multiindex; pak

DT = (2ri)lleeT,
DT = (—2ni)PIxeT ,




23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Véta 23.11 (vztah F.T. a derivace na .&’)
Bud T € ./(R™) a a multiindex; pak

DoT = (2mi)lleT
DT = (—2ni)lxeT,
resp.

(D°T)" = (—2mi)e(T)",
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Véta 23.11 (vztah ET. a derivace na .%")
Bud T € ./(R™) a a multiindex; pak

DoT = (2mi)lleT
DT = (—2ni) xoT ,
resp.

(D°T)" = (=2mi)le(T),
DYT)Y = (2mi)l (x°T)" .
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Poznamka (parametrické distribuce)

V pfipadé, ze T € '(R™) a p = p(X,y), kde x € R™,

y € RX, piSeme misto T (,(x,y)) Casto pro upfesnéni
T(p(x,y)), abychom zvyraznili skutecnost, Ze "distribuce
X

T plsobi pouze na proménnou x funkce ¢".
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Poznamka (parametrické distribuce)

V pfipadé, ze T € '(R™) a p = p(X,y), kde x € R™,

y € RX, piSeme misto T (,(x,y)) Casto pro upfesnéni
T(p(x,y)), abychom zvyraznili skutecnost, Ze "distribuce
X

T plisobi pouze na proménnou x funkce ¢". Vyraz
T((x,y)) pak obsahuje jesté "volnou proménnou y".
X

Takovému vyrazu se nékdy také fika distribuce s
parametrem stejné jako bychom integralu

Ju T(X)e(x,y) dx (pokud by T byla funkce) Fikali integral
S parametrem.
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Tvrzeni 23.12

Bud' T € .#¢(R™), tj. distribuce s kompaktnim nosicem.
Potom T je regularni distribuce, tj. distribuce
reprezentovana funkci f(¢), kde

£(€) (=T(€)) = T(e™#™¢).

X
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Tvrzeni 23.12

Bud' T € .#¢(R™), tj. distribuce s kompaktnim nosicem.
Potom T je regularni distribuce, tj. distribuce
reprezentovana funkci f(¢), kde

£(€) (=T(€)) = T(e™#™¢).

X

Navic, f € C*°(R™) je pomalu rostouci v nekonecnu.
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Definice (Tenzorovy soucin funkci a distribuci)
Tenzorovy soucin funkci f € LY(R™), g € L1(RX), resp.
distribuci S € /(R™), T € .7/(R¥) je definovan takto:

(feg)y) =) a0), (SOT)(e) = STl(x.y)).
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Definice (Tenzorovy soucin funkci a distribuci)

Tenzorovy soucin funkci f € LY(R™), g € L1(RX), resp.
distribuci S € /(R™), T € .7/(R¥) je definovan takto:

Véta 23.13
Prof € LYR™), g € LY(R¥), resp. S € .7'(RM),
T € .7'(R¥) plati

— ~ —

feg(¢n) =1(§)®a(n), SeT=S®T.

M. Rokyta, KMA MFF UK 23. Fourierova transformace




23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Definice (Konvoluce funkci a distribuci)

Konvoluce funkci f,g € LY(R™) (pro zopakovani) a
distribuci S € &/, T € . je definovana takto:

(fra)e0 = [ fx-y)atdy,

(S*T)@) = STlelx+y))).
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Definice (Konvoluce funkci a distribuci)

Konvoluce funkci f,g € LY(R™) (pro zopakovani) a
distribuci S € &/, T € . je definovana takto:

(fra)e0 = [ fx-y)atdy,

(S*T)@) = STlelx+y))).

Véta 23.14 (Vztah E.T. a konvoluce v distribucich)
Budte S € &/, T € ;. Potom

—

SxT=S-T.
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UkaZte, Ze pro T € ./(R™) plati: 0« T = 0;

o> <« »

a

DA™



UkaZte,Zepro T € '(R™) plati: 0T =0; 6T =T,;

o> <« »

int
v

DA™



UkaZte,Zepro T € '(R™) plati: 0T =0; 6T =T,;
DY « T =D°T.

o> <« »

int
v

DA™



23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Cviceni
UkaZte,Zepro T € //(R™) plati: 0« T =0; 0T =T,
D T = D°T.

Poznamka

Plati, Ze pokud studujeme konvoluci n distribuci
Ty,...,Th € Z'(R™), pficemz alespon (n—1) z nich méa
kompaktni nosic, je konvoluce T; * - - - x T, komutativni a
asociativni . Obecné vSak nemusi platit ani asociativita:
ukazte, ze

1x(0'*xY)=1xY'=1x0=1

zatimco
(1x6)xY =0xY =0.
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Budte S, T € &/(R™), pficemz alespoi jedna z nich mé&
kompaktni nosic. Potom

(D*S)«T =D*(S*T)=S*(DT).




23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Véta 23.16
Bud' L lineérni diferencialni operéator (obycejny nebo
parcialni) s konstantnimi koeficienty.
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Véta 23.16

Bud' L lineérni diferencialni operéator (obycejny nebo
parcialni) s konstantnimi koeficienty. Necht' ug je
fundamentalni feSeni operatoru L, tj. necht plati

v

L(uo) Z 5.
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Véta 23.16

Bud' L lineérni diferencialni operéator (obycejny nebo
parcialni) s konstantnimi koeficienty. Necht' ug je
fundamentalni feSeni operatoru L, tj. necht plati

L(up) Z 5.
Bud f € .’ takova, ze konvoluce

U:=uUgx*f

je dobre definovana v ..
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23.2 Fourierova transformace distribuci okraz)

Véta 23.16

Bud' L lineérni diferencialni operéator (obycejny nebo
parcialni) s konstantnimi koeficienty. Necht' ug je
fundamentalni feSeni operatoru L, tj. necht plati

L(up) Z 5.
Bud f € .’ takova, ze konvoluce

U:=uUgx*f

je dobre definovana v .#’. Potom
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