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Kapitola 1

Uvod

1.1 Uvodni poznamky, znaceni

Bud Q C R? oteviend mnozina, u : Q — R realnd funkce. V tomto textu budeme
pouzivat nasledujici znaceni, tykajici se téch bodi x € €, ve kterych existuji prislusné
derivace vlastni:

ou
Er = Uy, = Ogyu parcialni derivace u dle proménné z; ,
L
ou ou
Vu= Du := (—, cee —) gradient u .
81’1 8md

Formalné lze psat

0 0
V= (— —) operator ,nabla“,
ox 1 ’ ’ 8xd p

symbol ,, V“ lze tedy chapat jako zobrazeni, které diferencovatelné funkci u priradi
vektorovou funkci Vu.

Pro vektorovou! funkci f : G C R™ — R®, G oteviend mnoZina, f := (fl, e fS)T,
fi:G—=R,j=1,...,d, znac¢ime (opét v bodech = € G, ve kterych existuji piislusné
derivace vlastni)

Vf = (Vfl, . -;vfs>T7

tedy ,,gradient vektorové funkce uvazujeme po slozkach®. Symbolem (...)T zde jako
obvykle ozna¢ujeme transponovany (tj. ,,sloupeckovy“) vektor.

Prof: G C R — R*, G oteviend mnozina, znac¢ime dale (opét v bodech z € G, ve

Vektorovou funkci budeme nékdy téz znacit polotuéng, £ = (fi,..., fs)T, nebo pomoci symbolu
vektoru, f = (f1,..., fs)T, ¢asto véak budeme symbol vektoru vynechavat, bude-li situace jasné z
kontextu.
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kterych existuji pfislusné derivace vlastni)

O

divf :=
iv 8xj

=V.f, operator ,,divergece“.
J=1

Poznamka 1.1.1 Pro f: G C R™ — R™ je potieba rozliSovat mezi Vf (vektorovy
gradient) a V -f (divergence f chapana jako formalni skalarni soucin operatoru nabla
a vektoru f). Zatimco Vf je (Jacobiho) matice prvnich derivaci f, rozméru m x m,
jedivf = V - f jeji stopa, tedy

V- f=Tr(Vf).

Prou:Q C RY — R, resp. f : G C R™ — R* zna¢ime (se stejnymi konvencemi jako
vyse)

o2y d .
Au = > 57 Af::Z(Afl,...,Afs) ,
j=1 "7 Jj=1
tzv. Laplacetv operator.
Vektor tvaru a = (aq, ..., ay), kde a; € NU {0}, j = 1,...,m, nazvu m-dimenzio-
nalnim multiindexem vysky (nékdy téz rddu)
la :=a1 + -y -

V literatufe (viz napi. [2]) se pro vysku multiindexu pouziva téz znaceni ) | a.

Pro multiindex o = (av,..., ) a funkci v € C1*(Q), Q@ C R? neprazdna oblast,
definujeme derivaci u dle multiindezu o,

lodgy (2
D%u(zx) : 0"u(z)

= oar ooam = Q. 1.1
ox§t. .. Qxom’ r=(x1,...,2q4) € (1.1)

Pro k € NU{0} zavadime formalni vektor (resp. mnozinu) v8ech parcidlnich derivaci
fadu k funkce u € C*(Q):

D®y(z) == {D(z); |a| = k} .

Pro f: G C R™ — R?® piseme jako vyse
d
Df := Y (D°fi,..., Difaf)"
j=1

a podobné pro D®F,

Cviceni 1.1.2 Necht Q C R? je neprazdné oblast, = € €. Ukazte, ze plati



1.1 Uvodni poznamky, znaceni 4

Pro funkci u € C*() je pocet prvki D®u(x) roven d*.

Pro funkci u € C(2) je DOu(z) = u(x).
Pro funkci u € C1(Q) je DMu(z) = Vu(x) = Du(z).

Pro funkci u € C*(Q) je D@u(z) = H(u(z)), kde H(u) je tzv. Hessova matice
d
druhych derivaci funkce u v bodé z, H(u) = < Pu ) . Pfesvédcte se dale,

Ox;0x; ij=1

ze v tomto znaceni je Au = Tr (H(u)).

Na otazku ,,co vlastné je parcialni diferencialni rovnice“ lze odpovédét tak, ze je to
rovnice pro neznamou funkci u vice nez jedné proménné, ktera obsahuje alespon jednu
jeji parcialni derivaci. Matematicka definice mtze vypadat naptiklad takto.

Definice 1.1.3 Bud'n € N, Q C R? otevrend mnozina, d > 2. Parcilni diferencialni
rovnici (ddle PDR) pro nezndmou funkci u : 0 — R nazvu vyraz tvaru

F(z,u(z), Du(x), -, D" Du(z), D™u(z)) = 0, (1.2)

kde
FiOxRxRIx . xR xR"™ SR (1.3)

je dand funkce. Rad rovnice (1.2) je roven vddu nejvyssi derivace u, kterd se vyskytuje
v (1.2).

Poznamka 1.1.4 Bez jmy na obecnosti lze u¢init imluvu, ze zapisem (1.2) budeme
vyjadiovat skutecnost, ze fad rovnice (1.2) je praveé n.

Vice nez jednu rovnice pro vice nez jednu neznamou funkci nazyvame systémem PDR.
Onu ,,vice nez jednu neznamou funkci“ Ize také chapat jako jednu vektorovou funkci
a podobné pro ,,vice nez jednu rovnici“. Definice systému PDR pak vypadé takto:

Definice 1.1.5 Budn € N, Q C R? oteviend mnozina, d > 2. Systémem s parcial-
nich diferencialnich rovnic pro neznamou vektorovou funkci u : Q — R® nazvu vijraz
tvaru

F(z,u(z), Du(x),- -, D" Yu(z), D"u(z)) =0, (1.4)

kde
F:OxR xR x .- x R xR - R® (1.5)

je dand funkce. Rad systému (1.4) je roven vddu nejuyssi derivace u, kterd se vyskytuje
v (1.4). Umluvu z pozndmky 1.1.4 budeme v dalsim vztahovat i na pojem systému
PDR.

Nejcastéji se v teorii PDR vyskytuji systémy, pro které m = s, tedy systémy, u
kterych je pocet rovnic roven poc¢tu neznamych funkci. Lze se vSak setkat i se systémy
preurcenymi (m > s), piipadné poduréenymi (m < s).
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Poznamka 1.1.6 Casto hraje ve vztahu (1.2), resp. vztazich (1.4) jedna z promén-
nych z; vyznacnou roli, napiiklad tim, Ze nejvyssi parcidlni derivace u podle této
proménné jsou jiného fadu nez je fad rovnice nebo se nékteré z téchto derivaci v
rovnici vyskytuji ,;s jinym znaménkem“ nez ostatni derivace. Vétsinou je v téchto
pripadech také dilezita fyzikalni interpretace rovnic (1.2), resp. (1.4), podle které
takova vyznamnd proménné ¢asto hraje roli ,casu®. V tomto piipadé je zvykem bud
tuto proménnou preznacit symbolem ¢ (,,éas®), tedy uvazovat bud napiiklad

u=u(x), kde x=(t,za,...,24), v € Q,

(v tomto piipadé je pak ) , ¢asoprostorova oblast“), nebo pocet stavajicich promén-
nych funkce u rozsitit o jednu ,,¢asovou proménnou ¢ *

u=u(t,x), kde t€ (0,7),T >0, z=/(x1,...,24)<.

I ve druhém ze zminénych pripadt vsak nékdy ztotoznujeme t = xy a piSeme napii-
klad

u=u(z), kde x = (o, T1,...,24), € (0, T)xQ, T>0,

pfipadné piseme z = (20,7), T = (z1,...,%q) -

Posledné zminéné oznaceni pouzijeme v paragrafu 1.3.

Rovnicim, které neobsahuji ¢asovou proménnou, fikdme staciondrni, rovnicim ,,s ¢a-
sem “ fikame nestaciondarni nebo evolucni.

Definice pojmu feSeni (1.2) resp. (1.4) zavisi vzdy na tom, v jakém smyslu se chdpou
derivace, které se v (1.2) resp. (1.4) vyskytuji. Z klasického pojeti vlastni derivace ve
vSech bodech = € Q vychazi pojem tzv. klasického Teseni (1.2) resp. (1.4).

Definice 1.1.7 Klasickym Fesenim (1.2) resp. (1.4) v neprdzdné oblasti Q C R? na-
zveme funkci u : Q — R resp. u : Q — R®, majici ve vsech bodech © € € vlastni
vSechny derivace, vyskytujici se v (1.2) resp. (1.4), a spliugici (1.2) resp. (1.4) iden-
ticky v Q.

Poznamka 1.1.8

(i) Misto podminky , majici ve vSech bodech = € €2 vlastni vSechny derivace, vysky-
tujici se v (1.2) resp. (1.4)“ pouzivame nékdy jednodussi podminku, pozadujici
vSak od u vice: u € C"(Q2), kde n je fad (1.2) resp. (1.4).

(ii) Existuji i jind, obecnéjsi pojeti pojmu feseni PDR, kii kterych se naptiklad
neékteré derivace uvazuji pouze ve skoro vsech bodech, pripadné se uazuji tak-
zvané slabé derivace, derivace ve smyslu distribuci, atd. Tento ucebni text se
vsak bude zabyvat pouze klasickou teorii, vychazejici z definice 1.1.7.
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Nekdy pozadujeme, aby feseni u spliovalo kromé parcialni diferencialni rovnice jesté
takzvané okrajove podminky. Mysli se tim naptiklad pozadavek, aby se u rovnalo
predem znamé funkci, feknéme ¢, na neprazdné casti hranice I' C 0. Okrajové
podminky mohou mit velké mnozstvi rtiznych forem, od pravé zminéné, az po velmi
komplikované vztahy, zahrnujici nejen hodnoty u, ale i hodnoty derivaci u, vzdy vSak
v principu jde o dodatecné pozadavky, které na u klademe na jistych ¢astech hranice
oblasti €. V ptipadé evolu¢ni rovnice, kdy v = u(t, x), a pokud

Frc{0}xQca(0,7)x9Q),

(podminka je zadéna , pro ¢as t = 0¢), hovoiime o tzv. pocatecni podmince ¢i po¢a-
tecnich podminkach, je-li jich vic.

Jednomu teseni je mozno pfedepsat vice nez jednu okrajovou resp. pocatecni pod-
minku. Vznika tedy pfirozena otazka, jestli feseni PDR, spliiujici navic vSechny pre-
depsané podminky, viibec existuje, kolik takovych feseni je, pfipadné jaké maji vlast-
nosti. S tim souvisi pojem tzv. dlohy (v kontextu PDR) a jejiho korektniho zadani.
Jesté nez tyto pojmy vyjasnime, uvedeme nasledujici priklad.

Priklad 1.1.9 Bud Q C R? je neprdzdna oblast. Hledejme u = u(t, x,y) : (0,T) x
Q — R, splnujici
ou

E(twra y) - Au(ta x,y) = sm(myt) ) pro (t,l‘, y) € (OvT) X Q, (16)
uw(0,z,y) =1, pro (z,y) € Q, )
u(t,z,y) =t+1, pro (t,z,y) € (0,7) x 0Q2. (1.8)

Jde o evoluc¢ni parcidlni diferencialni rovnici druhého fadu. Vyjimecnost proménné
t spociva jak v tom, Ze derivace u podle t je pouze prvniho radu, tak v tom, zZe

prostorové derivace z;, obsaZené v Laplaceové operatoru, maji opacné znaménko nez
du
ot *

Pracujeme v tzv. ¢asoprostorovém vélci (0,7) x 2 s podstavou 2. Rovnici (1.6) fe-
Sime uvnit¥ tohoto vélce, podminka (1.7) je pocatecni podminka, zadana na jeho
podstavé, podminka (1.8) je podminka okrajova, zadand na ,bo¢ni“ ¢asti plasté ca-
soprostorového valce.

Intuitivné je jasné, ze pii definici feSeni u celé tzv. dlohy (1.6)—(1.8) je potfeba také Fici
nejen jaké geometrické vlastnosti oéekdvame od hranice 0((0,7) x 2), ale predevsim
v jakém smyslu budou splnény podminky (1.7), (1.8) — funkce u je totiz definovéna
pouze na (0,7) x €, tj. uvniti ¢asoprostorového valce. Pfesnéji se témto tvaham
budeme vénovat pii studiu konkrétnich tloh, jiz ted vSak mizeme strucné ¥ici, Ze pro
klasické Teseni vétSinou pozadujeme, aby prislusné okrajové a pocatecni podminky
byly splnény ve smyslu limity.

Poznamka 1.1.10 Uvedeny piiklad slouzil pfedevsim k tomu, abychom snaze ak-
ceptovali nasledujici tmluvu: V kontextu PDR rozumime ulohou nésledujici trojici:
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(i) Rovnici tvaru (1.2) resp. systém tvaru (1.4) pro neznamou funkci u resp. u.

(ii) Mnozinu, na které ma byt definovéno feseni (1.2) resp. (1.4). Typicky pijde o
oblast, tj. otevienou souvislou mnozinu v R™.

(iii) Sadu okrajovych a pocate¢nich podminek.
S pojmem tulohy také tizce souvisi termin data tlohy.

Poznamka 1.1.11 Uloha (1.6)—(1.8) m4 také nasledujici fyzikalni interpretaci: Po-
kud u(t,x) predstavuje teplotu v bodé z € Q v ¢ase t € (0,7), predstavuje (1.6)
tzv. rovnici vedeni tepla, se zdroji tepla sin(zyt). Podminka (1.7) pak reprezentuje
predepsané rozlozeni teploty v ¢ase t = 0, podminka (1.8) pfedepsané rozlozeni tep-
loty ,,na sténach mistnosti“ €). Pi pfemysleni o vyznamu této interpretace muzeme
dojit k podezfeni, ze by tloha (1.6)—(1.8) mohla byt korektné zadana. Toto pode-
zieni samoziejmé musi potvrdit ¢i vyvratit dikaz prislusné matematické véty, kterou
zformulujeme pozdéji.

V paragrafu 1.3 také ukazeme, jak lze rovnici vedeni tepla na zakladé jistych fyzikal-
nich tvah odvodit.

(i) Co to je tloha pro PDR: rovnice, oblast, data (= koeficienty, , prava strana®,
pocatecni podminky (pro evoluéni rovnice podminky pro ¢ = 0) a okrajové
podminky (podminky na 0f)). , Korektné zadana tloha“ je, velmi vagné fe-
¢eno, takova, kterd ma v dané tridé funkci préavé jedno feseni s rozumnjmi
vlastnostmi.

(ii) Terminologie: rovnice linearni, kvazilinedrni (linearni vzhledem k nejvyssi deri-

vaci), nelinearni (neni linearni), ryze nelinearni (neni linearni ani kvazilinearni).

Piiklad 1.1.12 Bud u = u(t, z). Potom nésledujici evoluéni parcialni diferencidlni
rovnice jsou:

. % + 22Au = 0 linearni 2. fadu,

au 2 au 2 3 Z 4 v o1 ’ ’ v 7
o o T (U + B_m) Au = 0 nelinearni, a pritom kvazilinearni, 2. fadu
. % + (Au)? = 0 ryze nelinedrni, 2. faddu

d

. % + > aj(x,t, u)% = f(x,t,u) nelinearni, a pfitom kvazilinearni, 1. fadu.
j=1 i
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1.2 Zakladni priklady PDR

a) Rovnice bilance (kontinuity) a jeji odvozeni metodou testovacich objemd.

dp
n + div(o?) = 0.

b) Rovnice vedeni tepla a jeji odvozeni metodou testovacich objemii.

ou 5,
a—aAuff.

¢) Rovnice minimalni plochy a jeji odvozeni metodou testovacich funkci.

Vu

div————+= =10

V14 |Vul?

1.3 Cauchyova tuloha pro kvazilinearni
PDR 1. radu

Definice 1.3.1 Bud't € (0,T), T > 0, x € RY, d > 1, a waujme kvazilinedrni
parcidlni diferencidlni rovnici proniho fddu pro funkci u = u(t, x),

0 0
—U+Zaj(t,x,u)a—u:f(t,x,u), t€(0,T), z € R?, (1.9)
kde f, a; € C((0,T) x R*x R), j=1,...,d, jsou dané funkce. Rekneme, e u : (0,T) x
R?Y — R je klasickym fesenim (1.9), pokud

(i) u e CH(0,T) x RY),

(ii) u splriuge (1.9) ve vsech bodech (t,x) € (0,T) x RZ
Rownici (1.9) dopliujeme poc¢ateéni podminkou tvaru

u(0, ) = up(x), r€RY, (1.10)

kde ug € CY(R?) je dand funkce. Uloha (1.9)-(1.10) se nazjvd Cauchyova tloha pro
kvazilinedrni rovnici 1. ¥fadu. Rekneme, Ze u : (0,T) x R? — R je klasickym Fesenim
Cauchyovy tlohy (1.9)—(1.10), pokud u je klasickym tesenim (1.9) a navic spliuje
pocdtecni podminku (1.10) v ndsledugicim (klasickém) smyslu:

lim  u(t,y) = uo(xz) pro viechna x € R, (1.11)
(t:y)—(0+,z)
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Poznamka 1.3.2 e V podstaté lze (obecné) fici, ze kdyz mluvime o klasickém
resent, mame nejcastéji na mysli tak hladkou funkci, aby vSechny jeji v rovnici
vystupujici derivace byly spojité. Proto klasické feseni w rovnice (1.9) hleddme
v prostoru C1((0,T) x R?). Podobné splnéni poc¢ateéni podminky ,, v klasickém
smyslu“ znamena jeji splnéni ve smyslu limity. Termin ,, Cauchyova tloha“ se v
kontextu evolu¢nich PDR pouziva tehdy, kdyz oblasti, na které jsou definovany
prostorové proménné a tedy i poc¢ateéni podminky, je cely prostor (tedy kdyz
Q) = R%). Nekdy se téz pouziva termin lokdini Cauchyova tiloha pro situaci, kdy
feSeni Cauchyovy tilohy hleddme pouze na néjaké oblasti G C (0,7) x R

e Rozmyslete si, ze (1.11) je ekvivalentni nasledujicimu tvrzeni: existuje spojité
rozsifeni funkce u na mnozinu (0, T') x R? takové, Ze u(0, z) = ug(z) pro viechna
r € R4

Znaceni 1.3.3 Pro zjednoduSeni zapisu je mozné ztotoznit ¢asovou proménnou ¢ s
nékterou dalsi slozkou prostorové proménné, naptiklad ¢ = x(. Takto rozsitenou caso-
prostorovou proménnou budeme pro pohodli znacit opét x, zatimco pro prostorovou
proménnou budeme v této situaci pouzivat oznadeni T. Tedy z = (70,7) € R4 =
(0,7) x RY, 7 = (21,...,24). Dale polozime ag(z,u) := 1. Pak (1.9) resp. (1.10)
prejde v

d
Zaj(x,u)%“ = f(z,u), zeR%, (1.12)
§=0 j
resp.
u(z) = up(r) na mnozing {r € R%:; zo =0} . (1.13)

Ve zbytku tohoto paragrafu budeme hledat feseni Cauchyovy ulohy (1.9)—(1.10) ve
zjednoduseném tvaru (1.12)—(1.13). Budeme vSak mit na paméti, ze pro (poc¢atecni)

vz

podminku tvaru (1.13) je nejpfirozenéjsi interpretaci proménné xo pravé , cas t*.

Poznamka 1.3.4 Na podminku (1.13) lze nahliZet i tak, Ze hodnoty hledaného fe-
Seni jsou pfedem znamy (resp. , piedepsany“ na nadroviné {x € R%; xp = 0} C R4.
Pfti tomto pohledu muze jednoho snadno napadnout, Ze by tato plocha ,, pfedepsanych
hodnot “ nemusela nutné byt , rovna“. Dojdeme tak ke zobecnéni podminky (1.16), a
sice, ze hledame TeSeni rovnice (1.12) spliujici navic podminku

u =1y namnoziné ' C RS, (1.14)

kde T je n&jaka (hladkd) nadplocha dimenze d v R%. V dal§im uvidime (viz paragraf
2.3), ze I nebude moci byt zcela libovolna. Aby byla tloha (1.12), (1.14) fesitelna,
nebude moci byt I tzv. charakteristickou plochou rovnice (1.12). AZ nastane spravny
¢as, uvédomime si tedy, Ze rovnice (1.12) si v jakémsi slova smyslu ,,sama fekne*, kde
je mozno predepsat jejimu feSeni hodnoty a kde ne.



1.3 Cauchyova tloha pro kvazilinearni PDR 1. fadu 10

Budeme nyni hledat FeSeni tlohy (1.12)—(1.16) ve dvou krocich. Nejprve vySetiime
ptipad, kdy f na pravé strané rovnice (1.12) bude identicky nulova funkce a poté se
budeme vénovat pfipadu obecné f.

Moznost I, f = 0.‘

V tomto pfipadé ptejde rovnice (1.12) v rovnici

d
0

aj(x,u)a—;:m r € RS :=(0,T) x R?, (1.15)

=0

s pocatecni podminkou
u(z) = up(z) na mnoziné {z € R%; 29 = 0} . (1.16)

Resen{ tlohy (1.15)-(1.16) budeme hledat tzv. metodou charakteristik.> Vyslovme
nejprve nasledujici definici.

Definice 1.3.5 Rovnici (1.15) prifadime systém obycejnych diferencidlnich rovnic
(zvany téz charakteristicky systém rovnice (1.15)) pro nezndmé funkce x; = x;(s),
j=0,...d,

d

L ri(5) = a5 (a(s),ula(s)) . s € (0,0) C R, (1.17)
kde a; jsou funkce z (1.15). KaZdé klasické veseni x : (o, 8) — R systému rovnic
(1.17) nazvu charakteristikou (charakteristickou kfivkou) rovnice (1.15).

Poznamka 1.3.6

(a) Charakteristika je tedy kiivka v R%, jejiz parametrizace je ddna zobrazenim  :
(a, B) — R4, Vzhledem k tomu, Ze systém (1.17) je systém se spojitymi pravymi
stranami a;, existuje podle teorie ODR (viz [13]) TeSeni (1.17) alespon lokalné v
okoli kazdé pocateéni (proto index p v (1.18)) podminky typu

w(sp) = wp, sp€(a,f), x €RY. (1.18)

Bez Gjmy na obecnosti lze pfedpokladat, ze s, = 0 € («, 3). Pfipomenme, ze
pro pouze spojité a; nemusi byt feSeni tlohy (1.17)-(1.18) urceno jednoznacné,
k tomu je potfeba, aby a; byly alespoil lokalné lipschitzovské funkce (podrobnéji
viz napt. [13]).

(b) Pfesnéji feceno, charakteristika z(s) je kiivka, pfifazena nejen rovnici (1.15) (pro-
stiednictvim funkei a;), ale i funkci u € C*(R? x (0,7')). Obecné tedy nemusime
na u nahlizet jako na FeSeni rovnice (1.15), které ostatné teprve hledame, ale jeko
na libovolnou dostatecné hladkou funkci u, ktera spolu se znamymi koeficienty
a; definuje charakteristiky. Lépe vSe osvétlime za chvili na prikladech.

2V paragrafu 2.3 rovnéz uvidime, Ze mezi charakteristickou plochou z piedchozi poznamky a
charakteristikou z nésledujici definice bude skutecné souvislost.
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Nasledujici identita je pro metodu charakteristik klicova. Studujme chovani libovolné
funkce u € C*((0,T) x R?) na charakteristice x(s), pfifazené rovnici (1.17) a této
funkci u. Derivovanim podle s dostaneme:

d d

d ou d (1.17) ou

7 = 3 GO Ene D a0 e g ). (119
Je-li levéa strana identity (1.19) rovna nule, znamend to, ze funkce u je konstantni
na charakteristice x(s), nulovost pravé strany (1.19) pak znamend, Ze funkce u je

klasickym feSenim rovnice (1.15) v bodech, které lezi na ptislusné charakteristice.

Tato identita dokazuje nasledujici lemma, jehoz formulaci vénujte pozornost: zdanliveé
jde o dvé implikace, které dohromady vytvori ekvivalenci; vyroky, tvotici implikace
(a) a (b), se vSak ponékud lisi.

Lemma 1.3.7 Uvazujme funkci uw € C*(Qr), kde Qr C (0,T) x R? je neprdzdnd
oblast.

(a) Bud u konstantni na charakteristice z(s), s € («a,[3), leZici v Qr, a pFitazené

koeficientim a;(x,u) rovnice (1.15) a funkci u. Potom funkce u esi v klasickém
smyslu rovnici (1.15) v bodech charakteristiky x(s), leZicich v Q.

(b) Necht naopak u je klasické tesent rovnice (1.15) v oblasti Q. Potom u je kon-
stantni na libovolné charakteristice x(s), leZici v oblasti Q.

Duikaz.

Dikaz obou implikaci vychazi z rovnosti (1.19) a diskuse za ni. O

Priklad 1.3.8 Rovnice u; + zu, = 0 s pocateéni podminkou ug. Dostane se, ze
charakteristika, prochézejici bodem [xg,to], zo # 0, to > 0, ma rovnici ¢t = In|z| +
(to — In|zg|), jde tedy o ,logaritmicky vé&jiF“, viz Obr. 1.1.

Na zdklads toho lze explicite vyjadFit feseni uvedené rovnice pro data uy € C*(R),
a sice u(x,t) = up(ze*). Napiiklad pro ug(x) = e *°, 2 € R dostaneme u(z,t) =
exp(—2?e” ), x € R, t > 0. Viz Obr. 1.2.

’Moinost II, f #£ 0.‘

Pro f # 0 mame vyfesit obecnou rovnici tvaru

d
Zaj(:mu)% = f(x,u), z€R%L:=(0,T)xR?, (1.20)
=0 j

s pocatecni podminkou

u(z) = up(T) na mnoziné {x € RdT; zo =0}, (1.21)
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5

Obrazek 1.1: Charakteristiky rovnice u; + zu, = 0.

kde = (v0,%), T = (21,...,74). Ulohu (1.20)-(1.21) budeme fesit tak, Ze nejprve
vytesime ponékud jinou ulohu s homogenni rovnici (tedy s nulovou pravou stranou).
Problém se tim prevede do situace, kterou jsme studovali v moznosti I.

Véta 1.3.9 Budte f(x,u), aj(z,u) € C((0,T)xR*xR), ug € CH(R?), G C (0,T)xR?
neprdzdnd oblast a J C R otevieny interval. Bud ddle w = w(z,u) € CY{(G x J)
klasické Tesent ulohy

d
0 0
Zaj(x,u)a—;+f(x,u)a—;l):0, (x,u) € G x J, (1.22)
=0 j
w(z,u) = u — uy(T) na mnoziné {v € G; o =0},
(1.23)

kde v = (%9, T), T = (x1,...,24). Bud ddle (x,,u,) € G x J takovy, Ze w(x,,u,) =0,
99 (2p,u,) # 0. Potom existuji okoli U(z,) C G, U(u,) C J a funkce u € CH(U(x,))

takove, Ze
(1) w(z,u(z)) =0 pro vSechna x € U(x,), pritom u(z,) = u,,
(ii) %2(z,u) # 0 pro vsechna (z,u) € U(z,) x U(uy,),

(ili) w = u(z) je klasickym (lokdlnim) Fesenim dlohy (1.20)—~(1.21) na U(z,).
Dikaz. Tvrzeni (i) a (ii) jsou pfimym disledkem véty o implicitnich funkcich. Exis-

tence okoli U(z,), U(u,) a (implicitni) funkce u € C'(U(z,)) dokonce nijak nesouvisi
s tim, Ze w Tesi néjakou rovnici.
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Obréazek 1.2: Funkce u(z,t) = exp(—z2e~2!) pro x € (—5,5), t € (0, 3).

Pro dikaz (iii) si sta¢i uvédomit, ze pro x € U(x,) je funkce w(z,u(zr)) spojité
diferencovatelna a identicky nulova na U(z,), jsou tedy na U (z,) nulové i jeji derivace
podle vSech z;, j =0,...,d:

0 0 0

S (@) + S (@ (@) g (@) =0, j=0.....d.

J J

Vyjadiime z t&chto rovnosti 2% (z,u(z)), dosadime do (1.22) a dostaneme:
J

g—:(aﬁ,u(m)) (—;aj(x,u)g—;—kf(x,u)) =0, reU(zy,).

Protoze 2%(z,u(x)) # 0 pro x € U(z,) (viz (i), musi byt nulovy vyraz v kulaté

zévorce, coz dava (1.20) pro x € U(z,).
Dale je pro x € U(xp), xo = 0, podle (i) a (1.23),

0= w(z,u(r)) = u(z) - uo(),

coz neni nic jiného nez (1.21) na {x € U(x,), zo = 0}.



Kapitola 2

Véta Cauchyova—Kowalevské

2.1 Realné analytické funkce

Na tvod pripomeneme néktera vzita a zavedeme néktera méné uzivana oznaceni:

e Pro y € R™ budeme pouzivat Eukleidovskou normu [[y[| := />~ y7 a maxi-

movou normu |y|y = max{|y;|, j=1,...,m}.

e Krychlové m-dimenzionalni okoli bodu y° € R™ o poloméru p > 0 (a tedy hrané
2p) budeme znacit I7'(y°) := {y € R™; |y —3°|» < p}. Pokud neuvedeme stied
y° této krychle, rozumi se, ze y° = 0, tedy ' .= 1(0). Nékdy také mizeme
vynechat oznaceni pro dimenzi m, bude-li dimenze z kontextu ziejma nebo
nebude-li jeji konkrétni hodnota v dané situaci dilezita.

e Pro multiindex o = (aq,..., ), o € Ng := {0,1,2,...} pro j = 1,...,m,
zavadime kromé jiz diive definované vysky multiinderu a derivace podle mul-
tiindezu (viz paragraf 1.1) jesté tato standardni oznaceni:

al == a1l an!, faktorial multiindexu,
yr =yt yem, y e R™Y umocneni na multitndex.

Pti ditkazu hlavni véty této kapitoly budeme pottebovat nasledujici lemma, zobecnu-
jici zndmou binomickou vétu. Tvrzeni binomické véty pritom povazujeme za znamé.

Lemma 2.1.1 (Multinomicka véta) Bud k € N, a = (ay,...,a,) € R™. Potom

al!
(a1+...+am)k: Z|Oé—laa’ (21)
laj=k

pricemz ‘Z—!' € N, specidlné tedy % > 1.

14
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Diikaz. Budeme postupovat indukci podle m. Je-li m = 1, mame na pravé strané

rovnosti (2.1) viraz Y. “Laf' = af, dokazovana rovnost tedy plati.
a1= k

Nyni provedme indukéni krok! (v nasledujicich fadcich symbol [bv] znamen4, Ze po-
uzijeme binomickou vétu, symbol [ip| znadi, Ze pouzijeme indukéni predpoklad):

(al 4+ . 4 am+1)k — ((al 4+ .4 am) + am-}-l)k [b:U]

k
v k C k4 |2
s (j)(al too ot ap)aid, @
p

k
:pz —J']' Zﬁl .ﬁm o | dy =

j= 1B1=4
k .
Z Z Byl ﬁ Y a* - afray (2:2)
=0 |8]=j 1 m:*
Oznacime-li nyni a := (f1, ..., Bm, k — j), mame |a| = k pravé tehdy, kdyz |5 = 7,

tedy
k
2. 2. =2
J=018l=j  |ol=k

a vyraz, ke kterému jsme dospéli v (2.2), je dale roven

i k!
Z B )|alf1'”a§nmafn+]1 = Z a(alv"wamﬁ-l)au
jal=k '

laf=k

coz jsme méli dokazat. To, ze plati vztah (2.1), rovnéz implikuje, Ze ‘3—' € N (roz-

myslete si, jaké koeficienty u vyrazt typu a® lze obdrzet nésobenim vlevo v (2.1)).
0

Poznamka 2.1.2 Oznacime-li (podobné jako pro délku multiindexu) |a| = a;+-- -+
Ay, miuzeme vztah (2.1) pfepsat do nésledujici hezké (,,symetrické“) verze:

|a|k a®
Wl

laf=Fk

Sec¢teme-li na obou strandch této rovnosti pies ) .-, dostaneme

exp(ay + -+ ap) = ZZ i Za'

k=0 |a|= i &

IPiesvécte se, Ze pro m = 2 je (2.1) totéz, co tvrzeni binomické véty.



2.1 Realné analytické funkce 16

Chcete-li se pocvicit v nasobeni fad, muzete si jako cviceni zkusit ukazat, ze soucin
fad, které odpovidaji vyrazu exp(a;) - - - exp(a,,), je roven fadé na pravé strané pred-
chozi rovnosti. P¥ipadné je mozno postupovat i naopak: vyjdéte ze vztahu exp(a; +
-+ a,,) =exp(ay) - - -exp(an) pro a; € R, j = 1,..., m, nahradte exponenciily na
obou strandch fadami a dokazte timto zptisobem (alternativné) multinomickou vétu.

Nyni zavedeme dtilezity pojem realné analytické funkce.

Definice 2.1.3 (Reélné analytickd funkce) Funkci f : I'(y°) — R nazveme
rediné analytickou v I7'(y°), y° € R™, p > 0, pokud existuji redlnd Cisla f. takovd,
Ze Tada

S h-10" (=Y Sl =) - h)™)(23)

k=0 |a|=Fk

konverguje bodové pro viechna y € I7'(y°) k souctu f(y).

Poznamka 2.1.4 Nasim cilem neni soustavna studie redlné analytickych funkci,

vvvvvv

deme potiebovat. Ctendf si jisté pov&imne analogie s teorii mocninnych fad.

(i) Lze ukazat, ze pokud fada (2.3) konverguje ve vSech bodech y € I7(y°) k souctu
f(y), konverguje také absolutné stejnomérné na I (y°) pro vSechna 0 < o < p
a definuje v [;”(yo) nekonecnékrat spojité diferencovatelnou funkci f. Nutnou
(nikoli vSak postacujici) podminkou k tomu, aby f byla redlné analytickou
na I7"(y°) je tedy aby f € C™(I*(y°)).

(ii) Radu (2.3) lze navic ve vSech vnitinich bodech I7"(3°) libovolnékrét derivovat
¢len po clenu, tedy pro kazdy multiindex [ plati

DY f(y) =Y Dy =1, yeI).

Odtud dostaneme, ze pokud je f(y) = >, faly —4°)* pro y € I7'(y°), je uz

nutné D £
fo = & pro kazdy multiindex «. (2.4)
ol

Rada (2.3) je tedy Taylorovou fadou svého soucétu v ]l’)"(yo). Je-li f redlné analy-
tické funkce v I;“(yo), jsou koeficienty f, fady (2.3) urceny jednozna¢né vztahy
(2.4).

Diikazy téchto (i jinych) tvrzeni o redlné analytickych funkcich je mozno nalézt na-
ptiklad v knize [19].
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P1i dikazu véty Cauchyovy-Kowalevské (Véta 2.2.1) budeme navic potfebovat né-
sledujici technické lemma.

Lemma 2.1.5 Bud

FW) = faly—y")°

realné analyticka funkce v I;"(yo). Potom pro kazdé 0 < o < p ezistuje M > 0 takova,
ze M
|foc| S ol (25)

0“04

Dikaz. Viz napt. [19, str. 47].

2.2 Metoda majorizace a véta Cauchyova — Kowa-
levské

Véta Cauchyova-Kowalevské stanovi lokalni existenci (a jednoznac¢nost) lokalni Cau-
chyovy tulohy pro systém kvazilinearnich rovnic 1. fadu. Priklady v predchozi kapitole
ukazuji, ze vice nez lokalni existenci feseni ani oc¢ekavat nemuzeme.

Vétu zformulujeme a dokdzeme v jejim klasickém tvaru, tj. pro evoluéni kvaziline-
arni systém 1. fadu, jehoz koeficienty explicite nezaviseji na ¢asové proménné t, s
pro nulovou poc¢atec¢ni podminkou. Pozdéji (viz Poznadmka 2.2.7) ukézeme, Ze tento
vysledek lze pomérné jednoduse rozsifit i na mnohem obecnéjsi situaci.

Véta 2.2.1 (Cauchy-Kowalevska) Budte aijr(z,u), by(z,u) : IT — R, i =

1,...,d, j,r = 1,...,s, redlné¢ analytické funkce na [;,”S, kde p > 0. Pak existuje
0 < p < p a redln€ analytické funkce u, : IZ,H — R, r=1,...,s, takové, Ze pro
vsechna r =1,...,s plati
ou S ou;
- (tw) = ;;aijr(%u(t,x))a—é(tw) +b(z,ut,x)),  (to) € 15T, (2.6)
u (0,2) =0, =x€ I;l, : (2.7)

Ve tridé redlné analytickjch funkci jsou u, uréena vztahy (2.6)—(2.7) jednoznacné.

Dikaz této dulezité véty provedeme za chvili podrobné. Budeme pfitom vyuzivat
tzv. metodu majorizace, s jejiz zakladni terminologii se nyni seznamime.

Definice 2.2.2 Nvecht’ [, g jsou redlné analytické na IV, p > 0, f(y) = >, fay®,
g(y) = >, 9ay*. Rekneme, Ze g majorizuje f (téZ: g je majorantou f, f je majori-
zovéno g) na I}, pokud

|fol < g  pro vsechny multiindezy o, (2.8)
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tedy Ze
IDYf(0)] < D%g(0) pro vsechny multiindezy o . (2.9)

Pro tuto situaci budeme pouzivat znaceni f < g.

Poznamka 2.2.3 Ze srovnéavaciho kritéria pro konvergenci fad plyne: plati-li (2.8)
resp. (2.9), a fada ) goy® konverguje pro y € R™, konverguje pro y € R™ fada
> o fay® absolutné.

Definice 2.2.4 Budte a;j, < Qijr, by < ET na ];l,“, p>01=1,...,d, jr =
1,...,s. Pak rekneme, Ze tloha

o X s d N v B
B 6= 2D e ) G0+ aita), () € 1 (210
v.(0,2) =0, =xz¢€ Ig,, (2.11)
r=1,...,s, je majorantni k uloze (t€Z: majorizuje ulohu) (2.6)—(2.7).

V této chvili jsme pripraveni dokazat Vétu 2.2.1. Dikaz je ponékud technicky a je
rozdélen do nékolika krokt. Pro netrpélivé ¢tenatre nebo pro lepsi orientaci ¢tenait
trpélivych mtizeme nejprve nastinit zptsob, jakym vétu dokdzeme. Nejprve se pre-
svédcéime, Ze pokud mé néjakd majorizujici tloha tvaru (2.10)—(2.11) redlné analytické
feSeni, ma realné analytické feSeni i uloha (2.6)—(2.7). Vyzbrojeni touto informaci,
sestrojime k tloze (2.6)—(2.7) jistou specialni majorizujici tlohu, pro kterou budeme
schopni dokonce explicite najit realné analytické feseni. Vyrok o jednoznacnosti, kte-
rym cely dikaz zahajime, se opird o jednoznacné vyjadreni realné analytické funkce
pomoci Taylorovy rady.

Dukaz Véty 2.2.1.

e Jednoznacnost: Ukazeme, ze pokud existuji realné analytické funkce wu, : ];l,“ —R
fesici ulohu (2.6)—(2.7), jsou jejich derivace D%u,(0) jednozna¢né uréeny koeficienty
(tj. daty) rovnice (2.6). Necht tedy je r € {1,2,...,s} a necht « je multiindex o d+1
slozkach. Oznac¢me o = (¢, 3), kde ¢ je slozka multiindexu «, odpovidajici ¢asové
proménné, a ( je multiindex o d slozkach, odpovidajici prostorovym proménnym.
Ukézeme nyni (dokonce), ze pro danad r a « existuje polynom P,, s nezapornymi
koeficienty (které nezaviseji na datech tlohy) takovy, ze hodnotu D*u,.(0) lze spocitat
jako hodnotu polynomu P, ,, za jehoZ proménné dosadime hodnoty funkeci a;jx, by a

v8ech jejich derivaci fadu neptevysujictho |a| v bodé 0, kde i = 1,...,d, j, k =
1,...,s. Symbolicky tuto skutecnost mizeme zapsat napriklad takto:
D*u,(0) = P, o (D a;;(0), Db, (0)) . (2.12)

Diikaz (2.12) provedeme indukei podle /.
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(a) Necht ¢ = 0, jde tedy pouze o prostorové derivace. Jelikoz podle (2.7) je u,.(0,z) =
0v Ig,, plati D*u,.(0) = 0 pro vSechna o = (0, 3) (derivujeme jen podle prosto-
rovych proménnych). Sta¢i tedy polozit P,, = 0 coZ je polynom s nezapornymi
koeficienty.

(b) Necht ¢ > 0 a necht jsou znamy vSechny polynomy P, , pro vSechny multiindexy
a s prvni slozkou mensi nez ¢. Pak

a i , S d a .
Dau’l‘ — D(g_lvfg)a—/li (i6) D(Z_Lﬁ) <Z Z aij’r’a_;l,]' + bT) ° (213)

j=1 i=1

Na pravé strané této rovnosti se po provedeni derivaci vyskytuji pouze deri-
vace funkci a;;r, b, a funkce u; podle multiindexu s prvni slozkou mensi nez
¢. Uvazujeme-li ziskanou rovnost v bodé 0, lze podle indukéniho predpokladu
za tyto derivace funkei u; dosadit polynomy (s nezapornymi koeficienty) v pro-
ménnych a;ji, by a jejich derivaci, ¢imz na pravé strané ziskdme novy polynom
P, . Jeho koeficienty jsou nezdporné, nebot vznikly derivovanim soucti a soucini
vpravo v (2.13), a dosazenim polynomt s nezapornymi koeficienty. Jako proménné
tohoto polynomu jsou pouzity pouze derivace funkei a;;i, by, fadu neprevysujiciho
||, vycislené v bodé 0.

Tim je diikaz jednoznacnosti hotov.

e 1. krok k diikazu existence: Ukazeme, ze pokud néjakda majorizujici loha tvaru
(2.10)-(2.11) ma v I3 realné analyticka Fesenf v,, r = 1,...,s, existuji v I9" i
realné analytickd feseni u,, r = 1, ..., s, ulohy (2.6)—(2.7).

Definujme pro » = 1,...,s a multiindex « ¢isla U, := P, , (D[O‘]aijk(O), D[O‘]bk(O)),
kde na pravé strané této definice jsou vyrazy z pravé strany vztahu (2.12). Potom
dostaneme

|Ur,a| - ‘P'r,a (D[a}aijk(o)a D[a]bk(o)” S Pr,a(‘D[a]aijk(O)la

Db (0)]),

v nerovnosti jsme vyuzili skutecnost, ze koeficienty P., jsou nezdporné. Déle je, s
vyuzitim téhoz a definice majorizujici tlohy,

Pyo(|Dayi(0)], | Db (0)]) < oo (D1G,5,(0), Db, (0)) = D, (0) .

Posledni rovnost je disledkem toho, ze pro funkce v, lze provést tutéz tvahu jako
pro funkce u, v predchozi ¢asti ditkazu (o jednoznac¢nosti). Protoze tloha pro v, ma
formédlné stejny tvar jako tloha pro u,, pouze s jinymi funkcemi jako daty ulohy,
jsou i polynomy P, , tytéz, pouze za proménné dosazujeme hodnoty funkei a;;x, by, a
jejich derivaci fadu neptevysujiciho |«|, v bodé 0. Celkem tedy méme, pro vSechny
mulitindexy « a pro vSechna r=1,...,s,

|Uy.o| < D0, (0). (2.14)
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Protoze (pror = 1,..., s) konverguji fady >, £ D%0,(0)y* na celém [g,“, konverguji
tamtéz podle (2.14) a srovnavaciho kritéria (viz Poznamka 2.2.3) i fady
1 (e
Y SUnay®,  r=1,....s, (2.15)
al 7
které tak definuji na mnoziné I;lf’l realné analytické funkce w,, r = 1,...,s. Z jed-
noznacnosti koeficienti Taylorova rozvoje realné analytickych funkci pak dostaneme
pro vSechny mulitindexy a a pro vSechna r = 1,..., s, rovnosti
Ur.o = D%, (0). (2.16)

Z uvedené konstrukce je navic jasné, ze levé a pravé strany rovnosti (2.6) a (2.7)
se rovnaji v bodé 0 véetné vSech svych derivaci a jsou si tedy rovny (z jednoznac-
nosti rozvoju realné analytickych funkeci) vSude v Ig,ﬂ. Funkce w, jsou tedy feSenim

problému (2.6)—(2.7).

e 2. krok k diitkazu existence: Nalezneme specialni problém pro funkce v,, majori-
zujici Glohu (2.6)—(2.7). Zvolme o € (0, p) libovolné. Podle Lemmatu 2.1.5 existuje
konstanta M > 0 takova, ze

D®a;;,(0 M Db,.(0 M
al olel al olel
pro véechna i = 1,...,d, j,r = 1,..., s, a pro vSechny mulitiindexy a (pii volbé M
vyuzijeme toho, Ze indext i, j,r je jen koneény pocet). Zvolme dale 0 < n < il
potom existuje ¢ < 1 takové, Ze pro z = (xy,...,2Tq,v1,...,05) € Ifi”s plati
e C d
1+ +zg+v+-+v S( +8)n§q<1_
o o
Zkoumejme nyni pro z = (z,v) € I¢* funkci
M (T4 T+ v)E
H(z,v) = 1 _ zitdmatuittos - MZ ok -
o k=0
=My X o= D Ha
k=0 |a|=k e
kde Y | \
g, = Ml M (2.18)
ol al ol

Vyuzili jsme postupné vzorec pro soucet geometrické fady, multinomickou vétu a na
zaver skutecnost, ze |Z—‘,' > 1, viz Lemma 2.1.1. Funkce H je tedy redlné analyticka

na [4**. Porovnanim (2.17) a (2.18) zjistime, ze odhady

’ D%, (0)

. ﬂ’ < H, (2.19)

DOL
‘ < H,, ‘ br
al
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plati pro vSechna + = 1,...,d, j,r = 1,...,s, a pro vSechny mulitiindexy «, a tedy
kvazilinearni uloha

O, 0
a”‘; (t,z) = H(z,v (1 + ZZ a?) . (tz) e I, (2.20)

7j=1 =1
v.(0,2) =0, =x€ Ig, (2.21)
r=1,...,s, kde H(z,v) = 0—(w1+~--+]:\5/{i:-v1+~-+v5)’ majorizuje tlohu (2.6)—(2.7).

e 3. krok k dikazu existence: Zbyva nam nalézt (jakékoli) realné analytické FeSeni
problému (2.20)-(2.21). Oznacéme y = x; + - - - + 4. Reseni budeme hledat ve tvaru

Ul(t’ ZE) == Us(tam) = W(t,y)

(sta¢i ndm jakékoli FeSeni, budeme je proto nejprve hledat v co nejjednodussim tvaru).
Problém (2.20)—(2.21) se tedy redukuje na

ow Mo ow
= (1 — I? 2.22
ot a—y—sw( +Sd8y)’ (ty)els, (2:22)
w(0,y) =0, yelj, (2.23)

kde 6 > 0 uré¢ime pozdéji. Protoze (2.22)-(2.23) je (lokdlni) Cauchyova tloha pro
jednu kvazilinearni rovnici prvniho radu s jednou okrajovou podminkou, je mozno
jeji feSeni nalézt napfiklad metodou charakteristik (viz paragraf 1.3).

Ctenéfi doporucujeme v§pocet provést jako cviceni a zjistit, ze funkce

w(t,y) = 4= Vi ;(Z)jr I)zs(d VMot (t,y) € I2, (2.24)

je pro dostatecnd malé § > 0 redlné analyticka funkce na IZ, kterd na této mnoziné
fesi problém (2.22)—(2.23).

Zvolme kone¢né p' := min (‘S

4’
vs(t, ) := w(t,y) reédlné analytickym FeSenim problému (2.22)—(2.23) na Ig,ﬂ. Proto

i problém (2.22)—(2.23) ma realné analytické feseni na Igfrl.

77). Podle pfedchozich tvah jsou funkce vy (t,z) = - -+ =

Tim je dikaz véty Cauchyovy-Kowalevské proveden. 0

Cviceni 2.2.5 Naleznéte jako cviceni Teseni w(t,y) problému (2.22)—(2.23), tvaru
(2.24), a to metodou charakteristik.

Poznamka 2.2.6 (Lewyho protipiiklad.) Pozadavek, ze funkce a;;,, b, musi byt re-
alné analytické, nelze vynechat. Lewy zkonstruoval nésledujici protipiiklad. Pro u :
R3 — R oznacme

ou  Ou ou
Lu := e +za——2z(x+zy)a
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Potom existuje f € C*(R?), kterd neni analyticka, a takovd, Ze rovnice
Lu=f

nemé klasické feseni na zadné oteviené mnozing Q C R3.

Poznamka 2.2.7 Ukazte, ze Vétu 2.2.1 lze podstatné zobecnit:

1. V (2.6) lze pripustit zavislost koeficientti tlohy na proménné ¢, tj. a;, =
a;r(t, x,u), by = b.(t,z,u). Navod: Uvazujte novou ,nezndmou* funkci ugp1 = ¢
a sestavte pro ni (s+1). rovnici a po¢ateéni podminku. Ukazte, Ze pro novou vekto-
rovou funkci @ := (u1,...,us, ust1) dostaneme systém typu (2.6), (2.7), kde a;j, =
aijr(x,u), by = bp(z, ).

2. Ve (2.7) lze pfipustit obecnou pocatecni podminku u,.(0,z) = ¢,(x), kde ¢, (2)
je realné analytickd funkce. Navod: Uvazujte nové neznamé funkce v, (t,z) :=

ur(t, ) — r ().

3. Diskutujte lokalnost existence feseni. Uvazte, Ze lokdlni feSeni lze , slepovat®
nejen v prostoru, ale i v ¢ase, tj. pokud feseni existuje naptiklad pro |z — 2°| <
d aprot =ty > 0 (ozna¢me toto feSeni U), lze uvazovat systém (2.6) v
1§ ([tg, 2°]) s podatecni podminkou w,(tg, ) = U,(tg,r) v I¢(2°). Odivod-
néte, ze Vétu 2.2.1 1ze zobecnit takto: je-li Q C R%+! oblast, , kde jsou viechny
koeficienty tlohy (tj. a;jr, b, PFip. ¢,) realné analytické“ (zformulujte pfesnél!),
existuje ' C Q, na které existuje (ve t¥idé redlné analytickych funkei jedno-
zna¢né urcené) feseni (2.6), (2.7).

4. Kone¢né: v (2.6) lze pfipustit i systém zcela obecnych parcidlnich diferencial-
nich rovnic vyssiho fadu, za nasledujicich omezujicich predpokladii:

(a) vSechny rovnice v systému lze (alespori lokalné) pfevést na rovnice vyresené
vzhledem k nejvyssi derivaci podle jedné z proménnych (ve vSech rovnicich
musi tato proménnd byt tatdz); pak lze vhodnymi substitucemi prevést
takovy systém na systém tvaru (2.6);

(b) koeficienty ulohy (po provedeni vyse naznacenych substituci) musi byt
realné analytické, tj. ptivodni systém musi byt tvoren , realné analytickymi
zavislostmi“;

(c) pocateéni podminky tlohy musi byt takové, aby po pfevedeni na systém
tvaru v (2.6) byl k dispozici dostateény pocet redlné analytickych pod-
minek tvaru (2.7); pozndmka: nékdy muze dojit k situaci, kdy musime
proderivovanim zvysit fad rovnice, v takové situaci je nutno zvolit novou
pocatecni podminku, ktera je automaticky splnéna pro ptvodni rovnice.

Diskutujte celou situaci na prikladu dvou rovnic:
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(i) Zcela obecna rovnice druhého fadu ve dvou proménnych, vyfesend vzhle-

dem Kk uy:
uy = F(z,t,u, ty, Uy, Ugy, Usy) (2.25)
s podminkami
u(0,z) = ¢(x), (2.26)
u(0,2) = (x) . (2.27)

Ukazte, ze pokud jsou F', ¢, 1 redlné analytické funkce svych proménnych,
existuje (lokdlné) jediné redlné analytické FeSeni problému (2.25)—(2.27).
Néavod: Polozte t = u1, u = ug, Uy = U3, Ut = U4, Uzt = U5, Ugy = Ug.

(ii) Zcela obecna rovnice 1. fadu ve dvou proménnych:
F(z,y,u,uz, uy) =0. (2.28)

Névod: Nejprve proderivujte celou rovnici podle (napiiklad) y. Vypoctéte uy, a
postupujte dle pfedchoziho ptikladu. Diskutujte pocatecni podminky, zejména

novou podminku typu ,, F(...)] = 0% kterd je splnéna automaticky pro

y=0
feSeni ptivodni rovnice. Pro¢ vlastné je potieba nova podminka a proc¢ je vhodné
ji mit takového tvaru?

Na zakladé predchozich uvah ukazte:

5. Uloha pro Laplaceovu rovnici

Au=0, (2.29)
u(z,0) = ¢(x), (2.30)
uy(z,0) = (z), (2.31)

maé v okoli {y=0} jediné redlné analytické feSeni (jsou-li p, ¥ redlné analytické
v okoli {y=0}).

6. Uloha (2.6)—(2.7) nemusi byt vidy korektné zaddna! Tj. feseni sice existuje a
je jediné, ale nemusi zaviset spojité na datech tlohy. Navod: V piedchozi situaci
tilohy (2.29)—(2.31) uvazujte tzv. Hadamardiv piiklad: ¢(x) = 0, ¢(z) = SBAZ,

k
n
o v v ny__e—ny . . . . s ’ N . s N v ’
Odtivodnéte, ze funkce u(z,y) = “5 57— sinnz je jediné redlné analytické feSeni
n

ulohy (2.29)—(2.31). Pfitom pro toto Feseni plati vyrok:
Ve>0Vy; >0 VK >0 3n,keN,

lellew) + 1¥llew) < e,
a pritom pro libovolné a < b (v proménné x)
(s y)llean) > K -

Tento pfiklad ndm naznacuje, Ze tloha (2.29)—(2.31) asi nebude , ta spravna okrajova
uloha“ pro Laplacetiv operator.
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7. Pro vhodnou sadu pocatecnich podminek ukazte, ze lokalné existuje jediné
(redlné analytické) Feseni tzv. Stokesova systému v R? (piipadné v R3), pro
funkce @ = (u,v) (pfipadné @ = (u,v,w)) a p (reprezentujici po fadé rychlost
a tlak),

AT —Vp=0, (2.32)
divii=0. (2.33)

Navod: Vérili byste, ze naptiklad pro problém ve dvou dimenzich budete potiebovat

5 pocatecnich podminek? A co vic, dokazali byste si tuto viru logicky odtvodnit?

2.3 Charakteristické sméry a plochy

Problematiku charakteristickych sméri a ploch budeme ilustrovat na lokalni Cau-
chyové tloze pro linedrni PDR k-tého fadu, ktera je vyfeSena vzhledem k nejvyssi
¢asové derivaci. Bud tedy G C (=T, T) x R? neprazdnd, omezend, ,,¢asoprostorova
oblast, 7" > 0. Uvazujme v G rovnici pro neznamou funkci v = u(t,x) : G — R,

k
% = Z a(t,x) D% + f(t, ), (t,x) € G, (2.34)
o (h0,e0)

s pocatecnimi podminkami, definovanymi na mnoziné Q := G N {t = 0},

u(0, ) = go(z),
ou
—-(0,2) = g1 (),
ot (2.35)

x €,
ok lu
W(O, r) = gr1(z),

kde gj(z) : Q@ —=R, j=1,...,k—1, jsou dané funkce.

Poznamka 2.3.1 Jsou-li funkce a,, f redlné analytické na oteviené mnoziné H C GG
takové, ze H N Q) # (), existuje podle diisledki véty Cauchy-Kowalevské oteviend
mnozina A C H, a jednoznac¢né urcena realné analyticka funkce u : A — R, splnujici
(2.34) v A a (2.35) v AN Q. Ctenafi doporucujeme si jako cvideni prevést vhodnymi
substitucemi tlohu (2.34)—(2.35) na tlohu typu Cauchy-Kowalevské, (2.6)—(2.7), a
uvedomit si znovu, jak souvisi pocet a tvar pocatecnich podminek s tvarem rovnice,
resp. s procesem prevodu této rovnice do tvaru (2.6). Nasim dalsim cilem bude zkou-

mat praveé tuto ,souhru® tvaru rovnice a pocatecnich podminek pro obecnéjsi ulohu
k-tého tadu a pro pocateéni podminky zadané na obecnéjsi d-dimenzionalni plose.
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Mé¢jme tedy rovnici

Z ao(t,x) D% + f(t,x) =0, (t,x) € G, (2.36)

|| <k

a predepiSme pocateni podminky na d-dimenzionéalni hladké regularni (nad)plose
S C G. Predpokladame, ze S je orientovana spojitym polem vektorovych normal v.

Pocatecni podminky jsou tvaru

olt,2) = olt, 2),
ou(t7) = e1(t,2). -
(t,x) € S,
O ) = s (a).

kde p;(t,z) : S = R, j=1,...,k — 1, jsou dané funkce.

Uloze (2.36)—(2.37) tikdme zobecnénd (lokdlni) Cauchyova tiloha pro linerni rovnici
k-tého radu.

Poznamka 2.3.2 Symbolem g%”j(t,x), j =0,...,k — 1 znacime j-tou derivaci ve
sméru vektoru 7 = (v, vy, ..., vq). Ztotoznime-li opét (zejména kviili jednoduchosti
zapisu) t = xg, 1y = 1y, plati

i g i
aUtx) Z MZO. Vd—ZDO‘ (t,z)v (2.38)

( Yy
V) 20 )
o 10yeerybg=0 &UO ’ awd

. =0 lal=j
Lo+ tig=]

7=0,...,k—1, specidlné tedy % = V(i) - V.
Porovnejte charakter pocateénich podminek (2.37), zadanych na ,kiivé“ plose S,

a pocatecnich podminek (2.35), zadanych na ,rovné“ plose 2. Ve obou ptipadech
predepisujeme hodnoty Teseni a jejich derivaci ve sméru kolmém na prislusnou plochu.

Nasim cilem nyni bude vhodnym zobrazenim ,narovnat“ plochu S tak, abychom
zachovali smér normélového verktoru k S, a transformovat pomoci tohoto zobrazeni
v bodech plochy S jak rovnici (2.36), tak poc¢ateéni podminky (2.37). Poté se budeme
snazit popsat podminky, za kterych je mozno po transformaci obdrzet tlohu tvaru
(2.34)—(2.35) s vypocitanou nejvyssi derivaci neznamé funkce podle proménné, ktera
bude po transformaci hrat roli ,, ¢asu®.

Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze plochu S 1ze ztotoznit s grafem dostatecné
hladké (v nasem piipadé alesponi C?) funkce, tedy Ze

S={(t,r) € G, t=v(z), Y € C*(Q), 2 C R omezend oblast} . (2.39)
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Plochu S lze tedy parametrizovat zobrazenim ® € C%(Q;.S)
o : { b= vk, (2.40)

T = Zj, 7=1,...,d.
Abychom predesli nedorozuménim, rozlisujeme x (z-ova souradnice bodu (¢, x) € 5)
a z (parametrizujici proménné, z € ), pfestoze = = z, ja vidime v (2.40).
Zobrazeni ¢ definuje v kazdém bodé (¢,z) € S d-tici linedrné nezavislych tec¢nych
vektort T7(t,x) = T ((z), z) =: T7(2), kde

LoV )

Ti(2) = —(2) = 1. R4 2.41
B =G0 = (gr0 L 0] €BFL
(§+1). misto
j=1,...,d. Odtud plyne, Ze vektor
. 9 oY
= (1,22 2 ) = (1, V.4, 9.42
7(2) = (1= g ) = (1= (2.42)

ktery ziejmé splituje 7(z) - T7(z) = 0 (pro viechna z € Q a viechna j = 1,...,d), je
normalovym vektorem k S v bodé (¢,z) € S. Pro souradnice normalového vektoru
budeme pouzivat znaceni 7 = (14, 14, ... ,vq) = (v, 11, - - -, Va), v souladu s obvyklym
ztotoznénim t = xy. Tedy je

9

— =1,...,d Q. 2.43
gL g lend e (2.43)

VOZVtzlv V](Z):

Definujme nyni zobrazeni w € C*(R x ©; G) predpisem w = w(7, 2) = (t,2) € G, kde

t=(z) +710(2),

2.44
v, =z +71v;(2), j=1,...,d, (1,2) e RxQ, (244)

pfi¢emz 1)(z) je zobrazeni z (2.40) a v;(z) jsou slozky normalového vektoru 7, viz
(2.43). Vidime, ze (t,z) € S pravé tehdy, kdyz 7 = 0 (tedy ze w(Q2) = 5) a Ze

Ow

—(2)=10(2), z€Q.
%(2) = m(2)
Zobrazeni w tedy vychézi z parametrizace ¥ : Q — S, pficemz posunuti bodu (0, z) €
{0} x Q ve sméru osy 7 odpovida posunuti bodu w(0, z) = (¢,x) € S ve sméru vektoru
v.

Z (2.43), (2.44) déle dostavame

ot 0t oY )

— =1, — =—(2) = —v(2), j=1,...,d,

or azj azj J (2.45)
8xj 8xj (9 '

5 =v;(2), % :5ij+7—£(yj(2)), i,j=1,...,d,
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kde d;; je Kroneckertiv symbol, d,; = 0 pro ¢ # j, d;; = 1.

Spoc¢teme determinant? Jacobiho matice derivaci (tj. jakobidn) zobrazeni w v bodech
mnoziny {0} x Q:

1 —vy —1v9 ... —Uy
D " 1%} 1 0 e O
J,(0,2) = det (t,z) @By 0 1 ... 0 |=
Vq 0 0 1
=1+|7*>0. (2.46)

Diky hladkosti w tedy existuje ¢ > 0 takové, Zze jakobian zobrazeni w je nenulovy
na (—¢,e) x Q. Podle véty o inverznim zobrazeni tedy existuje inverzni zobrazeni
wt eCHH;(—¢e,)xQ, kde H := w((—¢,e) x Q). Jacobiho matici derivaci zobrazeni
omega~' na mnoziné S lze spocitat z (2.46):

- (2.47)
(t,x)es

[y

1 V1 Vs . Vg
- 14> l/J2 -1y ... —1Uy
B A
. D(t, ZE) . —Us —Ullq 1+ Z ij c. —l9lg
= D(T, Z) » =7 j‘7é2 ' )
T —vgly ... 14> VJZ
i7d
kde v = ~(t,x) = W, (t,xz) € S. Specialné tedy je
or or ‘
a(t,m):% %(t,x):w/j(t,x), j=1...,d, (t,x)esS. (2.48)
Definujme nyni funkci
w(r2) = vlt(r,2) 27, 2) = v(w(r,2)),  (n2)€(—2e)xQ,  (2.49)

kde v je funkce z (2.36)—(2.37). Potom je pfedevsim
w(0, z) = v(w(0, 2)) = v((0, 2), (0, 2)) , (t,x) e S,

definujeme-li tedy
Po(2) == po(w(0,2)), z€Q (2.50)

2N4sobte napiiklad (j+1). fadek determinantu ¢islem v; a prictéte jej k prvnimu fadku. To
opakujte pro j =1,...,d.
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kde g je funkce z (2.37), travsformuje se pocateéni podminka v(t,z) = ¢o(t,z),
(t,x) € S, na

w(0, 2) = ©o(2), 2 €. (2.51)
Déle mame, pro (t,z) = w(0,2) € S,
ow Jdv Ot L 9v O, (2.45) < v ov
0,2) = = = G0 ENT O T ((w(0,2)) . (2.52
or O T gt i, o 2w, W a0 (252)
j=1 J 7=1 J
Podobné dostaneme %(O, z) = g%fj((w(o,z)), Jj = 2,...,k—1 (provedte vypocet
podrobné!), a tedy definujeme-li
9i(2) == ¢;(w(0,2)), z€Q, (2.53)

dostaneme transformaci pocatecnich podminek (2.37) pro funkei v sadu poc¢atecnich
podminek pro w,

dw ~
a]mz) Fi(z), z€Q, j=0,... k—1. (2.54)
Transformaci rovnice (2.36) vznikne rovnice tvaru
Z cs(1, 2)DPw + f(r,2) =0, (1,2) € (—&,6) x Q. (2.55)
|BI<k
Zajima nas hodnota koeficientu, ktery stoji u a ¥ tedy koeficientu Cﬁ(T z) pro
3 = ( .,0). Bude-li tento koeficient nenulovy, bude mozné z (2.55) vypodi-

tat 8 - T1m bude dokonceno prevedeni zobecnéné Cauchyovy tlohy (2.36)—(2.37)
na Cauchyovu tlohu tvaru (2.34)—(2.35). Transformaci rovnice (2.36) budeme zkou-
mat v bodech plochy S — nenulovost prislusného koeficientu na plose S bude diky
hladkosti znamenat jeho nenulovost i na okoli plochy S.

Spoctéme nejprve (t ), 22(t,z), kde (t,7) € S. Dostaneme, s vyuzitim (2.48),

’ ot
ov 1 ow 0z; ow or
a—x(t,l’) = : 8—2(07 Z)a—x(t,x) +8_T(0,Z> a_q;<t’m)’
! J=1 J ! | \4,-/
= Vi

neobsahuje 3 ‘9—

Z&” %t )+ 20,2 21,0
or ot
——

g =7

neobsahuje 5

Z uvedeného vypoctu vyplyva, ze vyraz 8ﬂ(O 2) lze obdrzet pouze tehdy, je-li funkce

v derivovana podle mulitindexu a vysky k. Koeficient u d —+ (0, z) bude pak roven

c5(0,2) = Z a0, 2)yluge . vga(z),

|laf=k
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£,

cz(0,2) = v* Z Ao (t, x)v*, (2.56)
|a|=k

kde (t,z) = w(0,2) € S, v = U(t,x) je normalovy vektor k S v bodé (t,z), a

v = (1+||7]]*)~' > 0. Transformaci zobecnéné Cauchyovy tlohy tedy bude mozno

dokonéit, bude-li suma vpravo v (2.56) nenulova.

Pokud je uvedend suma nulova, nelze z transformované rovnice (2.55) vypoditat

‘3’%’(0, z). Tuto dulezitou situaci osetfuje nasledujici definice.

Definice 2.3.3 (Charakteristické sméry a plochy)

o Rekneme, Ze vektor € € R je charakteristickym smérem rovnice (2.36) (pri-
padné: je charakteristickym vektorem rovnice (2.36)), pokud £ # 0 a pritom

D aalt,z) & =0 (2.57)

|a|=k
Virazu vlevo v (2.57) tikame symbol rovnice (2.36) v bodé (t,x).

e Bud S d-dimenziondlni hladkd plocha v R, Rekneme, Ze bod y € S je cha-
rakteristickym bodem plochy S vzhledem k rovnici (2.36), pokud normdla k S
v bodé y md smér charakteristického vektoru rovnice (2.36) v bodé y € S.

o Rekneme, Ze d-dimenziondlni hladkd plocha S C R je charakteristickou plo-
chou rovnice (2.36), je-li kazdy jeji bod charakteristickym bodem rovnice (2.36).

Zadame-li tedy pocatecni podminky tvaru (2.37) na charakteristické plose S rov-
nice (2.36), nemusi mit tloha (2.36)—(2.37) feSeni na okoli bodu (¢,z) € S, nebot
z predchozich uvah plyne, Ze v bodech (t,z) € S ji nelze pfevést na tlohu tvaru
(2.34)—(2.35).

V nésledujicich prikladech budeme zkoumat tvar charakteristickych ploch pro nékteré
zékladni typy PDR.

v . v . . . d 2
Priklad 2.3.4 Laplaceova rovnice. Uvazujme rovnici Au = 7, 94 =0 v ne-
i

prazdné oblasti Q C RY. Hleddme tedy takové & € RY, & £ 0, ze Z?Zl §J2 = (. Takové
¢ vsak neexistuje, a proto neni 7z4dna (d—1 dimenzionalni) plocha S C R? jeji cha-
rakteristickou plochou. Poc¢ate¢ni podminky, a sice hodnotu feSeni a prvni derivaci ve
sméru normaly, lze tedy zadat na libovolné hladké plose. Hadamardiv priklad vsak
ukazuje, ze takova tloha nemusi byt korektné zadana.

Priklad 2.3.5 Rovnice vedeni tepla. Uvazujme rovnici 2% — a*Au = 0, (¢,z) €

(0,T) x 2, kde Q C R? je neprazdnd oblast, a > 0. Hleddme & = (&,&1,...,&) €
R+ ¢ £ 0 takovy, Ze —a? Z}i:l ¢ = 0. Odtud plyne & = --- = § = 0. Soufadnice
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& vektoru ¢ vsak neni soucasti symbolu rovnice vedeni tepla, protoze ten bere do
uvahy pouze nejvyssi derivace. Proto méa rovnice vedeni tepla charakteristické smry;,
a sice vSechny nasobny vektoru £ = (1,0,...,0). Charakteristické plochy RVT jsou
tedy plochy tvaru {(¢,z),t = konst., z € Q}. Zvlastnosti RVT je pfitom skutecnost,
Ze pro rovnici vedeni tepla je nejtypictéjsi zadavat pocatecni podminky praveé na plose
{t = 0}, ktera je jeji plochou charakteristickou. Pfi studiu této rovnice (viz Kapitola
4) uvidime, Ze TeSeni takto zadané tlohy nebude existovat na (symetrickém) okoli
bodu (0,x), ale pouze pro t > 0. Je to jeden z disledkt skuteénosti, ze poc¢ateéni
podminky pro RVT byly zadany na charakteristické plose.

Piiklad 2.3.6 VInova rovnice. Uvazujme rovnici C%% —Au=0, (t,x) € (0,T) x
Q, kde 2 C R? je neprazdna oblast, ¢ > 0. Hleddme & = (£y,&1,...,&q) € R €40
takové, ze (§y/c)? = Z;l:l 5;2 Tato rovnice popisuje body d-rozmérné kuzelové plochy
(s vyjimkou jejiho vrcholu): pro pevné &, # 0 lezi body &1, . . ., £; na kouli o poloméru
&o/c, jehoz velikost tedy zavisi linedrné na &,. Charakteristické plochy jsou tedy také

d-rozmérné kuzelové plochy.

Vime, Ze na charakteristickych plochéch nelze zadat (libovolné) pocéateéni podminky
tak, abychom méli zarucenu existenci (a jednoznac¢nost) feseni daného zobecnéného
Cauchyova problému v okoli charakteristické plochy. Na to lze nahlizet také tak, ze
feSeni®, proto na této plose nelze feseni obecné , predepsat hodnoty“. V Kapitole 4,
v paragrafu, ktery bude vénovan vlnové rovnici, si tuto interpretaci znovu pfipome-
neme. Leccos vsak objasni i nasledujici priklad.

V poslednim prikladé tohoto paragrafu se ukazeme souvislost mezi pojmy charak-
teristické plochy, ktery jsme v tomto paragrafu zavedli pro linearni rovnici k-tého
fadu, a pojmu charakteristiky (charakteristické kiivky), studovanému v paragrafu
1.3 pro kvazilinearni rovnici 1. fadu. Budeme tedy zkoumat lineadrni rovnici 1. fadu,
pro kterou lze oba tyto pojmy zavést.

Priklad 2.3.7 Uvazujme linedrni homogenni PDR 1. fadu,

a~(az)% =0, r € Q C R™! omezena oblast, a; € CQ. (2.58)
J or. J
J

B

Jj=0

Naleznéme nejprve charakteristické sméry a plochy této rovnice metodami tohoto
paragrafu. Hleddme & € R9*L, ¢ £ 0 takové, Ze

a;(x)§; = 0.

d
Jj=0

Charakteristickym smérem rovnice (2.58) je tedy vektor €= ¢ (x), ktery je v kazdém
bodé z € Q kolmy na vektor @(z) = (ao(z),...,aq(x)). Charakteristické plochy S
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rovnice (2.58) maji pak tu vlastnost, ze v kazdém bodé = € S je d(x) te¢nym vektorem
plochy S.

Rovnici (2.58) je v8ak také tvaru (1.15), lze tedy pro ni definovat charakteristiky
(charakteristické kiivky), popsané rovnicemi

%mj(s):aj(x(s)), s€(a,f)CR, j=0,...,d, (2.59)

srov. (1.17). Odtud plyne, Ze vektor @(z) = (ao(z),...,aq(z)) je tetnym vektorem k
charakteristické kiivce v jejim bodé x = x(s).

Srovnanim obou pfistupt dostaneme, zZe charakteristiky rovnice (2.58) lezi v charak-
teristické plose této rovnice. Protoze vime, ze kazdé kalsické feseni rovnice (2.58) je
konstantni na charakteristikach, dostavame odtud dalsi pohled na charakteristické

N7

plochy: jsou to plochy, po ktery se ,,sifi informace o hodnotach feseni*.

Cviceni 2.3.8 Zkoumejte charakteristiky a charakteristické plochy rovnice
Uy +uy +u, =0, (z,y,2,) €R?,

pro neznamou funkci u = u(z,y, 2).

2.4 O klasifikaci rovnic 2. fadu

Méjme linearni rovnici 2. fadu v R¢

: 0%*u ) Ju
”221 aj(x) o, 01, + Z () B +c(z)u = f(x) (2.60)

Jde-li nam o klasické feseni, predpokladame dostatecnou hladkost u a tedy mtzeme
zameénit smisené parcidlni derivace. Tudiz bez Gjmy na obecnosti je a;;(x) = aj;(x)
pro kazdé x a matice A := (a;; (w))?,jzl je realna, symetrickd a proto diagonalizova-
telnd. Tedy existuje ortogonalni matice P a diagonalni matice D tak, ze PTAP = D.
Pfipomenme si, Ze signatura kvadratické formy urcené matici D je trojice (n,p,q),
kde n je pocet nulovych, p pocet kladnych a g pocet zapornych prvki na diagonale D.
Dle zakona setrvac¢nosti kvadratické formy je pocet nulovych, zapornych a kladnych
prvki na diagonéale matice D pevné dan a tedy je signatura dobfe definovana.

Predpokladejme, Ze jsou koeficienty u ¢leni druhych #add rovnice (2.60) konstantni,
tedy a;;(x) = a;;. Definujme v := u o P a polome y = P'z, pak mame v(y) =
v(PYz) = u(PPYz) = u(x)

ou 4. ov 0%u 0%
g @ =2 g W & G @)= 3 5 papin

k.h=1
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Odtud je vidét, ze u(z) spliuje rovnici (2.60) prave, kdyz v(y) fesi rovnici jejiz koefi-
cienty u ¢lenti druhého fadu jsou prvky matice D = (d;;){,_,, nebot

d

0%u d 9%
> az‘jw(ﬁﬂ) = Z a Y e (y) pikpjn =

3,j=1

_,_z

Pro nekonstantni a;; lze provést analogickou substituci pouze lokalné, viz [11].

Definice 2.4.1 (Typ diferencialni rovnice druhého fadu) Bud matice D =
(dij)i ;) jako vyse a m jeji vdd. Rekneme, Ze rovnice (2.60) je v bodé x:

1. elipticka, jestliZe jsou znaménka vsech prvki matice D stejnd a m = d. Typic-
kym zdstupcem je Poissonova rovnice: —Au = f.

1. hyperbolicka, jestlize je m = d a vsechna znaménka prvkd D jsou stejnd az
na jedno. Typickym zdastupcem je vinovd rovnice: W — = f (Laplaceiv
operator je bran jen vzhledem k prostorovym pmmennym}.

#4. parabolicka, jestlize je m = d — 1 BUNO dgq = 0, viechna znaménka proki D
jsou stejnd a koeficient rovnice (2.60) u 687" je nenulovy. Typickym zdstupcem
d

je rovni'lc_el gtzidem’ tepla: 2—7; — Au = [ (stejné jako v predchozim pripadé je
A=20m a2):

w. parabolicka v Sirsim slova smyslu, jestlize m < d — 1.

v. ultrahyperbolicka, jestlize m = d a alespon dvé znaménka prvku D jsou kladnd
a alespon dvé zdapornd.

Cviceni 2.4.2 Pro d =2 je rovnice (2.60) tvaru

9%u 9%u 9%u
a + 2b +c + cleny nizsich radu =
Ox? 0x1 04 013 Y /

Tato rovnice je v bodé x eliptickd pokud b* — ac < 0, parabolickd je pro b* — ac = 0
a hyperbolickd, kdy? je b* — ac > 0.

P¥.: Tricomiho rovnice

82u 0%u
x
2812 0a?2
x9 > 0...elipticka, x5 < 0...hyperbolicka, tedy méni typ pii prechodu x; osy.

=0
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Cviceni 2.4.3 1. Uvazujte linearni PDR druhého fadu s konstantnimi koefici-
enty, v R?, tedy rovnici typu

AUy + DUy + Clyy = [ la| + |b] + |c| > 0. (2.61)
Ukazte, ze plati:

e (2.61) je eliptickda <= ? — 4ac < 0;
e (2.61) je parabolicka (event. v $irsim slova smyslu) <= b* — 4ac = 0;

e (2.61) je hyperbolickda <= b* — 4dac > 0.

2. Uvazujte linearni PDR druhého f4du v kanonickém tvaru (vzhledem k nevyssim
derivacim), tedy rovnici pro u = u(y),

d

Zam% 3 02 feyyu=fy), ke ou(y) € {~1,1,0}.

(2.62)
Ukazte, ze v kazdém bodé y lze provést tyto tvahy:

(a) Pokud existuje takovy index j, ze a; # 0, ; # 0, potom zavedeni nové
_Bvi
funkce v = v(y) susbtituci u =ve > (pfes stejné indexy nescitame, jde

o ono konkrétni j) zptisobi, Ze:
e v rovnici pro v nebude ¢len, odpovidajici §; (odpovidajici koeficient
bude nulovy)
e vsechny koeficienty u ¢lentt druhého fadu ztstanou beze zmény a
vSechny zbylé koeficienty u ¢lent prvého fadu (s vyjimkou vyse zmi-
néného) zistanou rovnéz beze zmény

Ta dvojka ve jmenovateli zlomku v exponenciele neni ptreklep. Sledujte jeji
roli pii vypoctu.
(b) Pokud existuje takovy index j, ze o; = 0, 3; # 0, potom zavedeni nové
_ %5
funkce v = v(y) susbtituci u = ve % (pfes stejné indexy nescitame, jde
o ono konkrétni j) zptisobi, Ze:
e v rovnici pro v nebude absolutni ¢len, tj, ¢len odpovidajici nulté deri-
vaci (koeficientu c)

e vsechny koeficienty u ¢lentt druhého i prvniho fadu ztistanou beze
zmeény

3. Pomoci vyse uvedenych dvou substituci ukazte, ze kazdou linearni PDR 2.
fadu s konstantnimi koeficienty lze vhodnymi substitucemi pievést na jeden z
nasledujicich typt:
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e Eliptickou rovnici na —Au + ku = f. Pro £k = 0 jde o tzv. Laplace-
Poissonovu rovnici, pro £ # 0 o rovnici Helmholtzova typu. Koeficient £,
je-li nenulovy, obecné nelze ,, vynulovat .

e Parabolickou rovnici na %—QQAU = f, tj. narovnici vedeni tepla. Vsechny
parabolické linearni PDR 2. faddu s konstantnimi koeficienty jsou tedy
néjakou rovnici vedeni tepla.

9%u

e Hyperbolickou rovnici na 3z — a’Au + ku = f, tj. na vlnovou rovnici.

Koeficient k, je-li nenulovy, obecné nelze ,, vynulovat“.

4. Urcete typ rovnice, prevedte na kanonicky tvar, pfipadné prevedte na jednu z
rovnic z predchoziho bodu, pfipadné se pokuste vytesit, pokud se po prevedeni
dostanete na , Tesitelny typ“ rovnice.

(8) Uy + 2y + 2y + 4wy, + 5, +up+uy, =0 Reseni: Po provedeni substituce
E=x,n=y—x, x = 2x—2y+ 2z s ndslednym zavedenim nové funkce predpisem
u = ve~¢/? dostaneme rovnici Av = %v. Jde o eliptickou rovnici (Helmholtzova
typu).

(b) Uga + 4tyy + 8y, + Uy +uy =0 Reseni: Po provedeni substituce £ = z, n =
y

5 — 2 s naslednym zavedenim nové funkce predpisem u = ve~¢/2+1/4 Jostaneme

eliptickou rovnici (Helmholtzova typu) vee + vy = 1%1).

(€) Upy + gy + duyy — up — 2uy = 0 Reseni: Po provedeni substituce & = z,
n =y — 2z dostaneme parabolickou rovnici u, — uge = 0.

(d) wge — 2uyy — 3uy, + uy, = 0 ReSeni: Po provedeni substituce £ = z, n =
5+ % s naslednym zavedenim nové funkce predpisem u = ve* dostaneme
hyperbolickou rovnici vee — vy = %v.

(€) 4ugy — 3uy, + 4u, — 8uy, — bu = 0,
feste obecnd a poté s podminkami u(z,0) = €2, u,(z,0) = 0. Reseni: Po
provedeni substituce £ = x 4+ y, n = x + 2y s naslednym zavedenim nové funkce

predpisem u = veX~37 dostaneme hyperbolickou rovnici vee — 4vy, = 0. Jeji

obecné fesent je v(€, 1) = (1 — 2€) + g0y + 2€), tedy u(z,y) = e3V(f(z) +
9(3z + 4y)). Okrajové podminky daji u(z,y) = ez V(1 +y).

5. A dalsi sada priklad pro vaSe samostatné pocitani: v kazdé oblasti, kde se
neméni typ rovnice, najdéte jeji kanonicky tvar.



Kapitola 3

Laplaceova a Poissonova rovnice

3.1 Fundamentalni reseni Laplaceovy rovnice

Definice 3.1.1 Bud Q C R? neprdzdnd oteviend mnoZina, f € C(Q) redlnd funkce.

Rovnict
—Au=f v () (3.1)

pro neznamou funkci u nazgyvdme Poissonovou (resp. Laplace-Poissonovou) rovnici
v Q. Je-li f=0 v, mluvime specidlné o Laplaceové rovnici

Au=0 v ). (3.2)

Zatim nefikame nic o tom, pro jaké funkce f, pripadné za jakych podminek, kladenych
na oblast €2, takové u existuje ¢i kolik takovych funkci k zadané funkci f 1ze nalézt.
Je v8ak jasné, Ze pokud budeme pozadovat u € C%(Q2), bude nutné Au = f € C(Q).
Spojitost f v € je tedy nutnou podminkou pro to, aby existovalo feseni u rovnice
(3.1) v klasickém slova smyslu.

Jesté dfive, nez za¢neme zkoumat otazky existence (pfipadné jednoznacnosti) feseni
rovnic typu (3.1), budeme se vénovat studiu vlastnosti funkce u € C?(2), spliiujici v
kazdém bodé x € Q) rovnici (3.2).

Definice 3.1.2 Bud Q C R? neprdzdnd oteviend mnozina. Rekneme, Ze u: Q — R
je harmonickd v Q (piseme u € H(Q)), pokud u € C*() a Au(x) = 0 pro vsechna
x € Q (tj. u bodové Tesi Laplaceovu rovnici v Q v klasickém slova smyslu).

Poznamka 3.1.3 Existuji i jiné definice pojmu harmonické funkce, které napiiklad
vyzaduji pouze spojitost u a (pak tedy nutné) splnéni Laplaceovy rovnice (3.2) v
néjakém jiném nez bodovém smyslu.

Priklad 3.1.4 Uvedeme nyni nékteré zakladni (vesmés dilezité) piiklady harmonic-
kych funkci. Nebude-li feceno jinak, budeme v téchto prikladech symbolem €2 znacit
naprazdnou otevienou mnozinu v R%.

35
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(i)

(i)

(i)

(vi)

Polynomy stupné nejvyse jedna (tzv. afinni funkce), tj. funkce tvaru u(z) =
ijl ajz; + b, kde aj, b € R, x = (x1,...,24), jsou harmonické v libovolné
Q) C RY, specialné tedy totéz tvrzeni plati pro konstanty (tj. konstantni funkce).

Je-li Q C R neprazdna oteviena mnozina, pak je €2 nejvyse spocetnym sjedno-
cenim otevienych disjunktnich intervald, Q = U;(a;,b;). Pokud je u € H(2),
tedy u € C?(Q2) a u”(z) = 0 pro viechna x € Q, existuji konstanty «;, 8; € R
takové, ze u(zr) = a;x + §; pro x € (a;,b;). To spolu s pfedchozim piikladem
ukazuje, ze jedinymi harmonickymi funkcemi v R jsou afinni funkce. To, Ze se
(¢asto mlcky) pfi studiu harmonickych funkei pfedpoklada d > 2 tedy nevnasi
do takového studia témér zadnou Gjmu na obecnosti.

Funkce u(z,y) = 2? — y? je harmonické v libovolné Q C R2. Obecné nazyvime
funkci v : Q — R harmonickym polynomem v €2, pokud u je polynom a u €
H(Q2). Zfejmé plati: jsou-li a; € R takova, ze Z;l:l a; = 0, je funkce u(x) =
Z;l:l ajx? harmonickym polynomem v libovolné naprazdné oteviené mnoziné

Q c R4

Existuje izk4 souvislost mezi pojmem funkce harmonické v Q C R? a holomorfni
v  C C (pti obvyklém bodovém ztotoznéni R? a C). Presnéji: bud F = u +
iv komplexni funkce komplexni proménné, holomorfni v oteviené neprazdné
mnoziné Q¢ C C. Oznaéme Q =: {(z,y) € R?; z =z + iy € Qc}. Necht funkce
u = u(z,y), v =v(z,y) € C}N). Potom z Cauchy-Riemannovych podminek

pro F' (tj. z identit % = g—;’, g—;‘ = —g—;’) plyne, ze v bodech 2 plati

Pu  Pu 9 [Ov d (v
Au=-——+-—=—|5)—-—5|5)=0,
ox? 0y Ox \ Oy Oy \ Oz
nebot pro v € C?(2) jsou smisené derivace druhého fddu zdménné. Podobné

Av = 0. V uvedeném smyslu tedy plati: slozky holomorfni funkce (jsou-li do-
stateéné hladké) jsou harmonické.

Bud ¢ € R? pevny bod. Potom funkce

1

u(z) = g prod >3, (3.3)

1
|z —¢|

jsou harmonické v libovolné oblasti 2 C R?, neobsahujici bod &. Specialné jsou
uvedené funkce harmonické v R? \ {¢}.

u(z) =In|lz —¢& =—In prod =2, (3.4)

Budte &, y € R? pevné body, d > 2. Potom funkce

2 2
u<x):|€ y||x—§||xd Y|
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je harmonicka v libovolné oblasti, neobsahujici bod &, specialné je harmonicka

v R\ {¢}.

Poznamka 3.1.5 (pro ¢tenare znajici teorii distribuci) Funkce (3.3) (pro d >
2) resp. (3.4) (pokud d = 2) pro volbu £ = 0 tedy spliiuji Laplaceovu rovnici bodové
viude v R?\ {0}, pficemZ v bodé 0 nejsou definovany. Pokud se tyk4 jejich chovani
v okoli tohoto bodu, lze ukazat, Zze tzv. ditributivni derivace (derivace ve smyslu
distribuci v R?) téchto funkei je az na multiplikativni konstantu, zavisejici pouze
na dimenzi prostoru, rovna Diracové distribuci 0. Vhodny nasobek téchto funkci,
konkrétné

d>3
CEPACTEE

E(z) := , , (3.6)
o lnm prod =2,

pak splnuje ve smyslu distribuci rovnost —AFE = §. Symbolem s, zde zna¢ime povrch
. . , . N d .
jednotkové koule v R?. Lze ukazat (viz Appendix), Ze sy = F2(”d—//22), kde I' je Eulerova

gamma funkce.

Vyse uvedend vlastnost funkei definovanych (3.6) (zejména tedy volba pfislusnych
multiplikativnich konstant) odtvodiiuje nasledujici definici.

Definice 3.1.6 (Elementarni Feseni Laplaceovy rovnice.) Funkci E € H(R?\
{0}), definovanou predpisem (3.6), nazjvame elementarnim fesenim Laplaceovy rov-
nice (pripadné elementarnim FeSenim Laplaceova operétoru).

3.2 Véta o trech potencialech

V tomto paragrafu odvodime jistou integralni reprezentaci obecné funkce u € C%(Q),
kde Q@ C R?% d > 2 je omezena oblast s dostate¢nd hladkou hranici 9. Pojem
,dostatecné hladka hranice“ je ponékud vagni, proto radéji hned dodejme (i kdyz
také pomérné vagné), ze podstatné pro nase tvahy bude, aby na ) platila Gauss-
Ostrogradského véta, tedy zejména aby ve skoro vSech bodech z € 9 (ve smyslu
(d—1)-rozmérné miry na Jf2) existoval jednotkovy vektor vnéjsi normaly k €2 v bodé
x. Oblastmi s , dostate¢né hladkymi“ hranicemi (ve vySe uvedeném smyslu) jsou
napiiklad oblasti s lipschitzovskou hranicil, Q € C%!.

Véta 3.2.1 (O tfech potencidlech) Bud Q C R? omezend oblast s ,dostatecné
hladkou hranici, u € C*(2). Potom pro kaZdé y € Q je

u(y):—/QAu(x)U(x—y)dx—l— 89%($)U($—y)d5‘m—

(1) 2 (¢ —y)dS.

(3.7)

u
o0

I P¥esnou definici je mozno nalézt v Appendixu.
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kde U(x) je elementdrni reseni Laplaceovy rovnice, viz (3.6).

Dukaz. Jiz vime, ze funkce U(x — y) (jako funkce proménné x) je harmonicka v
kazdé oblasti, ktera neobsahuje bod y. Specialné jsou tedy funkce M% resp. In ‘%
harmonické v oblasti dimenze d > 3 resp. d = 2, pokud tato oblast neobsahuje bo
0.

Vénujme se nyni vlastnimu ditkazu. Pro dimenzi d > 3 véta tvrdi:

B 1 Au(zx) ou 1
u(y) B %d(d - 2) ( N Q |$ - y|d_2 dot o0 OV ! |:z; - y|d_2 a5 (3.8)

oo () o)

Dodejme, ze derivovani podle vektoru vnéjsi normaly v se tyka proménné x. Bez
jmy na obecnosti dokdZme tvrzeni pouze pro y = 0 (y # 0 dostaneme posunutim).
Dale predpokladame, ze bod 0 lezi v €2. Protoze integral vlevo v nasledujici rovnosti
existuje jako Lebesguetv (uvédomte si to), mame
Au(x ) Au(x
Pty [ s
Q\B:(0)

kde B.(0) znaci kouli se stfedem v bodé 0 o poloméru e. Pokud integrujeme pfes
2\ B.(0), mizeme bez obav pouzit druhou Greenovu vétu (integrovana funkce je
spojitd az do hranice 2\ B.(0), ktera je dostatecné hladké). Proto 1ze pokracovat

1 0 1
lim / uxA(—)dx—/ ux—(—)dSJ;
€H0+< Q\B:(0) (=) 2|42 A(Q\B<(0)) ( )3’/ |z[?=2

1 0
A(N\B:(0)) || v

Prvni ¢len je nulovy, nebot m% je harmonickd na Q \ B.(0). Zbylé dva integraly
pres 0(2\ B(0)) rozdélime zvlast na integréal pies 02 a dB.(0) (pozor na orientaci).
Na ¢leny, ve kterych probiha integrace pres 0§2, nema limita pfes € vliv, a staci proto
vySetfit chovani ¢lent, kde integrace probiha pres 0B.(0). UkdZeme, Ze

) 1 oOu
lim

- (r)dS, =0.
e—0+ 836(0) |l’|d_2 aV (:C)

Plati totiz odhad (velikost x je na 0B.(0) rovna ¢)

Oy

ov

1 0 dsS,
/ m—u(ﬂf) ds$‘ < max 5/ PR
dB<(0) |ZE| ov x€0B:(0) dB-(0) €
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kde integral vpravo je pfesné s, tj. povrch jednotkové sféry v d dimenzich. Abychom
d
v
normalovou derivaci Ia?\% (v je jednotkovy vektor a kvili orientaci vnéj$i normély

zjistili, ¢emu se rovnd limita vyrazu f@BE(O) u(z) (ﬁ) dS,, vypoCteme nejprve

vl x tedy x-v=—|z|):

0 1 1 1 1
o <|x|d—2) B A G PR G T

Proto
1 ds,
— lim u(x)2 (?) dS, = — lim u(z)(d — 2)%,
=0+ Jop.o) O \|z|™ =0+ Jop.(0) gd-
coz rozepiseme jako
ds, ds,
—1i 0)(d —2)—= — i —u(0)) (d — 2)——=.
= 8B (0) u(O) )5d_1 — dB<(0) (u(x) o ))( )sd—l

Prvni integral konverguje k —u(0)(d — 2)s¢; a druhy konverguje k nule diky spojitosti
u(z). Konecné tedy (nesmime zapomenout na integraly pres 0€2, které jsme ziskali z

9(2\ B(0))):

Au(z) = 0 1 1 Ou
| a2 dr = — /89 u(:c)ay <\x|d—2) ds, + /asz EI=F" () dS; — u(0)(d — 2),

z ¢ehoz po jednoduché tpravé dostaneme dokazované tvrzeni (3.8) pro w(0). Kdy-
bychom vystartovali z vyrazu fQ Au(z)In ﬁ dx a pouzili stejnych tprav jako vyse,

provedli bychom dfikaz pro dimenzi d = 2. Ctenafi doporucujeme si to jako cviceni
provést. ([l

Poznamky. Diskuse: Tak hladka hranice €2, aby platila Gauss-Ostrogradského véta.
TFi integraly v (3.7) se po fadé nazyvaji objemovy potencial s hustotou —Aw, poten-
cial jednovrstvy s hustotou g—l’/‘, potencial dvojvrstvy s hustotou w. Je tu souvislost s
konvoluci, konvoluci distribuci.

Dusledek: C? feseni Laplaceovy rovnice uz jsou nutné tiidy C*. Viz nasledujici véta.

Véta 3.2.2 (Véta o regularitd) Bud u € C*Q), kde Q C R? je oblast. Necht
Au =0 v . Potom u € C*(Q).

Dikaz. Jen poznamky: Pro kazdy pevny vnitini bod y € Q opiSeme kouli Bg(y) CC
), pro ni napiSeme vétu o t¥i potencialech, vyuzijeme Au = 0 a vlastnosti integralu
s parametrem. Diikaz: doplnit. [l
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3.3 Dirichletova uloha pro Laplaceovu rovnici na
kouli

Nejprve zformulujeme obecnou Dirichletovu tlohu pro Laplace-Poissonovu rovnici
(tedy rovnici ,,;s pravou stranou®) a budeme se zabyvat otédzkou jednoznacnosti (kla-
sického) TeSeni této tlohy. Poté zodpovime kladné otazku existence FeSeni zminéné
tilohy pro (pouze) Laplaceovu rovnici na kouli v R?. Soucasti této kladné odpovedi
bude rovnéz explicitni vzorec pro nalezeni feSeni a vyrok o stabilité takového feseni.

Definice 3.3.1 (Dirichletova tiloha pro Laplace-Poissonovu rovnici) Bud () C
R? neprdzdnd oteviend mnozina. Budte ddle o € C(0S) a f € C(Q)). Rekneme, Ze u
je klasickym feSenim Dirichletovy tlohy pro Laplace-Poissonovu rovnici (s daty ¢,
f) v Q, pokud u € C*(Q) UC(Q),a

Au(z) = f(x) pro vsechna v € €2, (3.9)
u(z) = () pro vSechna x € 0f). (3.10)

Reseni tlohy (3.9)—(3.10) na omezené oteviené mnozing ) C R% pro f = 0, pokud
existuje, ma nasledujici dulezitou vlastnost.

Zde chybi princip maxima pro Laplacetiv operator a jako diisledek véta o jednoznac-
nosti feseni tlohy (3.9)—(3.10) na omezené oteviené mnozing Q C R

Pro kouli 1ze klasické Teseni Dirichletovy tlohy psat explicitné. Toto explicitni feSeni
(ve tvaru tzv. Poissonova vzorce) nyni odvodime.

Zakladem Poissonova vzorce je nasledujici lemma.

Lemma 3.3.2 Bud Br(0) C R? koule se stiedem 0 a polomérem R > 0, d > 3. Bud

ddle u € C*(Bgr(0)), takovd, e Au = 0 v Bg(0). Potom pro vsechna x € Br(0) je

1 R?* — |z|?
= — —d 11
we) = =z [ woT=gras(, (311
0BRr(0)
kde »4 = I?ZTd—d//;) je povrch jednotkové sféry v dimenzi d.

Poznamka 3.3.3 Vztah (3.11) je tedy nutnou podminkou pro to, aby funkce uve-
dené hladkosti byla feSsenim Laplaceovy rovnice na kouli. Zaroven tento vztah rika,
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ze hodnoty takové (harmonické, dostate¢né hladké) funkce u uvniti koule Br(0) lze
vyjadrit pomoci hodnot funkce na hranici této koule. Vzhledem k tomu, ze k existenci
integralu vpravo v (3.11) neni nutné, aby u € C?(9Bg(0)), vznikd piirozena otazka,
jaké vlastnosti bude mit funkce u, definovana predpisem

_ R? —|z?
= R / ds(e), (3.12)

Jo gt
OB (0)

pro (napt.) ¢ € C(0Bg(0)). Skutecné lze dokazat, ze takto definovand funkce je
klasickym feSenim Dirichletovy tlohy pro Laplaceovu rovnici na kouli, s hrani¢nimi
hodnotami ¢ € C(0Bg(0)). Pfislusna véta byla soucasti prednasky. Zde prezento-
vané lemma tvori k této vété jakousi komplementarni, motivacni ¢ast, ukazujici, ze
(Poissoniiv) vzorec (3.12) ,nespadl z nebe*.

Dokazme nyni Lemma 3.3.2.

Dikaz Lemmatu 3.3.2. PouZijeme vétu o tfech potencialech pro u € C%(Bg(0))
(odtud hladkost, pozadované na u), d > 3:

_ 1 _ Au(§) Ou 1
ule) = (d—2)e4 < /BR(O) |z — &J92 d§+ /833(0) ov © |z —&Ja2 45(¢) (3.13)

- /aBR«» w5, (grs) 190

=0
Prvni integral je nulovy, protoze Au = 0 v Bg(0). T¥eti integral pracuje s hodnotami
funkce u na mnoziné 0Bg(0), je tedy stejného typu jako integrél vpravo v (3.11).
Druhy integral zptsobuje jisté obtiZze, protoze pracuje s hodnotami g—;f na mnoziné
0BRr(0), které se vpravo v (3.11) nevyskytuji. Nasim cilem bude nyni tento inte-
gral né¢jakym vhodnym zpiisobem prepsat, abychom tuto obtiz odstranili. Vyuzijeme
k tomu druhou Greenovu vétu, ze které plyne, 7e pro funkce v, w € C'(Br(0)) je

ow ov
/ (vVAw — wAv) do = / UEdS_ / wa—dS (3.14)

Br(0) 9BRr(0) 9BRr(0)

Polozime v = u a pokusime se nalézt w € C'(Bg(0)) takovou, ze Aw = 0 v Bg(0).
Pro takovou volbu funkci v, w plyne z (3.14) rovnost

[ weSe©is©- [ Seuedso, (3.15)
9Bg(0) 9BRr(0)

coz umozni nahradit integral, ve kterém vystupuje %(5), integralem, ve kterém vy-
stupuje u(§). Zbyva najit vhodnou funkci w. Porovndme-li druhy integral v (3.13)
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s pravou stranou (3.15), mohli bychom dojit k nazoru, ze by touto funkci mohla byt
funkce w(§) = m Tato funkce v8ak (pro pevné z € Bg(0)) neni harmonicka
(v proménné ﬁ) v celém Bg(0), jak je nutné. Pouzijeme proto (podobnou) funkci
w(é) =c- i £|d > s vhodné zvolenym bodem 1z’ € R?\ Bg(0) a vhodnou konstantou

¢ € R. Takové funkce spliiuje podminku w € C'(Bg(0)) a Aw = 0 v Br(0) a lze ji
pouZit v identité (3.15).

K nalezeni bodu 2/ € R?\ Bg(0), ktery je ,,vhodné pfifazen® bodu =z € Bg(0)
pouzijeme kulovou inverzi: Bud z € Bg(0), x = (x1,...,24) # 0. Rekneme, Ze bod
' = (2),..., 7)) € R\ Bg(0) je kulové inverzni k bodu = (vzhledem ke kouli Br(0)),

pokud
, R?
.Tk:l'kw, /{I:l,...,d, (316)

tedy (kreslete si) pokud ' lezi na poloptfimce vychézejici ze stiedu koule Bg(0) a
prochézejici bodem x, a navic plati

z| - |2'] = R?. (3.17)

Pro kulové inverzni body lze navic pomérné jednoduse dokazat nésledujici identita:
jsou-li z € Bg(0), = # 0, a 2’ kulové inverzni k x vzhledem ke kouli Bg(0), potom

2" = ¢] = —Ix &, V€€ dBgr(0). (3.18)

(Névod k dukazu (3.18): umocnéte (3.18) na druhou a pouzijte (3.17)). Polozime nyni
pro x # 0,
1 R4—2 (3.18) 1
w(E) = 8 L) 3.19
O g ( o g .

Tato funkce je harmonickd v Bg(0), protoze bod 2’ lezi mimo Bg(0), navic je w €
C%(Bx(0)). S pouzitim (3.15) a (3.19) dostaneme z (3.13):

1 0 1 R4—2 1
u(z) = m/@BR u(§) 8u( ) (W ~ f‘d—2 ]2 - |z — §|d—2> ds(§).

J/

=Aq
(3.20)
Zbyva v A, spocitat prislusné normalové derivace a poté prejit k piivodni proménné
x. Méame:
2—d

0 1 2-d) . ey = 2% el (g — 1)y
o (€) (|x - §|d—2> = Ve (lz =) - v(9) = 5w = &7 2(z = &) (=1) - v(§)
P il S

lz—¢d R
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nebot v(£) = % pro £ € 9Bg(0). Podobné
0 1 Rd4—2 RI-2 4 _ ¢ ¢
( ) -2 R

(&) \ 2" — |42 [z]*2 |42 |2 — €]
(3.16),(3.18) Rri-2 wit —¢ 3
B () B — >
2|72 K|z — ¢ ‘R
_ gy —lelPE €
= R e ®

Celkové je, pro £ € OBg(0),

d—2 R2 2 2 2 § R —|z|* ¢
A= R = §|d( x — |z|?¢ — R*x + R*¢) - == = (d— 2)R2]x—§|d'\RF/
B R2 - |l‘|2
a tedy, dle (3.20),
1 R? — |x]?
O /(O) WOT SO, we B0\ (0, (B2

(bod x = 0 jsme vyloucili v okamziku, kdy jsme zacali pouzivat kulovou inverzi).
Funkce vpravo v (3.21) je v8ak spojitd (jako funkce proménné z) na kompaktnim
okoli m — integrabilni majorantou spojité funkce na kompaktni mnoziné je vhodna
konstanta. Vztah (3.21) tedy plati i pro z = 0, cbd. O

Poznamka 3.3.4 Jako bonus dostavame ze vztahu (3.21) pro x = 0 identitu

w0 - [ 0@ - [ woase. o)
9BRr(0) OBR(0)

coz je vlastnost primeéru pro harmonické funkce.

3.3.1 Poissonuv vzorec ve dvou dimenzich

Odvodme analogii vztahu (3.11) ve dvou dimenzich. Bud Bz(0) C R? kruh se stfedem
0 a polomérem R > 0. Bud dale u € C*(Bg(0)) takova, ze Au = 0 v Br(0). Potom
véta o tfech potenciadlech dava pro tuto funkci

u(e) 2 (e — €) ar(6).
(3.23)

wo) === [ SOl —elar©) + o [

2m 0BRr(0)
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kde uvedené integraly jsou kiivkovymi integraly pfes obvod kruhu Bg(0). Postupu-
jeme zcela analogicky jako v diikazu lemmatu 3.3.2: definujeme bod kruhové inverzni
k bodu z € Bg(0), x # 0, spliyjici (3.16)—(3.18), a pomocnou funkci

w(§) =In (%]w’ —ﬂ) =Injz|—InR+Injz’ — ¢,

pro kterou tedy plati (3.15). Navic z pfedchoziho vztahu plyne

B ) ,
55O = ay—(§)<ln|x - 5|) . (3.24)

Odtud plyne analogie vztahu (3.20), neboli

1 0 /
R MRIGE i IS ) RO RCEY

[ J/

= As
Rutinni (doufejme) vypocty dale daji

0 o §_ (@-9-&_R-a-g
v (e =€) = g Vel =) = ~h g = e

a podobné

0 (g gy = R —ofp-€ JofP-u-
() R’ —=&*  RfG[e—¢?  Rle—¢P
Proto Ay = % a, uvazime-li navic, ze s, = 2w, dostaneme z (3.25)
1 R% — |x|?
= — —d 3.26
we) = =5 [ wOT =g de. (3.26)
0BRr(0)

nejprve pouze pro z € Br(0) \ {0}, stejnou tvahou jako vyse vsak ukazeme platnost
(3.26) i pro z = 0.

Vsimnéte si, ze vztah (3.26) je specidlnim piipadem vztahu (3.11) pro d = 2 (s
konvenci, ze plosny integral se pro d = 2 chape jako kiivkovy integral). V tomto
smyslu tedy plati (3.11) pro d > 2. Zkuste si jako cviceni rozmyslet, jak by tomu bylo
v dimenzi d = 1.

Cviceni 3.3.5 Vyjadrete krivkovy integral (3.26) pomoci vhodné (polarni) paramet-
rizace jako jednorozmeérny integrdl pres interval (0,2m). Hodnoty funkce u vyjadrete
také v polarnich souradnicich.
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Néavod: Pouzijeme parametrizaci obvodu kruhu 0 Bg(0) ve formé &5 = Rcosa, &2 = Rsina,

a € (0,27). Metricky ¢len je \/<%‘%)2 + (%)2 = R. Oznaé¢ime dale g(o) = u(R,a) =
u(&1,&2) hodnoty funkce u na obvodu kruhu a, pro = # 0, u(z) = u(r, 5) hodnoty funkce
uvnitt kruhu Bg(0), tj. pro #1 = rcos 3, 2 = rsin 3, r € (0, R), 3 € (0, 27). Pak |2?| = 2,
|z —&|? = (Reosa — rcos )2 + (Rsina — rsin )2 = R?2 — 2rRcos(3 — a) + 1%, a

B 1 RZ—’(L“Q _ 1 2 R2—7“2 _
wo) = 3= [ wOF O = 3 [ o) g da = ).

0BRr(0)
(3.27)

Zv1ast ke potteba si rozmyslet pfipad x = 0 resp. r = 0. Na vztah (3.27) narazime je$té pii
feseni Laplaceovy rovnice na kruhu tzv. Fourierovou metodou rozdéleni proménnych.

Timto jsme obdrzeli pfedpis pro feseni Dirichletovy tlohy na kouli se stifedem v bodé
nula a polomérem R. Zbyva zformulovat vétu o feseni Dirichletovy tlohy a ukézat,
Ze nalezend funkce je skutecné fesenim nasi tlohy.

Véta 3.3.6 (Reseni Dirichletovy tilohy na kouli) Bud Bg(z,) koule v R?, p €
C(Sr(xp)). Definujme

o(x) pro x € Sg(xo),
(3.28)

u(z) = 1 R — |z — ap?
— £ oL ds pro x € Br(xg) .
o PO )

Potom u € C®(Bg(xo)) N C(Bgr(xo)) a Tesi klasickou Dirichletovu ulohu na kouli
Br(xg). Navic plati |u]loo < [|¢||oo-

Dukaz. Pozndmky: Normy || - ||« jsou supremové normy v prostoru pfislusnych spo-
jitych funkei. Integral ve (3.28) se nazyva Poissontiv integral. Navic plati, ze klasické
feseni Dirichletovy tlohy na kouli je uréeno jednoznaéné (oznacte w rozdil dvou feseni
a upravte fQ Vw - Vw pomoci Greenovy véty). Z tvaru Poissonova integralu rovnéz
vidime, ze plati implikace ¢ > 0 = u > 0. Doplnit podrobnosti, zejména nabyvani
O.P. O

3.4 Veéty o stfedni hodnoté

Véta 3.4.1 (Véta o stfedni hodnoté (o priméru)) Bud Q C R? oblast, u €
C%(Q), Au=0 v Q. Potom pro kaZdou kouli B.(x¢) takovou, Ze B,(xy) C 0, plati

1
(o)) = /S  wEas (3.29)
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Poznamka 3.4.2 Pokud u € C?(Q) NC(Q), plati vztah (3.29) i pro koule, které se
zevnitt dotykaji hranice Q. (Je-li Bg(zo) takova koule, uzijeme Vétu 3.4.1 pro kouli
Bpr_c(z9) a ve formuli (3.29) pak provedeme limitni pfechod ¢ — 0+.)

Dukaz véty 3.4.1. Dikaz provedeme pro d > 2, pfipad d = 2 Ize dokéazat analogicky,
pfipadné miizeme uzit vysledkii komplexni analyzy?. Vyjdeme z véty 3.2.1 o tiech
potencialech a s prihlédnutim k Au = 0 dostaneme

r2—d

——N—
1 1 ou 0 1
U(xO) = m </S7'(w0) W 5(6) dsg_/ST(xo) u(f) a_V (W) d55>

Nyni staéi pouzit Greenovu vétu, kterd ¥ika [, (z0) Gudse = [ (z0) Au(€) d€ a opét
vyuzit harmonicnost funkce u. 0

Nasledujici véta je ,,obracenim® té predchozi.

Véta 3.4.3 (Obracena véta o stiedni hodnot&) Bud Q C R? oblast, u € C().
Necht vztah (3.29) plati pro vsechna xo € Q a r > 0, takovd, Ze B.(xo) C Q. Potom
u€eClC®() aAu=0vQ.

Duikaz. Nejprve pomoci regularizatort dokazeme, ze u je hladka. Pristupme tedy k
definici.

Definice 3.4.4 wy,(x) je regularizator, pokud:
1. wy(x) € C*(RY), suppwy C By(0)
2. 3wy, € C*(R), Ze wp(x) = wi(|z|)
8 wp(x) >0, 1= [pawp(z)de = s foh rd=1G, (r) dr

Zvolme xy € Q, Br(0) C Q, h < R. Vynasobme vztah (3.29) (roli » ovSem hraje
R) vyrazem »4r¢ 1w, (r) a zintegrujeme ziskanou rovnost pies 7 od 0 do R. Tim

dostaneme:

R
u(io) / PG (r)dr = /B IRGEICRI

J/
g T
1

Na levé strané rovnosti jsme vyuzili vlasnost 3 z definice regularizatoru (uvédomte
si, pro¢ jsme h volili mensi nez R !), na pravé strané pak fakt fOR /. suf = / 5, /- Nyni
si sta¢l vzpomenout na vétu o derivovani integralu podle parametru a spokojené
konstatovat, ze u € C*(2).

(Nedokonéeno.) O

2Uvédomte si, ze podobny vztah plati pro holomorfni funkce a Ze harmonicks funkce v R? je
imaginarni slozkou néjaké holomorfni funkce.
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3.5 Princip maxima

vvvvvv

uvidime, Ze v jisté podobé i vlastnosti FeSeni §irsi t¥idy rovnic).

Véta 3.5.1 (Principy maxima) Bud Q C R? omezend oblast, u € C*(Q2) N C(),
Au =0 na Q2. Potom

1. plati tzv. slaby princip mazrima:

max u = maxu, minu = minu; (3.30)
a 50 2 B)

2. plati tzv. silng princip mazima:

existuje-li lokdlng extrém u uvniti oblasti Q, je u konstantni na €. (3.31)

Poznamka 3.5.2 Dusledkem (3.30) je tvrzeni

minu < u(r) <maxu  Vxe€Q, (3.32)
o0 B3)

zatimco dusledkem (3.31) je tvrzeni

minu < u(zr) < maxu Vre. (3.33)
E19) E19)

Ctenai se miize pravem ptat, pro¢ na tomto misté uvadime oba principy maxima,

kdyz slaby je dtisledkem silného. Vede nas k tomu skutecnost, ze pro obecnéjsi elip-

tické rovnice, jak pozdéji uvidime, plati pouze jakasi verze slabého principu maxima

(viz Véta 3.5.6). Proto jsme povazovali za rozumné zformulovat jej i v této chvili.

Dukaz. Protoze (3.30) plyne z (3.31), staci ukdzat toto tvrzeni. Doplnit.
Predbézna studentska verze, snad patfici sem - zkontrolovat!

Zvolme r > 0 takové, ze koule B(xzg,r) lezi v Q. V disledku véty o priméru plati

u(mo):ﬁ [ u(&)dSe.

S(zo,r)

Jelikoz také u(zg) = [ u(xo)dSe, dostavame po odecteni

S(zo,r)

/ (u(io) — u(€))dSe = 0.

S(z,r)

%dT’d71

Funkce u(zg) — u(€) je na S(zo,r) nezaporna a spojita, a proto u(zg) = u(€) pro
x € S(z,r).
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Necht déle 0 < ry < r. Zopakovanim piedeslé tivahy dostaneme, Ze i pro [xg —&[ =1
je u(§) = u(wo), a tedy mnozina M := {&u(§) = u(xo)} C 2 je oteviend v Q. Jelikoz

u je spojita, musi byt M i uzaviena, a tudiz M = ().

O

Cviceni 3.5.3 Omezenost oblasti v predchozi vété potfebujeme mimo jiné k tomu,
aby existovala nize uvedend maxima a minima (uzavér omezené oblasti je kompakt).
Rozmyslete si, zda by véta platila i pro neomezené oblasti za dodatec¢ného predpo-
kladu, Ze existuji koneéné suprema a infima funkce v na Q. P¥edpoklad existence ko-
nec¢ného suprema a infima u na hranici 02 evidentné nestaci: uvazte funkci u(z,y) =y
na hornf poloroving. Navod: uvazujte funkce U(x) a —U(z) (viz (3.6)) na R%\ B;(0).

V dalsim se budeme zabyvat zobecnénim principu maxima pro Sirsi tfidu rovnic.

Definice 3.5.4 Budte a;;(x), bj(z), c(z) € C(Q), Q C R? omezend oblast. Pro u €
C%(Q) definugme operdtor L : C*(Q) — C(S2) predpisem
d

Lu(z) =) _ a; (@%(@ +) bj(x)%@) + ¢(x) u(x) . (3.34)

ij=1 j=1 j

Diky uvaZovanym hladkostem mizZme bez ugmy na obecnosti predpokladat, Ze
(rozmyslete si). Bud ddle

d
D ay(@)&& >0 VEA0, Ve eq. (3.36)
ij=1

Pak nazvu operdtor L eliptickym operatorem na Q, a rovnici Lu = f, kde f € C(Q),
eliptickou rovnici na €.

Poznamka 3.5.5 e Pojem elipti¢nosti rovnice ve vyse uvedeném smyslu splyva
s pojmem elipti¢nosti, jak jsme jej uvadéli v paragrafu o klasifikaci rovnic dru-
hého Fadu: matice A(z) := (ay;(x))f;—, je symetrickd a pozitivné definitni,
tedy diagonalizovatelnd, a navic podobné jednotkové matici. Rozmyslete si po-
drobné.

e Existuji rtizné varianty podminek elipticity (3.36). Nami uvedené verze je po-
nékud nestandardni zjednodusujicim predpokladem, Ze (3.36) m& platit na uza-
véru 2 (vétsinou se pozaduje splnéni (3.36) pro z € Q). Tento predpoklad jiz
vlastné implikuje vice: vyraz

d é’ é‘
O e e 0, 3.37
2 @ €7 (3.37)
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je kladny na kompaktni mnoziné (z,7) € Q x S1(0), n; = &/||€||, proto na ni
nabyva kladného minima «0. Tim jsme vSak dokézali, ze

d
Ja>0, > a;(2)&& > allE® VEA0, 2€Q, (3.38)

ij=1
tedy tzv. silnou [zkontroluj pojem, event. ptidej dalsi mozné elipticity]| elipticitu

operatoru L.

Néasledujici véta ukazuje zajimavou skutecnost, ze chovani maxim a minim feseni elip-
tické rovnice Lu = f je ovlivnéno nejvice znaménkem funkei ¢(z) a f(x) (Naptiklad
nerovnost Lu > 0 lze chapat i takto: bud f > 0 a u takové, ze Lu = f).

Véta 3.5.6 (Zobecnény slaby princip maxima) Bud € C R omezend oblast,
u € C*(Q)NC(N). Bud L elipticky operdtor ve smyslu Definice 3.5.4. Potom plati:

1. Je-li ¢(z) =0 v, pak

Lu>0 v = max u = maxu, (3.39)
Q [2/9)

Lu<0 vQ = minu = minu, (3.40)
Q o0

Lu=0 vQ = minu < u(r) < maxu Vr€Q. (3.41)
B) B

2. Je-li c(x) <0 v, pak

Lu>0 vQ = maxu < maxu’ | (3.42)
Q a0
Lu<0 v = minu > minu" (3.43)
Q a0
Lu=0 vQ = max |u| = max |ul , (3.44)
Q o0
kde v := max(u,0), v~ := min(u, 0).

Poznamka 3.5.7 UzZiva se i jina definice pro u~, rozmyslete si, ze zde mame u~ < 0
a Ze v naSem oznaceni plati: |u| =u" —u", u=u" +u".

Tvrzeni (3.43) lze zformulovat i takto: , Kladné maximum wu nelze nabyt uvnité Q¢
zatimco tvrzeni (3.44) lze zformulovat i takto: ,,Zéporné minimum u nelze nabyt
uvniti Q.

Diikaz. Doplnit.

Bud ¢(z) = 0, Lu > 0. Chceme ukazat, ze pro u plati slaby princip maxima.
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Zvolme j € {1,...,d} pevné. Vime, e pro kazdé £ € R? je Zawfzfj > 0 na Q.
9]
Specidlni volbou ¢ = (0,...,1,...,0) (volime postupné vSechny bézové vektory),

dostavame aj; > 0 pro j = 1,...,d. Q je kompaktni a tudiz existuje min a;;(z) > 0.
9)

Funkce b;j(z) jsou na Q omezené, z ¢eho? je vidét, Ze existuje v > 0, Ze pro kazdé
z € Q plati v%a;; +vb; > 0.

Necht ¢ > 0. Definujme u. := u(z) + e€’*. Potom Lu.(x) = Lu(z) 4+ e(v?a;;(x) +
vb;(z))e?™ > 0, nebot Lu > 0 a y?a;;(z) + vb;(z) > 0. Nechf u. nabyva svého
maxima uvniti Q v bodé z,. Potom 2% = 0 pro i = ,d a matice druhych

Ox;
derivaci ( 88 g; ) i.; je negativné semidefinitni. UkaZeme, ze platl (a;j(xo) jsou ¢islal)

Lu.(xg) Zal] xo) 8 895 <0.
J

Necht A, B jsou libovolné symetrické matice, A pozitivné a B negativné semidefinitni.
Méame Z ai;bi; = Z Z a;;bj = Z cii, kde C' = AB je souc¢in matic A a B. Snadno se

7j
ovéri, ze C' je negatlvne Semldeﬁmtnl a tedy pro kazdé i je ¢; < 0. Tedy Z a;jbi; < 0.
7]

0% u,

B, = 0 (tady jsme kone¢né vyuzili, ze

Tim jsme ukéazali, ze Lu.(zo) = > a;j(zo)

17-7
L je elipticky). To je vSak spor s tim, ze L.(x) > 0, coz jsme ukézali vys. Tedy
maximum funkce u. nemiize lezet uvnitt €2, maxu, = r%%x Ug..
Q

7Z definice u. je hned vidét, Ze u. konverguje na  stejnomérné k u pro ¢ — 0.
Funkce ,,hodnota maxima dané funkce“ jako zobrazeni z prostoru spojitych funkci
na kompaktu s maximovou metrikou do R je spojité zobrazeni,® a proto maxu. —

Q
maxu a r%%x Ug — I%%XU pro € — 0. Jelikoz maxu, = I%%X Ug, limitni pfechod da
Q Q

Max u = maxu. Ukézali jsme (3.39).
Q

Vztah (3.40) se plyne z (3.39) prechodem k —u, (3.41) je dusledek (3.39) a (3.40).
Necht déle ¢(z) < 0 a L, > 0. Ozna¢me Q, := QN {u(z) > 0}. Jestlize Q. = 0,
plati (3.41) trividlné. Necht Q, # (). Uvédomme si, Ze je to oteviend mnozina a pro
x € ) plati

bi( = Lu—c(x)u(x) >0
>0y + S (©)ulo) 2 0.
nebot Lu > 0, u > 0 a ¢ < 0 na ;. Ozna¢me levou stranu posledni rovnosti L'u.
L’ je elipticky operator, L'u > 0 na omezené oblasti €2, a proto podle (3.39) je

max u = mémxu Tedy jestlize Q0 # (0, plati dokonce slaby princip maxima. Jestlize
Q4

3Na rozdil od funkce ,,Bod, ve kterém se maximum nab§va“, rozmyslete si!
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o0
Vztahy (3.43) a (3.44) jsou pak uz snadnym disledkem.

Q. =0, potom je maxu < 0 < maxu*.
0

O

Piiklad 3.5.8 Pro ¢(z) > 0 zadnou obdobu tvrzeni (3.42)-(3.44) ocekéavat nelze.
Uvazujme néasledujici pfiklad. Bud Q := {(z,y) € R? 0 < z,y < 7} &tverec o
strané 7 a uvazujme u(z,y) := sinxsiny. Potom Au+2u =0 v 2, u = 0 na 09, a
piitom u(%, 5) = 1. Nepfitomnost principu maxima v tomto pfipadé mé za nasledek
i nejednoznacnost feseni odpovidajici Dirichletovy tulohy: stejné rovnici a stejnym
dattm vyhovuje i funkce identicky nulova v 2. Nemusi to vSak vzdy byt nevyhodou
- diskuse o vlastnich ¢islech a vlastnich funkcich.

Na zavér tohoto paragrafu se budeme vénovat tzv. odstranitelné singularité.

Nésledujici lemma lze rovnéz nazirat jako , princip maxima, pro funkce, harmonické
s vyjimkou jednoho bodu.“ Chovéni v okoli onoho bodu vsak musime znat. Lemma
vyuzijeme v dikaze po ném néasledujici véty.

Lemma 3.5.9 Bud g € C(Br(xo) \ {z0}), Ag =0 na Br(xo) \ {x0}. Bud navic
g(x) =o(U(x —x9)), = — xo, (3.45)

kde U(x) je elementdrni teseni Laplaceovy rovnice (viz (3.6)). Potom plati implikace:
g <0 na Sr(xg) = g <0 na Br(zo) \ {zo}.

Duikaz. Vezméme pevné z € Bgr(xg) \ {zo} a € > 0, a najdéme r > 0 takové, ze
z & B,.(zo) a zaroven (diky (3.45))

9(x) < lg(x)| < U@ — o) Vi € By(ao).

Pro funkci h(z) = g(z) — eU(x — xo) tedy specidlné mame h < 0 na S,(zg). Z
predpokladi lemmatu vSak také plyne h < 0 na Sg(xg) a pfitom Ah = 0 v mezikouli
Br(zg) \ B.(z9). Podle principu maxima (3.32) je tedy h < 0 v onom mezikruzi,
specialné v bodé z mame

g(z) <eU(z — xp) .

Protoze € > 0 muze byt jakékoli, mame odtud ¢(z) < 0, a protoze bod z € Bg(x) \
{zo} byl libovolny, je nase tvrzeni dokazano. O

Véta 3.5.10 (O odstranitelené singularit8) Bud Q C R? omezend oblast, Au =
0 v Q\ {xo}. Necht navic

uw(z) =o(U(x — x9)), x— xp. (3.46)

Potom existuje vlastni lim,_.,, u(z), a po dodefinovdni u v xy hodnotou této limity je
Au =0 v Q.
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Diukaz. Volme R > 0 takové, aby Br(zo) C Q. Bud déle v € C*(Bg(x0)) NC(Br(z0))
takovd, ze Av = 0 na Bgr(z) a v = u na Sg(zg). Takova funkce v existuje: je defino-
vand Poissonovym integralem z hodnot funkce u na Sg(zg). Protoze v je omezené na
Br(xp), spliuji funkce g; := v — v i go := v — u predpoklady piedchoziho lemmatu.
Proto je u = v na Br(xo) \ {0} a funkce u, definovand predpisem

u(z)  na Q\ Bgr(zg),
u(x) ==

v(x) na Bg(zo),

je hledanym harmonickym rozsifenim v na €. U

3.6 Veéta Liouvilleova a véty Harnackovy

Vratime se jesté na chvili ke studiu harmonickych funkci. Nésledujici véta je analogii
stejnojmenného tvrzeni z teorie funkci komplexni proménné, které plati pro omezené
holomorfni funkce na C.

Véta 3.6.1 (Liouville) Bud u € H(RY) (tedy u € C*(R?), Au = 0 v R?) alespori
jednostranné omezend na R%. Pak u je konstantni v RY.

Dukaz. Tvrzeni dokdZzeme pro d > 2, pro d = 2 by se diikaz vedl bud obdobné nebo
by bylo mozno vhodné vyuzit tvrzeni komplexni verze Liouvilleovy véty — c¢tenari
dodévame kuréze, aby se pokusil obé varianty (jako cviceni) provést.

Bez Gjmy na obecnosti budeme déle pfedpokladat, ze u je omezena zdola (jinak
bychom nase uvahy provadéli pro funkci —u), a dokonce ze u > 0. Skute¢né: pokud
exsituje ¢ € R takovd, Ze u > ¢ na R%, je u — ¢ > 0, a pfitom u — ¢ € H(R?) +—
u € H(R?).

Zvolime pevné z € R? a ukazeme u(x) = u(0), tim bude diikaz proveden.

Volme R > |z| a pouZijme Poissoniv vzorec (3.28) pro kouli Bg(0). Podle Véty 3.3.6

je potom funkce

1 R? — |z|?
xa R Sg(0) |I—§|d

klasickym fesenim Dirichletovy tlohy pro Laplaceovu rovnice na kouli Bg(0) s okra-

jovou podminkou u na Sg(0). Tutéz tlohu vsak fesi také funkce u. Z jednoznacnosti

feseni Dirichletovy tlohy pro Laplaceovu rovnici tedy plyne

1 R* — |z|?
u(z) = m/SR(O) U(ﬁ)W ds() .

Déle pro vSechna £ € Sg(0) plati nerovnosti R — |z| < |z —¢| < R+ |z| (x leZi uvnit¥
koule, nakreslete si obréazek), které implikuji

Rile| _ R—laf  R—f R —laf _ Rl

T —

(R—lzh)t  (R=lz[)* = Jo—¢l* = (R+]a)?  (R+Jaf)*
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Vynésobme tyto nerovnosti (kladnym ¢islem)?* u(€)/(»4R) a integrujme dS(€) pres
S R(O)I

1 R+l 1 R-—|7]
el (R— 2} /SR(O) WO 2 ) > e | IRCGLECE

Oba krajni itegraly upravime podle véty o priaméru — viz (3.29):

RI2 (R + |a]) R (R — o)
u(0) (B[t = u(z) = u(0) (R + |a])¢!

(3.47)

Protoze je u € H(R?), lze uvedenou tivahu provést pro vSechna R > 0. Na zakladé
toho lze v (3.47) provést limitni pfechod R — o0, kterd dava u(0) > u(z) > u(0),
coz jsme chtéli ukazat. ([l

Poznamka 3.6.2 e Diky hladkosti u staci predpokladat jednostrannou omeze-
nost u vné néjaké (uzaviené koule) koule. Pfesnéji: mé&jme u € H(R?), kterd
je (alesponi jednostranné) omezend vné néjaké (uzaviené) koule v R?. Pak u je
konstantni.

e Diisledkem Liouvilleovy véty je také napriklad skutecnost, ze pro nekonstantni
u € H(R?) nemtize existovat vlastni limita pro |z| — +o0.

e Pokud je ,pouze“ u € H(Bg(0)), v > 0 na Bg(0), plyne z dikazu pted-
chozi véty, Ze plati nerovnosti (3.47). Takovymto nerovnostem se nékdy tika
nerovnosti Harnackova typu (nebo jednoduse Harnackovy nerovnosti). Tyto
nerovnosti ukazuji, Ze i (zdola) omezend hamonickd funkce na omezené mno-
7iné | nemuze rust libovolné rychle“. Nésledujici dvé (dosti si podobnd) tvrzeni
patii sviim charakterem do této skupiny nerovnosti.

(1) Bud u € H(Bg(0)), u > 0 na Bg(0). Potom pro vSechna 0 < r < R a pro

viechna z,y € B,(0) plati u(z) < u(y) g (gf:)d.

(2) Bud Q C R? otevend, u > 0 na Q, u € H(f2). Potom pro viechna K C
kompaktni existuje konstanta ¢ > 0, Ze pro vSechna x, y € K je u(x) <
cu(y).

Na zavér tohoto paragrafu zformulujeme (zatim bez dikazu) tfi tzv. Harnackovy
véty (kdyz uz tady to jméno pred chvili padlo). VSechny se zabyvaji studiem chovani
posloupnosti harmonickych funkci.

Véta 3.6.3 (Prvni v8ta Harnackova) Bud Q) C R? omezend oblast, u,, € C*(Q)N

C(Q), Au,, =0 v Q. Pokud u, = ug na 09, pak

4Proto bylo diilezité predpokladat u > 0.
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(i) ezistuje u € C3(Q) NC(Q), u, = u v
(i) Au=0vQ, u=muy na 0Q;

loc
(iil) un, u € C*(R2), a pro vsechny multiindexy o je D*u,, = D%u v Q.

Tedy m.j.: stejnomérnd limita spojitych stop harmonickych funkci je stopou harmo-
nické funkce.

Véta 3.6.4 (Druhd véta Harnackova) Bud Q C R? obecné meomezend oblast,

u, € C*(Q), Au,, = 0 v Q. Pokud u,, je monotonni posloupnost funkci a navic existuje
loc

zo € Q, Ze u,(xg) konverguje, tak existuje u € C*(Q), Au=0 v Q, Ze u, = u v .

Véta 3.6.5 (Relativni kompaktnost harmonickych funkci)® Bud Q C R? ob-
last, u, € C*(Q), Au, = 0 v Q. Pokud existuje M > 0, Ze |u,| < M stejnomérné v

loc

Q, tak existuje podposloupnost u,, a funkceu € C*(Q), Au=0 v, Ze u,, = u v .

3.7 Reseni Dirichletovy tlohy Perronovou meto-
dou

Véta 3.7.1 (O FeSeni Dirichletovy tlohy pro Laplaceovu rovnici) Bud 2 C
R4 omezend oblast, 9S) € C%, p € C(09Q). Potom existuje prdveé jedna funkce u €
C2(Q)UC(Q), ze

Au=0 v ), (3.48)
U= na 0S). (3.49)

Pro tuto funkci navic plati u € C*(12).

Poznamka 3.7.2 e Jednoznacnost uz vime, je to disledek obecného principu
maxima. Pro jednoznac¢nost neni potieba zadna hladkost hranice, ta je potfeba
pro existenci. V diikazu véty uvidime, ze je vlastné potfeba ponékud slabsi
vlastnost hranice (existence tzv. bariéry, kterou C? hranice majf).

e Regularitu feSeni Laplaceovy rovnice (tj. skuteénost, ze Au = 0 a u € C*(Q)
implikuje jiz u € C*(Q2)) jsme jiz také dokazovali (viz metodu regularizatoria v
obréacené vété o stfedni hodnoté pro harmonické funkce).

e Diikaz véty povedeme tzv. metodou subharmonickych a superharmonickych
funkci, nazyvanou téz metoda harmonického zdvihu nebo Perronova metoda.
Diikaz touto metodou lze nalézt napiiklad v [19]. Jinou moznosti je pouzit tzv.
metodu potencidld, viz napiiklad [11].

5Této vété se nékdy iika , t¥eti Harnackova véta“.
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Zajiméa nas existence a jednoznac¢nost feseni ulohy:

Au = 0 v Q

3.50
U|aQ = ¥ ( )

kde © C R? je omezena oblast a p € C(92). Reseni hleddme v C3(Q) N C(%).
K dukazu piislusné véty bude tieba nasledujicich definic, pozorovani a tvrzeni (pfe-
vazné bez diukazu):

1. Definice 3.7.3 Rekneme, Ze oblast 2 md vlastnost (B) (existence bari) pokud:

VECOQ FR>0 FyeRY: Bry) CRINQ A Bgr(y)NQ={¢}

Poznamky:

e 00 € C> = () mé vlastnost (E)
e () je konvexni = (2 m4 vlastnost (E)

e Nesplnéni (E) byt v jednom bodé miize dat neexistenci Feseni.

2. Definice 3.7.4 Rekneme, Ze funkce v € C(Q) je subharmonickd v Q pokud:

VB je koule, B C Q Yh e C*Q)NC(Q),Ah=0vB:v<hnadB = v<hvB
(3.51)

Rekneme, Ze funkce v € C(Q) je superharmonickd v Q pokud:

VB je koule, B C Q VYh e C*Q)NC(Q),Ah=0vB:v>hnadB = v>hvB

(3.52)

3. v € CYHN)NC(Q) pak:
v je subharmonickd =— Av<0v () (3.53)
v je superharmonickd = Av>0v () (3.54)

4. Diisledek: v € C3(Q2)NC(Q)AAv = 0 <=> v je subharmonicka i superharmonicka

5. Pro W := max(vy,...,v,), w:=min(vy,...,v,), plati:
U1,...,V, jsou subharmonické = W je subharmonickd (3.55)
U1,...,V, jsou superharmonické == w je superharmonicka (3.56)

6. vy je subharmonicka v 2, v° je superharmonicka v 2 a v, < v° na 0} = v, <
v v Q.
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7. Definice 3.7.5 Necht v je subharmonickd, B je koule, B C . Ddle necht v

10.

je funkce na B dand Poissonovym integrdlem z hodnot v na OB. (Pro v plati
ATtT=0vB av=v nadB.)

Pak funkci:
[ ov(x) 2€Q\B
Vi) = { v(z) z€B
nazveme harmonickym zdvihem funkce v na ) vzhledem k B.

Pro V plati:

e AV=0v B (é V' je superharmonicka v B) ...odtud , harmonicky “

e v=VnadB = v<VnaB = v<VvQ.. odtud ,zdvih“

e U/ je subharmonicka v {2
Definice 3.7.6 Rekneme, Ze v € C(Q) je subfesend tilohy (3.50), jestliZe:

e v je subharmonickd v )

e v < na df)
Rekneme, Ze v € C(Q) je supervesent lohy (3.50), jestlize:

e v je superharmonicka v (2

o v > na df)

. Vzdy existuje subfeSeni i superfeseni tlohy (3.50). (napf. v = mingg ¢ je subfe-

Seni)

Pokud existuje u feseni ulohy (3.50), pak je to subfeSeni i superfeseni.
Z 6. pak plyne vy < u < v® Vo, subharmonicka, v* superharmonicka.

Véta 3.7.7 Bud Q omezend oblast v R? magici vlastnost (E).
Potom existuje prdvé jedno Feseni u € C*(Q) NC(Q) 4lohy (3.50). Navic u € C=(Q).

Poznamky k dikazu:

1.
2.

3.

Jednozna¢nost plyne z principu maxima i bez vlastnosti (E).
uweC)(UONAu=0 = u e C>®Q) ...viz. odstavec 3.2.

metody diikazu: Perronova (téZ metoda subfeseni, metoda harmonického zdvihu)
(lit. Renardy—Rogers) a metoda potenciala (lit. John—Necas)
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Dukaz. ProtoZze mnozina

A := {v je subfeSeni tlohy (3.50); nggi)ngp <v< max v}

je neprazdna (viz bod 9.), mizeme bodové definovat funkci

u(z) :=supv(r) VreQ
veEA

o které dokazeme, ze je fesenim.

K tomu je tieba:
1. ueC*Q), Au=0vQ (plati i bez (E))
2. (E) = V¢e€0: lim u(x)=p§)

€, x—¢

ad 1. Necht xy € Q je libovolné. Z definice u existuje {v,,}, vm(x9) — u(zg). Volme
R > 0, aby Bg(xo) C €2, a ozna¢me V,,, harmonicky zdvih funkce v, na 2 vzhledem
k Bgr(xo). Pro V,, plati:

L. V,eA
2. (o) < Vin(wo) < u(zo) = Vin(xg) — u(zo)

3. AV,, =0 na Bg(xg)
Z 2. a 3. plyne podle Véty 3.6.4, Ze existuje vybrana posloupnost V,,, tak, Ze
Vin,, = v lokalné na Br(x)

Navic o v vime, Ze v € C*(Bg(7¢)) a Av = 0 na Bg(z). Dokdzeme v = u na Br(zo).
Z konstrukce v je zfejmé v < u. Pro dikaz opacné nerovnosti predpokladejme pro
spor

Jy € Br(xg) Jw € A:v(y) < w(y) < u(y). (3.57)

Nyni poloZzme zj, := max(w, V}) a dale stejné jako pfi konstrukci v mame Z, ptislusné
harmonické zdvihy a existuje vybrand Z,, a Z;, = z lokdlné na Bg(z¢). Nyni mame
v—2<0aA(v—2) = 0na Bg(zg) a (v—z)(xg) = 0 z ehoZ plyne, 7e v — z
nabyva v zg lokdlniho maxima. Podle principu maxima je v — z = 0 na Bg(zo) a tedy
v(y) = z(y) > w(y) coz je spor s (3.57).

ad 2. (Diskuse o hranici a nabyvéni dat)

Necht V¢ € 02 Jw € C(Q) :

e lim w(x)=0
reQr—E€
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e w>0naQ\{¢}

e w je superharmonicka v 2

potom funkci w nazveme bariérou. Z podminky (E) plyne, Ze v kazdém bodé & € 02
existuje bariéra a to funkce:

Ini—In -1 prod =2,
w(x) ':{ 1R ‘x1 yl prod >3

RI=2 7 Jz—y|d-2

kde y a R jsou stied a polomér koule z podminky (E). Nyni chceme dokézat, Ze pro
libovolné pevné £ € 0f) plati:

lim u(z) = ¢(¢)

zeQ,x—E
Pro libovolné € > 0 najdeme § > 0 (ze spojitosti ¢), aby
lp(z) — ()| <e Vo ed|z—¢E <o

Déle, protoze w nabyva na €\ Us(§) kladného minima, existuje K > 0 tak, ze

2M —
w(a:)27 Ve e |z ¢ =4

Nyn{ zavedeme vy (z) := ¢(§) +e+ Kw(x). Tato funkce je superharmonické, a protoze
vi(z) > p(§) + £ na 9N je vy 1 superfeseni. Podobné vy(x) 1= p(§) — e — Kw(x) je
subfeseni. Nyni méme vy(x) < u(x) < vi(z) v Q2 a odtud (jelikoz w(z) 28 0) plyne
lu(z) — ¢(&)| < 2e. Tim je dikaz hotov. O



Kapitola 4

Evoluéni rovnice

Termin , evolu¢ni rovnice“ pouzivame pro parcialni diferencialni rovnice, obsahujici
¢asovou derivaci,! nejéastéji pak rovnice rozfesené vzhledem k nejvyssi casové derivaci
v nich obsazené. Zde se budeme zabyvat dvéma vyznacnymi predstaviteli takovych
rovnic: rovnici vedeni tepla jako reprezentantem tridy rovnic parabolickych, a vlnovou
(hyperblickou) rovnici.

4.1 Rovnice vedeni tepla

Definice 4.1.1 (Cauchyova tloha pro rovnici vedeni tepla) Bud Q = R¢,
T >0, Qr == Qx (0,7, f € C(Qr), ¢ € C(RY). Rekneme, %e u : Qr — R je
klasickym tesenim Cauchyovy ulohy pro rovnici vedeni tepla, pokud
ou .
i Au=f pro vechna (z,t) € Qr, (4.1)
u(-,0) = pro viechna v € R%, (4.2)

a pritom u € C(Qr), %, % € C(Qr).
J

Definice 4.1.2 (Pocateéné-okrajova tuloha pro rovnici vedeni tepla) Bud
Q C R_d omezend oblast, T > 0, Qr = Q x (0,T) (tzv. éasoprostorovy wvdlec),
[ = (Q x {0}) U (092 x (0,T)) (tev. parabolickd hranice casoprostorového vdlce).

Bud ddle f € C(Qr), ¢ € C(T). Rekneme, e u : Qr — R je klasickym fesenim
pocatecné-okrajové ulohy pro rovnici vedent tepla, pokud
ou .
i Au=f pro vSechna (z,t) € Qr, (4.3)
U= pro vdechna (z,t) € T, (4.4)

I P¥itomnost ¢asu signalizuje evoluci; pokus o zavedeni terminu , revoluéni rovnice“ nebyl podle
autorovych znalosti nikdy ucinén, i kdyz nékterym déjinnym epocham by to bylo podobné.

99
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a pritom u € C(Qr), 24 e C(Qr\T).

’ 37?;
Definice 4.1.3 (Greenova funkce pro rovnici vedeni tepla) Fundamentdlnim
resenim (Greenovou funkct) pro rovnici vedent tepla (RVT) nazvu funkci

1 z|?
de"Tlt reRY t>0. (4.5)
(4rt)2

G(z,t) :==

Y

Poznamka 4.1.4 Greenovu funkci lze nalézt pomoci Fourierovy transformace jako
feSeni tlohy % — Au = 0, které ve smyslu distribuci spliuje lim; .oy u(-,t) = . Vy-
pocet vyzaduje znalost chovani Fourierovy transformace na prostoru temperovanych
distribuci a zde jej zatim nebudeme provadét. Ctenai miize konzultovat napiiklad
[23] nebo [2].

Lemma 4.1.5 (Vlastnosti Greenovy funkce pro rovnici vedeni tepla) Funkce
G, definovand vztahem (4.5), sphiuje G € C*°(R? x (0, +00)), a ddle
oG

— —AG=0 VzeR? t>0.
ot

Ve smyslu distribuct navic plati limy oy G(-,t) = 0. Pritom v bodovém smyslu je

0 prox # 0,
lim G(x,t) =
ot 400 prox = 0.

O vlastnosti Greenovy funkce se opira nasledujici véta, ktera ukazuje, ze jedno z feseni
Cauchyovy ulohy (¢asem uvidime, v jakém smyslu je takové feSeni jednozna¢né) lze
pro vhodna data psat explicitné.

Véta 4.1.6 (Existence feSeni Cauchyovy tulohy pro rovnici vedeni tepla)
BudT >0, Qr =R x (0,7T), f € C¥*(Qr), ¢ € C(R?) omezené funkce. Necht navic
jsou vsechny prostorové derivace f aZ do Tadu 2 véetné omezené na Qr. Potom funkce
u, definovand predpisy u(z,0) := ¢(z) na R?, a

u(z,t) := /Rd G(r —y,t)p(y)dy + /0 /]Rd Glx—y,t —7) f(y,7)dydr (4.6)

pro x € R, t > 0, je klasickym vesenim Cauchyovy tlohy (4.1)—(4.2). Navic plati,
ze* u € C(Qr) NCA(Qr), a ddle

lulle@r < llellewsy + Tl flleay) - (4.7)

2Indexem u prostoru spojitych funkci minime to, Ze u derivujeme pouze podle z, resp. podle ¢.
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Dukaz. Studentska verze.

Zavedeme oznaceni

1 ey
m@w)z/‘Gw—%ﬂw@My=/ﬁ ce 3 p(y)dy
Re R¢ (47t)?2
|lz—y \2
(z,t) / / (x—y,t—7) f(y, 7)dydr = / / e BEIC T>f(y, 7)dydr.
R4 R (47(t — 1)
Tyto integraly upravime substituci v = — = (4t)§du, resp. 4 = ———4—+ s

(4(t-7)2
1
dy = (4(t — 7))2du, ¢imz dostaneme vyjadfeni

uy(z,t) = id/ 1P oz + 2uv/t)du

T
I 2

——d/ / e " f (x4 2uv/t — 7, 7)dudr .
w2z Jo JR4

Jednu z vyhod téchto Gprav, a sice, Ze se zavislost na case presunula ze jmenovatel
zlomki dodovnitf do funkei ¢ resp. f, ocenime hned v nésledujicim kroku.

Krok 1: Odhady
Nejdiive provedeme odhady V(z,t) € Qr

1
|U1(.§L’,t)| < d /
T2 JRA

tudiz [|u1lle(@r) < ||@llc@ey. Obdobné postupujeme v odhadu pro uy(z,t), jest

lusg(z,t)] < —/ /
R4
< sup |f(y,7 !/ ( / '“2du>d

(y,7) EQT 71'2 R4

— 1 lecon) / ar < | llecon < Tlflewon:
0

odkud [luzllecor) < Tl fllc@r). Protoze u(x,t) je souctem funkei ui(z,t) a ug(x,t)
na Qr resp. je rovna o(z) pro t = 0, dostaneme pouzitim trojtihlenikové nerovnosti
pozadovany odhad z véty.

Krok 2: Vlastnosti funkci u; a us

2 1 w2
P p(o -+ 2uvD)| du < sup o)l [ e Fdu = e
R

yeRd T2

e 1P f(z 4 2uvt — )‘ dudr

Déle se budeme zabyvat funkcemi u;(z,t) a uz(x,t) oddélené. Budeme hojné vyuzi-
vat vét o spojitosti integralu podle parametru a derivaci integralu podle parametru.
MiiZeme si uvédomit, Ze snadné pouziti téchto vét bude disledkem dodatec¢nych pred-
pokladt na funkce f(z,t) a ¢(x) oproti pivodni formulaci Cauchyho tlohy v Definici
(4.1.1).
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Chtéli bychom ukazat, ze funkce u;(x,t) Tesi ulohu

ou
8_1,:1_Au1 =0 VQT?

uy(7,0) = @(x) VreR?,

zatimco funkce us(x,t) je FeSenim tlohy

W_AW = f vQr,

uy(r,0) = 0 VreR

V obou pripadech se pocatecni podminky nabyvaji ve smyslu limity. Diky linearité
rovnice vedeni tepla pak bude soucet funkei u; +us feSenim Cauchyho tilohy z Definice
(4.1.1).

Krok 2a: Spojitost a nabyvani okrajovych podminek pro u;

Obratme nyni svou pozornost na funkci uy(,). O jeji spojitosti v Q1 nelze pochy-
bovat. Zde vSak pozadujeme spojitost v Q7. Na hranici Q7 (tzn. v bodech (x,0)) je
funkce u(z,t) definovéana jako ¢(z). Je tedy tieba ukazat, Ze Vry € R? plati

lim  uy(x,t) = @(xp),
(@)= (20.0+)

('Tvt)EQT

aneb podle definice limity chceme ukéazat, ze vhodnou volbou okoli U, ;(xo,0) lze
vyraz |us(z,t) — ¢(x0)| libovolné zmensit. Uvédomime si, ze ,,velikost“ okoli U, ; je
urcena jeho ,, prostorovym*“ a ,,¢asovym“ rozmérem. Zacneme s odhady.

[ur (2,1) = (o) < fur(w,) = ()] + () = (o)

Druhy s¢itanec lze ucinit mensim nez £, pokud zvolime dostatecné maly ,, prostorovy *
rozmér okoli U, +(o, 0), nebot funkce p(z) je spojita. Pro ¢len |ug(z,t) — ¢(z)| mame

o) = o0l =| (55 [ e ot + 20vian) - oo
= /R e (il -+ 20v8) — () du

T2

Y

normu tohoto integralu odhadneme shora integralem z normy a ten rozepiseme na

1 1
T2 Jjul>R T2 Jju|<R

Prvni z integralt Ize odhadnout £ pokud zvolime vhodné (rozuméj velké) R (nebot
integral pies celé R? je kone¢ny). Druhy integral (zde jiz je u omezené) ucinime
mensim nez £ tak, Ze rozumné zvolime posledni volny parametr — casovy rozmér
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okoli U, +(o,0) — a vyuzijeme stejnomérné spojitosti .
Krok 2b: Funkce u; Fesi rovnici, spojitost derivaci

Déle bychom chtéli o u;(z,t) dokazat, Ze Tesi rovnici vedeni tepla s nulovou pravou
stranou. Skutec¢né, pouzijeme-li vétu o derivaci integralu podle parametru, dostaneme

Ouy B 0G(z —y,t) B
o= du= [ (P aG ) ey =0

nebot Greenova funkce je feSenim rovnice vedeni tepla s nulovou pravou stranou.
Pokud jde o hladkost funkce uq(z,t), tak opét vyuzijeme vétu o derivaci integralu
podle parametru, ¢imz preneseme veskeré derivovani na Greenovu funkci, ktera je z
C>®(R? x (0,+00)). Plati tedy u; € C(Qr) N CP(Qr).

Krok 2c: Spojitost a nabyvani okrajovych podminek pro u;

O funkei u (2, t) jiz vime vSe, co jsme potiebovali, a proto se zacneme zabyvat funkci
us(z,t). O spojitosti v Qr nelze pochybovat, navic lze dodefinovat us(x,0) = 0. Tato
funkce je evidentné spojita v ()7, nebot

lim  wy(x,t) =0,
(z,t)—(xzqg,0+)

(xvt)EQT

o ¢emz se lze presvédCit z odhadu |ua(x,t)| < || fllcor), ktery jsme odvodili v Kroku
1.
Krok 2d: Funkce u; je resi rovnici, spojitost derivaci

Spojitost prostorovgch derivaci funkce ug(z,t) je opét disledkem véty o derivaci inte-

gralu podle parametru, protoze prostorové derivace presuneme na Greenovu funkci,
ktera ma pozadovanou nekone¢nou hladkost. Je tedy us € C2°(Qr). S ¢asovymi deri-

vvvvvv

to hodit, az budeme dokazovat, Ze uy(z,t) Tesi rovnici)

o ug(x,t 4 h) —ug(w,t)
o (@1 = lim N :

. v_ s ’ 7 . v v o . t+h)— t
diferen¢ni podil rozepiseme jako soudet dvou ¢lent, a sice w =L+1,

1 [ LS @+ 2u/(t+h) =7, 7) = [+ 2uvt — 7, 7)
L =— e " A dudr
w2 Jo JRd

1 1 t+h
I = _dﬁ/ (/ e*lulzf(w +2ur/(t +h) — T,T)du) dr.
T2 t R4

(.

F(r)

Co lze udélat s prvnim ¢lenem? V prvni ¢lenu jsme jiz zvolili zapis, ktery je pfi-
praven k pouziti Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté. Oznaéme si ®(¢) := f(x +
2ur/(t + ¢) — 7, 7) funkei ® na intervalu ¢ € (0, h). Podle Lagrangeovy véty o stfedni
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hodnoté (je-li ®(¢) spojita v uzavieném intervalu [0, h] a mé spojitou derivaci v ote-
vieném intervalu (0, k), pak existuje takové ¢* € (0, h), Ze plati M = (qﬁ*))
pak v nasem piipadé dostaneme existenci ¢* € (0, h) takového, Ze

flx+2u\/(t+h)—7,7)— f(x 4+ 2u\/t — 7, 7)
h

Uy

:i of <x+2u (t+o¢*)—71 T>
il 7 (t+¢*) —

V prvnim ¢lenu nyni mizeme limitu pro h — 0 (tudiz také ¢* — 0) zaménit s
integralem, a dospéjeme k vysledku pro I:

dudr

hm L = / / ~ul® (x + 2uvt — ) \/tUZ—T
Rd -

Pti vypoctu clenu I, pouzijeme prvni vétu o stfedni hodnoté v integralnim poctu,
ktera tvrdi, Ze je-li F spojita na [t,t + h], pak existuje takové 7" € (¢,t+ h), ze plati

/t ' Frar = hF()

Zapis I, byl opét zvolen tak, ze pouziti véty je zfejmé. Provedeme-li limitu pro h — 0
(tudiz také 7" — t), dospéjeme k vysledku pro Is:

1 2
lim I, = lim —d/ e f (x4 2u\/(t + h) — 7, 7%)du = f(z,1).
R4

h—0 h—0 73

Celkem mame
8u2 / / |“‘2 (ac +2uVt —7,7) o
at et 71'2 R4 i:l Ty ’ Vi—T

Chceme oveéfit, ze us(x,t) Fesi rovnici ‘9“2 — Aug = f, nezbyde ndm proto nic jiného
nez spocist Au, a vyjadrit Ausy tak, aby to bylo srovnatelné s pravé odvozenym
vztahem pro uy;. Jest (opét derivujeme integral podle parametru):

dudr + f(x,1).

2
Aug(z,t) = Z 0 u2 x,t / / —lul? (I + 2uv/t — 7, 7)dudr .
i Rd

Pouzijeme nasledujici pozorovani:

gf (x 4+ 2uvt —7,7) =
Z;

s jehoz pomoci lze pokracovat

1
N

88 flx 4+ 2uvt —7,7)
U;

2 1
A t) =l 2un/t — ————dudr.
ug(z, 7T2//Rd Z(‘?uz (axlaﬂ—l— uy/ 7',7'))2 _t_TUT
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Nyni provedeme integraci per partes s derivaci podle u; (hrani¢ni ¢len vymizi) a
vysledkem bude

ou; 0x; 2/t —T1

z ¢ehoz po provedeni parcialni derivace exponencialy plyne

1 t 2 d af Uu
A )= — ~lul :
U2(~T; ) 77% /0 /Rd c zzl Oxz \/t — T

Srovname-li tento vztah s diive odvozenym vztahem pro dus—0t, zjistime, Ze skutecéné
plati = 6“2 — Aus = f.

Jul?
/ / 86 of (x + 2u\t — T, T);dudﬂ',
R =

dudr.

(x + 2uvt — 7')

O

Poznamka 4.1.7 Pfedpoklady na f lze zeslabit, pouhd spojitost vSak nestaci (po-
drobnéji viz napf. [11]). Hladkost u podle prostorovych derivaci je bez ohledu na
hladkost f vzdy nekonecna, hladkost u podle ¢asovych derivaci je stejnd, jako hlad-

ou
kost f podle casovych derivaci (to plyne pfimo z rovnice, kdyZ si z ni vypocitame 5
a mame jiz dokazano, ze u € C3°(Qr)).

Jednoznacnost feseni Cauchyovy rovnice ve vhodné t¥idé reseni bude plynout z prin-
cipu maxima. Ten dokazeme nejprve pro piipad pocatecné-okrajové tlohy, tedy pro
omezenou oblast (2. V nasem rychlokurzu rovnici vedeni tepla ziistane oteviena otazka
existence klasického feSeni na omezené oblasti. Ctendie miizeme ujistit, ze klasicka
feseni existuji, a odkazat jej na vhodnou literaturu.

Véta 4.1.8 (Slaby princip maxima pro pocateéné-okrajovou tulohu) Bud u
klasické Teseni tlohy (4.3)—(4.4), ve které klademe f = 0. Potom u nabyvd svého
mazxima a minima na parabolické hranici T'.

Dikaz. Studentské texovani.
Ozna¢me M = max u(z,t) a m = max u(z,t), bud (xp,ty) bod ve kterém se

(z,1)€Qr (z,t)er
nabyva hodnoty M. Dikaz provedeme sporem, predpokladame tedy, ze plati m < M,

neboli (x,7,ty) € Qr \ . Definujeme funkci

M —
v(x,t) :==u(x,t) +
kde h = diam Q7 je primér (omezené mnoziny) Q7. Pro tuto funkci pak plati:

[ ] U(J}M,tM) = U(ZEM,tM) =M

o V(z,t) €T : v(z,t) <u(w,t)+M=m <+ Mom < £,
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7 ¢ehoz plyne, 7e funkce v(x,t) nabyvéa svého maxima nékde v Q7 \ ', necht je to
v bodé (zy,ty). Protoze tento bod je maximem hladké funkce v(x,t), musi v tomto
bodé byt

e Vi=1,....d: 2%y, ty) <0

Ox;2

o P(xy,ty) = 0 pokud je (zy,ty) € Qr resp. L (zy,ty) > 0 pokud (zy,ty) €

8Qr\T'. Skuteéns lze mluvit o hodnotéch na dQ7\T', nebot 2%, 24 < ¢(Q,\T),

8:v?’ ot
viz Definice (4.1.2).

Odtud plyne, ze

0
(a—: — AU) (SCv,tv) 2 0.

Pokud ale poc¢itame pfimo s definici funkce v(z, t) dostaneme (nebot u(z, t) je FeSenim
rovnice vedeni tepla a Al|z — x/||? = 2d)

<@ — AU) (l‘v,tv) = —dM —m < 0,

ot h?

¢imz jsme dospéli ke sporu. 0

Disledek 4.1.9 (Jednoznacnost pocateéné-okrajové ulohy pro rovnici ve-
deni tepla) Klasickd tloha vedeni tepla na omezené oblasti (4.3)—(4.4) md nejvyse
jedno Tesent.

Dikaz. Pro rozdil w = u; — us dvou feseni (4.3)—(4.4) ukdzeme pomoci Véty 4.1.8
snadno w = 0. O

S vyuzitim Véty 4.1.8 miizeme také ukézat princip maxima pro Cauchyovu tlohu.

Véta 4.1.10 (Slaby princip maxima pro Cauchyovu ulohu) Bud u klasické
resent ulohy (4.1)—(4.2), ve které klademe f = 0. Jsou-li navic funkce u a ¢ omezené
(na Qr resp. R?), pak

inf o < wu(x,t) <supgp Ve eRY, t>0. (4.8)
R4 Rd

Dutikaz. S vyuzitim Véty 4.1.8. Dtikaz zatim chybi, doplnit. O

Dusledek 4.1.11 (Jednoznac¢nost Cauchyovy tlohy pro RVT) Klasickd Cau-
chyova tuloha vedeni tepla na omezené oblasti (4.1)—(4.2) md ve tridé omezenych Te-
sent nejuyse jedno teSeni. Toto Tesent je pak nutné ddno vzorcem (4.6).

Poznamka 4.1.12 Existuji neomezena feseni Cauchyovy tlohy pro rovnici vedeni
tepla, kterd vykazuji riist |u(x,t)| & c¢; exp(cax?®T€), pro ktera neplati princip maxima,
a tedy nelze v této tridé reseni také zarucit jednoznacnost. Lze vSak ukazat, Ze ve tiidé
klasickych feseni, charakterizovanych riistovou podminkou |u(x,t)| < ¢; exp(ca?) jiz
princip maxima, a tedy i jednoznacnost feseni, plati.
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4.2 Vlinova rovnice

Definice 4.2.1 (Cauchyova tloha pro vlnovou rovnici) Bud ) = Rdi > 0,
Qr :=Qx(0,T), f €C(Qr), vo, p1 € C(RY). Bud c > 0. Rekneme, e u: Qr — R
je klasickym resenim Cauchyovy ulohy pro vinovou rovnici, pokud

2
%—CQAu:f, reR? t>0, (4.9)
u(-,0) = po(7), z €R?, (4.10)
%(-,0) = 1 (7), zeRY (4.11)

a pritom u € C*(Qr), u, 2 € C(Qr).

Poznamka 4.2.2 V pripadé vinové rovnice se budeme zabyvat pouze Cauchyovou
ulohou a nikoli tlohou na omezené mnoziné 2. Divodem je skutecnost, ze u hyper-
bolické rovnice je zadani okrajovych podminek na hranici €2 obtizné z dtvodi, které
se pokusime v této poznamce objasnit:

V souladu s druhou kapitolou (viz §2.3) lze nalézt charakteristické sméry rovnice
(4.9) jako nenulové vektory & = (&, ..., &) € R spliujici 2 = Z;l:l &3, Takové
vektory existuji, existuji tedy i charakteristické plochy (charakteristiky) nasi rovnice.
Napriklad v jedné prostorové dimenzi, a uvazujeme-li pro jednoduchost ¢ = 1, pro-
chazi kazdym ¢asoprostorovym bodem [z, ty], to > 0, dvojice charakteristik, kterymi
jsou (polo)pfimky o smérnicich +1 a —1. Informace o hodnoté poc¢ateéni podminky
o se §ifi ve sméru charakteristik, ,, Sikmo obéma sméry “. Kdyby byla zadana tloha na
omezeném prostorovém intervalu, lezel by kazdy bod boc¢ni strany c¢asoprostorového
valce zaroven na néjaké charakteristice, nesouci informaci o pocateéni podmince. K
bokiim ¢asoprostorového vélce by tak , ve vlndch® (coz samoziejmé souvisi s ndzvem
rovnice) prichazely informace o hodnotach feSeni na nizsich ¢asovych hladinach a
jinych mistech prostoru. Proto by na bocich ¢asoprostorového valce nebylo mozno
predepsat libovolnou okrajovou podminku. Bylo by samoziejmé mozné uvazovat o
tom, jak matematicky podchytit dvé rozdilné fyzikalni predstavy, a sice, ze boc¢ni
sténa prichazejici vinu ,, pohlti“, nebo , odrazi“, takové tvahy jdou vsak nad ramec
této prednasky, ve které se tedy budeme zabyvat pouze pfipadem celého prostoru.

Rozmyslete si, ze v obecném d-rozmérném pripadé jsou charakteristickymi plochami
kuzelové plochy, a Ze danym ¢asoprostorovym bodem [z, o] prochazeji (az na pfipad
to = 0) dvé takové, jedna ,stojici na Spicce”, kterou je bod [z, to] — ta je , oteviend
smérem nahoru“ ve sméru Casi t > ty. Pokud je 5 > 0, je onou druhou plochou
omezena kuzelova plocha, jejiz zakladna lezi na ¢asové hladiné t = 0 a jejimz vrcholem
je bod [z, to].

V nésledujicim ukézeme, ze Cauchyova uloha (4.9)—(4.11) mé ve tfidé dostatecné
hladkych funkci nejvyse jedno klasické feseni. Pro potfeby nasledujici véty, kterd k
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tomuto vysledku bezprostfedné vede, si uvédomme, ze bez (jmy na teoretické obec-
nosti® lze v (4.9) klast ¢ = 1. Skute¢né, po zavedem nové Casové proménné t' = ct a

nové funkce f f/c* prejde (4.9) v rovnici t'2 — Au = f
Oznaéme nyni pro r > 0, 2o € R?

Zp(xg) = {[z,t]; O<t<r, |z —mxo| <r—1t}. (4.12)
Véta 4.2.3 Necht u € C*(Z, (1)) splituje v Z,(xo) rovnici 2% — Au = 0. Necht ddle

u(z,0) = 2(z,0) = 0 pro |z — xo| < r. Potomu=0 v Z,(x )
Dukaz. Zatim chybi. O

Disledek 4.2.4 @adnoznaénost feSeni Cauchyovy ulohy pro vinovou rov-
nici) Ve tridé C*(Q7) md Cauchyova tloha (4.9)—(4.11) nejvyse jedno Fesent.

Diikaz. Jsou-li uy, uy dvé takova feseni, polozime w := u; —uy. Bud [z, ] € R?x (0, T)
libovolny bod. Pak existuje kuzel Z,.(xy), jehoz vrcholem je bod [z, t]. Podle pfedchozi
Véty 4.2.3 w =0 v Z.(xo), specidlné tedy w(zx,t) = 0, coz jsme chtéli dokdzat. O

Na zavér tohoto paragrafu, v jeho ,existencéni ¢asti“, si uvedeme explicitni vzorce
pro feseni Cauchyovy tlohy v dimenzich 1, 2 a 3, a naznac¢ime zptisob, jakym se daji
odvodit. Zajemce o presnéjsi odvozeni odkazujeme na [23] nebo [2].

Bud ¢ > 0. Analogicky jako pro rovnici vedeni tepla, najdeme i v pfipadé vinové
rovnice jeji tzv. elementarni feSeni (Greenovu funkci) E(z,t), splilujici ve smyslu
distribuci Cauchyovu tlohu (4.9)—(4.11), ve které klademe f = 0, ¢y = 0, @1 = 0.
Metodou Fourierovy transformace lze ukazat, Ze (aZz na konstanty, které souviseji s
konkrétni volbou konstant u transformace) pro Fourierovu transformaci E(¢, t) funkce
E(z,t) plati (transformace probihd mezi proménnymi z +— &):

sin(2mc||t)

B0 = orde

Ukazuje se, ze nalezeni zpétné Fourierovy transformace této funkce je technicky, ale
proveditelny problém, jehoz realizace je zavisla na dimenzi prostoru. Po nalezeni
E(z,t) pak lze ukéazat, Ze feSeni problému (4.9)—(4.11) je dano formélni konvoluci
(obecné pocitanou ve smyslu distribuci, index pod znamenim konvoluce naznacuje,
pfes jaké proménné konvoluci pocitame)

u(z,t) = %(Ei§00> + (chpl) + (Y(t) E::t f) =:ug + uy + ug, (4.13)

3Pozdé&ji nas budou zajimat explicitni vzorce pro FeSeni, kde jiz, pro pohodli jejich uzivateld,
budeme uvazovat obecné ¢ > 0.
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srovnejte se vzorcem (4.6). Zde Y (t) oznacuje Heavisideovu funkci v proménné ¢,
Y(t)=1prot>0,Y(t)=0prot<0.

Po dalsich technickych vypoctech lze odvodit explicitni tvar feSeni u(z,t) v zévislosti
na konkrétni dimenzi.

Obecné feseni ulohy (4.9)—(4.11) v jedné prostorové dimenzi je naptiklad ddno zna-
mym d’Alembertovym vzorcem:

—ct t 1 z+ct ztc(t— 7')
u(:z:,t):%(m c)+g00(x—|—c)+_ dy+—// T)dydr.
2 2c r—ct z—c(t— 7')

(4.14)
Pro f = 0 lze tento vzorec snadno odvodit i elementéarné: v jedné dimenzi fesime
rovnici

Pu 0%

— —c— =0. 4.15
o~ o (4.15)
Zavedenim novych souradnic
_x+tct ¢ = T —ct
=T T2
ptejde rovnice (4.15) v rovnici
0%u
=0,
Indg

jejiz obecné feseni je u(n,&) = F(&) + G(n), kde F' a G jsou libovolné dostatecné
hladké funkce. V ptivodnich proménnych tedy dostavame, Ze rovnici (4.15) vyhovuje
kazda funkce tvaru

u(z,t) = F(zx —ct) + G(x + ct) ,

kde F' a GG jsou libovolné dostatecné hladké funkce. S vyuzitim pocate¢nich podminek
odtud dostaneme (4.14) s f = 0. Ctenar se jisté nebude zlobit, kdy# jej autor necha
tento oblibeny vypocet dokoncit.

. a to je zatim vse.
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