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11 Fourierova metoda pro Laplace-Poissonovu rovnici na kruhu

11.1 Dirichletova okrajova uloha

Reste rovnici Au = 0 na kruhu o poloméru R > 0, s okrajovou podminkou u = g na hranici kruhu.

Navod:
1. Nejprve prevedeme Laplaceidv operator do polarnich soufadnic pomoci vztah * = rcosy,y = rsinp.
Uvazujeme u(z,y) = u(z(r, ), y(r,¢)). Pro zkriceni zépisu piSeme % = u, atd. Postupujeme napiiklad

takto (existuji i jiné moznosti): Podle pravidla o derivovéani slozené funkce je

Ur = UgCOSP + uysingp, (11.1)

Up = Ug(—rsing) + uy(rcosep). (11.2)

Odtud (derivujte (11.1) podle r a (11.2) podle ¢)

Upp = Upyp COS © 4 2Ugy cOS P Sin @ + Uyy sin v, (11.3)

2 .

Upp = Uper” sin® © — 2y r> COS P SiN @ + Uyyr” sin’ (11.4)

—UzT COS Y — UyTSin .
Porovnanim (11.3) a (11.4) vidime, ze
1 B 1 .
Upr + Slee = Uso + Uyy — ;(ur oS ¢ + uy sin )

1
= Azyu— ~lr

podle (11.1). Celkové tedy Au yu = Urr + =5Up, + +u, a Laplaceova rovnice v polarnich soufadnicich ma

tvar 1 1
Urr + ﬁuwp + ;Ur =0. (115)

2. Hledejme dale feseni ve tvaru

u(r, @) = Z Rn(r)emv , (11.6)

nez

nejprve formalné: Dosazenim (11.6) do (11.5) dostaneme > _, (r*Ryi(r) + rR;,(r) — n*Rn(r))e™ = 0 coz

vede na (Eulerovu) ODR

P’ R (r) + 7Ry (r) — n°Rn(r) =0 (11.7)

pro neznamé funkce R, (r). Jeji charakteristicky polynom je A(A — 1) + XA —n? = 0,' odkud mame A\*> = n
a tedy A = £|n|, n € Z. Pro n = 0 je A\ = 0 dvojndsobnym kofenem charakteristického polynomu, tedy
Ro(r) = Ao+ Bolnr, Ag, By € R, r # 0. Pron # 0 jsou A = +|n| jednondsobnymi kofeny charakteristického
polynomu, tedy R, (r) = Apr!™ + Bnrfln‘, A, B, € R, r # 0. Bereme v8ak do uvahy pouze ta feseni, ktera
jsou na kruhu o poloméru R (specidlné v pocatku) omezend (jde ndm o klasické feSeni, tj. funkci u, majici

uvnitt kruhu o poloméru R spojité druhé parcidlni derivace. Proto

u(r, @) = ZAHT‘"‘em"’, (11.8)

neZ

pro néjaké konstanty A, € R.

1Zopakujte si feseni Eulerovy ODR: k charakteristickému polynomu této rovnice vede napiikald ansatz Ry (r) = .
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3. Predpokladejme, ze funkci g lze také rozvinout do komplexni Fourierovy rady:

2m
! 1 —in
g(p) = Z%lemw ,  kde tedy ~, = o /g(t)e i . (11.9)
nez 0

Porovnénim (11.8) pro 7 = R a (11.9) dostaneme A, = -7, a tedy konecné

27
T In] in 1 —in
u(r, @) = Z’Y’l(E) e"?, kde v, = g/g(t)e tdt . (11.10)
nez 0

Provedte diskusi tohoto (formélné obdrzeného) FeSeni, tj. ukazte, ze pro dostateéné hladkou funkci g je
u € C?(Br(0)) N C(Br(0)), Au =0 v Br(0), a u = g na dBr(0).

. Reseni Dirichletovy tlohy pro Laplaceovu rovnici na kruhu lze také vyjadiit Poissonovym integralem (viz
prednasku nebo jedno z piedchozich cviéeni). Poissontv integrél lze pomoci polarnich soufadnic v R? pievést

na tvar 2
1 T R2 o ’f'2
1 . dt . 11.11
u(T, (p) o /g( )R2 — 2Rr COS(SD - t) + 7’2 ( )
0

Dosadte nyni do fady pro funkci u v (11.10) za konstanty 7, jejich integralni vyjadfeni, prohodte sumu a
integral (samozfejmé ukazte, e to lze) a pokuste se secist vzniklou fadu.? Mélo by vam (nikoli pFekvapivé)

vyjit (11.11).

e Cviceni pro vase poéitani
(i) Reste Laplaceovu rovnici v jednotkovém kruhu, je-li okrajovd podminka rovna u(1,¢) = cos? .
(ii) Reste Laplaceovu rovnici v jednotkovém kruhu, je-li okrajové podminka rovna u(1,¢) = sin® .
(iii) Reste Laplace-Poissonovu rovnici Au = 2 v obdélniku (0,a) x (—b/2,b/2), je-li u na hranici

(a) identicky nulové

(b) rovno funkci x — y + xy.

2Napovéda: pfi oznadeni \ := & €(0,1) a s:= ¢ —t ukazte, ze >, 5 Alnleins — Re (1 + 21331;5> = 1-)2

T 1—2X\coss+A2°
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12 Fourierova metoda reSeni rovnice vedeni tepla na intervalu

12.1 Nulova prava strana, nulové okrajové podminky, nenulova pocateéni
podminka

Reste nasledujici tlohu pro rovnici vedeni tepla (L > 0, T > 0):

rovnice %7; - a2% =0 proz € (0,L),t € (0,T),
pocatecni podminka u(z,0) = p(x) x€(0,L), (12.1)
okrajova podminka u(0,t) =u(L,t) =0 te€(0,T).

Névod:
e Funkci u(z,t) zavislou na ¢ase (t) i prostoru (x), hledejme v separovaném tvaru
u(z, t) = X(2)Y (1),
po dosazeni do rovnice (12.1) dostaneme (za standardniho pfedpokladu identické nenulovovsti X a T')

1 dy(t) 1 d*X(2)
a?Y(t) dt  X(z) dx?

coz vede opét k pozadavku existence konstanty A\ takové, ze

1 d®X(x)

Xa @ = (12.2)
1 dy(y)
RO A (12.3)

Okrajové podminky pro rovnici (12.2) dostaneme ze zadani (12.1), a sice X(0) =0 a X (L) = 0, coz plyne z
podminek plynou z u(0,t) = 0 a u(L,t) = 0. Okrajové podminky pro funkci Y nelze v této chvili jednoduse
zformulovat. I to je divod, pro¢ fesime nejprve tlohu pro X.

e Reseni tlohy pro funkci X se principialné lisi podle znaménka konstanty A:

— je-li A > 0, pak je feSenim rovnice (12.2) funkce
X(z) = clezﬁ + czefl'ﬁ,

kde ¢1 a ¢ jsou konstanty, které urcime z okrajovych podminek. Je zfejmé, ze okrajové podminky
muzeme splnit pouze volbou ¢; = 0 a c2 = 0, tzn. X(z) = 0. Zajimaji nds vSak pouze identicky
nenulova feseni, tedy tento pripad vyloucime.

— je-li A =0, pak je feSenim rovnice (12.2) funkce
X(z) = a1z + ca,

kde ¢c; = 0 a c2 = 0, jak opét plyne z okrajovych podminek, zavér je tedy stejny jako v pfedchozim
pripadé.

— je-li A < 0, pak je feSenim rovnice (12.2) funkce

X(z) = c1sin <«T\/W> + ¢z cos (:r \A\)

kde c1 a c2 jsou konstanty, které urcime z okrajovych podminek. Lze pomérné jednoduse nahlédnout,
ze netrivialni feSeni pro X dostaneme pouze v pripadé, kdy bude konstanta A\ tvaru

,\n:—<%)2, neN. (12.4)

Dostali jsme tedy, Ze vSechna netrivialni feseni problému pro X vypadaji takto:

Xn(z) = cpsin (a:\/m) = ¢, sin (xn%) , neN. (12.5)

e Pro A\, tvaru (12.4) dostaneme rovnici (12.3) pro funkci Y (¢) = Y, (t) ve tvaru

dYn(t) 2
= Ana”Yy(1),
i a”Yn(t)
obecnym Fesenim této rovnice je funkce
nma 2
Yo(t) = ane®*t = e~ ("E%)7, (12.6)

kde a, jsou libovolné konstanty.
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e Nasli jsme tedy funkce un(x,t), které pro libovolné pfirozené ¢islo n splituji rovnici (12.1) a okrajové pod-
minky (souéin konstant ¢, a a, pfeznacime na cy),
Un(z,t) = Xn(2)Yn(z) = cne*(T sin (x%) . (12.7)

K tplnému feSeni problému (12.1) je jesté tieba splnit pocateéni podminku. Reseni celého hleddme jako
nekone¢nou sumu funkei un, (z, t),
t) = Z un(l‘?t)?
n=1

v ptipadé ,dostatecné rozumné“ konvergence této rady bude funkce u spliiovat rovnici i okrajové podminky.
Zbyvé vytesit otdzku nabyvani poc¢atecni podminky. Chceme, aby platilo u(z,0) = ¢(x), tj.

i un(z,t) = i cn sin (w%) =¢(x), proz € (0,L),
n=1 n=1

coz neznamena nic jiného, nez ze koeficienty ¢, je nutné volit tak, aby to byly Fourierovy koeficienty funkce
() pti rozvoji do sinové fady (pfedpokladame tedy, Ze ¢ lze takt orozvinout). Koeficienty ¢,, pak spoc¢teme

jako
L
2
Cn Z/ sm ) dx (12.8)
0

a obdrzeli jsme (formalng, tj. bez toho, Ze bychom diskutovali kvalitu konvergence atd...) FeSeni problému
(12.1),

=~ o

- L
nmTa 2
= E Cne*( 1re) tsin (xn%r> , kdec, = /go sin TF) dz . (12.9)
n=1 0

12.2 Nenulova prava strana, nulové okrajové podminky, nenulova pocateéni

podminka
rovnice 8—7:—@ g—:f proz € (0,L),t € (0,T),
pocate¢ni podminka u(z,0) = p(z) x€(0,L), (12.10)
okrajovd podminka w(0,t) = u(L,t) =0 t€{0,T).

Navod:

e Vyjdeme z toho, Ze jiz umime FeSit rovnici s nulovou pravou stranou a nulovou okrajovou podminkou, viz
(12.9). Pfedpokladdejme nyni, ze pravou stranu f lze rozvést do sinové Fourierovy rady vici prostorové
proménné, tj.

f(z,t) = 3 ) sin a:— , kde fn(t) = f (z,t) sin 22 dz

Resgeni problému (12.10) budeme hledat metodou variace konstant v (12.9), tj. piSeme koeficienty c¢,, v rozvoji

funkce u(x, t) jako funkce ¢asu
= 7( . )Qt i LL
u(zx,t) E 1cn(t)e sin <x T ) .

e Dosadime takto navrzenou funkci do rovnice (12.10), ¢isté formalné zderivujeme ¢len po ¢lenu, atd...Do-

staneme >
3 (0 -CEF ) sin (=77 =0

n=1

coz mé platit pro kazdé x € (0,L) a t € (0,7). Z jednoznac¢nosti Fourierovych rozvojt tedy plyne, Ze pro
kazdé n musi byt splnéna obycejnd diferencialni rovnice

den(t)
dt

cul®) = en() + [ fu(r)el )

f"( ) ("ﬂa)zt7

jejimz feSenim je

dr
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Dosadime-li takto vypoétené koeficienty c,(t) do rozvoje funkce u(z,t), bude vysledkem

7!7\'0/ nma 2
u(z,t) = ( / G Td‘r) —("£%) "t gin (w%) ,
konstanty ¢, (0) uréime z poc¢iteéni podminky tlohy (12.10). Chceme, aby platilo u(z,0) = (),
S nm
Z ) sin ( 7 ) = p(x)

coz neznamend nic jiného, nez ze koeficienty c,(0) je nutné volit tak, aby to byly Fourierovy koeficienty
funkce ¢(x) pfi rozvoji do sinové fady.

e Formalnim FeSenim problému (12.10) je tedy funkce

u(z,t) = Z cn(O)ef("za )t sin (/ fn(r -(222) - T)dr) sin <x%> , (12.11)
n=1
kde
2 / 2 /
. (. nm 7r
cn(O):Z/go(x)mn(mT)dx, Z/fmt sin L)dm,
0 0
12.3 Nulova prava strana, nenulové okrajové podminky, nulova pocateéni
podminka
rovnice Gu _ g2 g;g =0 proxze(0,L),te(0,7),
pocatecni podminka u(z,0) =0 x €(0,L), (12.12)
okrajova podminka u(0,t) = £(t) te(0,T), '
u(L,t) = p(t).

Néavod: S nenulovymi okrajovymi podminkami se vypofadame tak, ze tilohu (12.12) pfevedeme na tlohu (12.10):
funkei u(z, t) hleddme jako soucet dvou funkci

u(z,t) = w(z,t) + v(z,t),

kde funkci v(x,t) definujeme takto

pak plati, ze
v(0,8) = £(t),
o(L,t) = p(t).

Funkce v(z, t) tedy spliiuje okrajové podminky problému (12.12). Dosadime-li rozepsanou funkeci u(x,t) do zadani
rovnice (12.12), dostaneme

aﬂ_a282w_ @_QQ& __(1 )dﬁ()_fdp(t
ot ox? ot ox2) L) d L dt’
a pocatecni podminku pro w(z,0) = —v(z,0) = — ((1 — %) 1(0) + £p(0)). Je tedy vidét, Ze problém pro funkci w
je problém typu ,nenulovd prava strana, nulové okrajové podminky, nenulovd pocateéni podminka“, ktery jsme
fesili v pfedchozim bodu.

12.4 Obecny problém: nenulova prava strana, nenulové okrajové podminky,
nenulova pocateéni podminka

rovnice Gu _ g2 g;‘ f prox e (0,L),te (0,T),
pocateéni podminka u(z,0) =p(z) x€(0,L), (12.13)
okrajova podminka u(0,t) = I(t) te(0,T), '

u(L.1) = p(t).
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Navod: Reseni problému pievedeme na YeSeni jiz zndmych piipadi. Hledanou funkci u(x,t) rozdélime na dvé
funkce, funkci up(z,t), kterd zajisti splnéni okrajovych podminek, a funkci u-(x,t), kterd zajisti splnéni rovnice a
pocateéni podminky. Definujeme tedy rozklad u(z,t) = un(x,t) + u,(z,t) a piislusné problémy

rovnice B“T — a2 a;;‘{ =f proxe€(0,L),te(0,T)
pocateéni podminka (x 0) = ( ) z € (0,L),
okrajovd podminka ur(0,t) = te€(0,7T),

uT(L t) =

Toto je problém, ktery jiz umime fesit (zadani viz. (12.10), FeSeni viz. (12.11)). Druhy problém je tvaru

rovnice % —a? Bafh =0 proxe (0,L),te (0,T),
pocateéni podminka ( 0) = z € (0,L),
okrajovd podminka ur(0,t) = ( ) te(0,T),

un (L, t) = p(t).

Tento problém jsme jiz také zkoumali (12.12). Z linearity tlohy je zfejmé, ze funkce u(z, t), ktera je souctem funkci
up(x,t) a ur(z,t), je FeSenim ptivodni ulohy (12.13).

13 Fourierova metoda pro resSeni vlnové rovnice na intervalu

Jde o problém tvaru

rovnice 8t2 — 02% =f proxze(0,L),te€(0,T7),
pocateéni podminky 1:, 0)=p(z), =xe€(0,L),

9u (10) = i(x) | (13.14)
okrajové podminky u(0,t) = £(t), te(0,T),

u(L,t) = p(t).

Pfirozené predpoklddame, ze L > 0, T > 0, a Ze f je funkce proménnych z a t.

Navod: Rozdélte tlohu na dvé dlohy, stejné jako jsme to udélali v pfipadé tlohy (12.13). Postup feSeni téchto
partikularnich iloh je principidlné stejny jako v pfipadé rovnice vedeni tepla, ktery jsme pravé dodiskutovali.
Moznéa bude cennéjsi (a jako prevence znechuceni z dalsich stranek ,stéle stejnych® vypoétu i zdravéjsi), kdyz se
pokusite cely proces si v pfipadé vlnové rovnice projit sami, nez kdybych jej zde metodou copy-and-paste-and-
modify naserviroval.



