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10 Fourierova metoda rozdéleni proménnych pro Laplace-Poi-
ssonovu rovnici — Dirichletova uloha na obdélniku

10.1 Dirichletova okrajova podminka ,na jedné strané obdélnika“

Budeme Fesit nasledujici Dirichletovu (= s pfedepsanymi hodnotami hledané funkce na hranici) tlohu pro
Laplaceovu rovnici:

rovnice g% + % =0 pro [z,y] € (0,a) x (0,b),

okrajovad podminka w(z,0) =g(z), =z € (0,a),
u(z,b) =0, x € (0,a), (10.1)
u(o’y):O7 ye<07b>7
u(avy):()a y€<07b>

Pfirozené predpoklddame a > 0, b > 0, a dale g(0) = 0, g(a) = 0, aby okrajova podminka byla spojitd na
hranici.
Funkci u(x,y) budeme nejprve hledat ve specidlnim ,separovaném® tvaru, jako soucin dvou funkei,

u(z,y) = X(2)Y (y) (10.2)
a dosadime tento ,ansatz“! do rovnice (10.1). Dostaneme

d*X () d*Y (y)

YW e X0

=0. (10.3)

Na zakladé tvaru hledaného feseni (10.2) se rozhodneme, Ze nas budou pfedevsim zajimat ta FeSeni X,
Y, kterd jsou nenulovd alespoii v néjaké podoblasti obdélnika (0,a) x (0,b). V takovych mnozindch lze
upravit (10.3) na
1 X (z) 1 d*Y(y)
X(z) dz2  Y(y) dy?

Leva strana je zavisla pouze na proménné x, prava strana je zavisla pouze na proménné y, a rovnost ma
platit pro vSechna [z,y] € (0,a) x (0,b), obé strany rovnice proto musi byt rovny spoleéné konstanté,
kterou ozna¢me \. Pozadujeme tedy, aby platilo

1 PX(z)

XG) a2 (104)
1 d%Y (y) _

YORT: A (10.5)

K prvni obyéejné diferencidlni rovnici (10.4) mame ze zadani (10.1) i okrajové podminky X(0) = 0 a
X(a) =0 (které plynou z u(0,y) = 0 a u(a,0) = 0). Proto fesime nejprve tuto tilohu.? Reseni pro funkci
X je toto: pro A > 0 neexistuje Zadné netrividlni feSeni (tj. existuje pouze FeSeni rovné identické nule),

1Pro némecké slovo ,ansatz“ se nékdy pouziva nepékny pieklad ,nasada“. Myslim, ze lepsi varianta je bud pouzit opisu
,vyjadrit funkci ve tvaru“ nebo se k tomu postavit napfiklad stejné jako v anglicky mluvicich zemich: fikat ,ansatz“. ©

2Vgimnéte si, ze pro funkci Y bychom méli jednak okrajovou podminku Y (b) = 0, déle vSak ,podivnou* podminku
X ()Y (0) = g(z), kterd by plynula z u(z,0) = g(x). To ukazuje, ze ,ansatz“ (10.2) neni uplné spravné. Pijde jej vsak Gasem
ponékud upravit, aby bylo mozno splnit i onu ,,podivnou” podminku.



NDIR044 - cvi¢eni ¢. 10+11, sk.r. 2010/11(1.48.12.2010) 2

takova FeSeni nas vSak nezajimaji. Nastésti pro A < 0 existuje netrividlni feSeni rovnice (10.4), spliiujici
piislugné okrajové podminky X (0) = 0 a X (a) = 0, nastane to vsak jen tehdy, kdyz>
nmw

)\n:—(;>2, ne€N.

Potom o
Xn(z) = ¢y sin (x\/ |/\\) = ¢, sin (x—) ,
a

kde ¢,, jsou libovolné konstanty.
Pro tato A, se nyni pokusime vyftesit rovnici (10.5) pro Y (y) resp. Y5, (y),

T = () v,

Obecnym feSenim této rovnice je

Y, (y) = ane’@? + bpe”w Y,
kde a,, a b, jsou libovolné konstanty.
Jednu z okrajovych podminek pro Y lze splnit, a sice Y (b) = 0 (tato podminka je disledkem okrajové
podminky u(z,b) = 0), coz dava

ane sl +be" =0,
odkud dostaneme
_2nmy
b, = —ape” o 7,

a tedy
Y, (y) = ane’a® (e%(y_b) — enTﬂ(b_y)) .

Celkem jsme tedy nalezli nekone¢né mnoho funkei typu (10.2),

(1, 4) = X (2)Ya ) = de 50 (F 00— E O )i (M)
a
kde d,, jsou libovolné konstanty. VSechny tyto funkce spliiuji Au,, = 0 ve vSech vnitinich bodech obdélnika
(0,a) x (0,b), a také okrajové podminky u,(z,b) =0, u,(0,y) =0 a u,(a,y) = 0.
Ukazme si, jakym zpiisobem lze zajistit splnéni i zbyvajici okrajové podminky. Reseni celého problému
(10.1) budeme hledat jako nekone¢ny soucet funkci typu u,(z,y),

e 0
o) = 3 o) = 3 e (O - O i ().
n=1 n=1

Takto definovana funkce u nepochybné spliiuje okrajové podminky u(z,b) = 0, u(0,y) = 0 a u(a,y) =0,
a pokud bude uvedend fada konvergovat ,dostateéné rozumné“ (budeme tento piipad podrobné dis-
kutovat za chvili), tak bude mozno provést derivovani za znamenim sumy, a tedy dostaneme Au =

A( i un(z,y)) = 21 Aup(x,y) =0.

n=1
Zbyvé zajistit platnost okrajové podminky wu(z,0) = g(x). Pfedpoklddejme, ze funkci g(x) lze rozvést do
sinové Fourierovy fady:*
a

g(z) = i’yn sin (m%) , kde ~, = 2 /g(:c) sin (m%) dx. (10.6)

a
0

Podminka u(z,0) = g(x) je pak vyjadfena rovnici

o0 oo
u(z,0) = Z dpe’a? (e7 " — e ?) sin (%x) = Z’Yn sin (l’%ﬂ-) =9(x),
n=1 n=1

3Provedte podrobné.
4] tento pozadavek budeme diskutovat v nasledujicim paragrafu.
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odkud z jednoznacnosti Fourierovych rozvoja plyne vztah mezi konstantami d,, a koeficienty Fourierova

rozvoje vn, "
nmy, n
dne —nmy nmy
(&4 a — € a

a tedy dostédvame (zatim pouze formélné) feSeni naseho problému ve tvaru fady:
a

> EE(y=b) _ o mE (b-y) 2

e e nmw nw

=3 e —sin (2) . kde == i (7)61. 10.7

u(x,y) _17 P sm<ax) e v a/g(x)sm z— ) dz (10.7)
"= 0

10.2 Diskuse formalniho vysledku

Nejprve si ujasnéme, co vie potfebujeme k rigoréznimu ditkazu® toho, ze funkce (10.7) je feSenim naseho
problému (10.1). Tvrdim, Ze k tomu stac¢i, kdyz ukézeme:

1. Funkce g je rozvinutelna do sinové Fourierovy fady (10.6), pficemZ prvni z rovnosti (10.6) plati
bodové pro viechna z € (0, a).

2. Rada v (10.7), i fady, které vzniknou formalnimi prvnimi a druhymi derivacemi podle x a y za
znamenim sumy v (10.7), konverguji lokdlné stejnomérné na (0,a) x (0,b).

3. Rada v (10.7) konverguje stejnomérné na (0, a) x (0, b).
Potom totiz:
a) Z bodu 2 vyse plyne, ze fadu (10.7) lze dvakrat derivovat ¢len po ¢lenu v kazdém bodé [z,y] €
(0,a) x (0,b), tedy mame Au(z,y) = A( ioj un(z,y)) = f: Auy,(z,y) = 0. Dale bod 2 implikuje,
se u € C2((0,a) x (0,b)). "~ "~

b) Bod 3 implikuje, ze u € C({0,a) x (0,b)). Specidlné odtud plyne, ze hodnoty funkce u na hranici
obdélnika lze obdrzet pfimym dosazenim pFislusnych hrani¢nich bodt do fady (10.7). Tedy

u(0,y) =0, y € (0,

(10.7) . ( mr) (10.6)
0 - n I == ) O, .
u(z,0) ng 17 sin | © g(x) z € (0,a)

Posledni rovnost plyne pochopitelné z bodu 1 vyse.
Vénujme se nyni podrobnéji bodim 1-3 vyse.

ad 1. Dodefinujeme nejprve funkci g liSe na interval (—a,0) a oznacime toto rozsifeni opét g. Protoze
g(0) =0, je g € C((—a,a)), plati tedy také g € L*((—a,a)) a g € L*((—a,a)). Odtud plyne:

e g€ L*((—a,a)) = naintervalu (—a, a) existuje Fourierova fada funkce g vzhledem k tiplnému
trigonomickému systému {1,sin(”*x), cos("*x)}; z lichosti funkce g na intervalu (—a, a) plyne,
ze nenulové jsou pouze Fourierovy koeficenty u funkci sin(”*x), z L' integrability g dale plyne,
ze tyto Fourierovy koeficienty jsou omezené (dokonce jdou k nule). Tedy:

2

nm
— i bl = Tl < € :
Tn /g(a:) sin (x ) dz Je>0, |yl <c; (10.8)

0

5Byl bych rad, kdybyste si z nasledujici diskuse odnesli jednak dojem, Ze kdybyste chtéli, uméli byste kazdy vypocet
provedeny touto metodou oduvodnit rigorézné, a jednak pocit, Ze neni nezbytné nutné, abyste to vzdy délali. ©®
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ad 2.

ad 3.

e g € L?((—a,a)) = prvni z rovnosti (10.6) plati alesponi skoro vSude na intervalu (0,a);
k tomu, aby tato rovnost platila ve vSech bodech (0,a) potfebujeme obecné védét néco vic.
Napiiklad pokud vime, Ze fada v (10.6) konverguje na (0,a) stejnomérné, je jejim souctem
spojitd funkce; ta je ovSem skoro vSude na (0,a) rovna spojité funkci g, tedy prvni rovnost
v (10.6) plati ve vSech bodech, coz jsme chtéli védét. Zminéna stejnomérnd konvergence je
napiiklad disledkem vyssi hladkosti funkce g, ktera zaruci konvergenci fady > |v,,|. Abychom
pripomnéli (resp. zformulovali pfesnéji) toto tvrzeni, definujme nejprve t¥idu funkei

Cf)er(]R) :={g € C(R); 3p € R, %e g je p-periodickd a po ¢astech tiidy C¥ na R}.  (10.9)

Potom plati:
9ECher(®R) = > 0"yl < oo, (10.10)

v naSem pripadé tedy
9€Cher(R) = > |l < o0, (10.11)

odkud podle Weierstrassova kriteria obdrzime stejnomérnou konvergenci fady v (10.6). Vysle-
dek (10.11) budeme jesté potiebovat.

Provedeme nésledujici kli¢ovy odhad ¢lent fady (10.7):

RE(y—b) _ o2 (b—y) 1 = 2= (b—y)
ea ea . /nm _nx e "a _nx
Ay = | ——my—==3 Sm(ix) < bmle™ e g | S clmle ¥, (10.12)
e a’—ea a 1l—e""a
—_——
=Z

nebot vyraz Z je omezen konstantou ¢ > 0 (je n > 1 a tedy jmenovatel je odraZeny od nuly,
zatimco Citatel je omezeny shora). Pro pouziti Weierstrassova kriteria pro stejnomérnou konvergenci
je potfeba, aby vyraz vpravo v (10.12) byl dale odhadnut ¢leny konvergentni ¢iselné fady (tj. fady,
jejiz cleny nezavisi na y) . Kdyby platilo (10.11), stacilo by uvazit, ze |e~ " Y| < 1, my viak mame
obecné pouze omezenost koeficientl v, (viz (10.8)), a tedy obecné A,, < ¢, kteryzto odhad nelze pro
y € (0,b) a omezend 7, zlepsit. Proto se omezime pouze na y > ¢, coz ndm dé

Ap <clyle @ <ée e, y>e¢, Ve >0, (10.13)
odkud plyne, Ze fada (10.7) je stejnomérné konvergentni na (0,a) x {¢,b) pro libovolné ¢ > 0 a je
tedy lokéalné stejnomérné konvergentni (dokonce) na (0,a) x (0,b).

Rady, které vzniknou formalnim prvnim & druhym derivovanim (podle = & y) za znamenim sumy
v (10.7) se budou ligit od fady v (10.7) zejména tim, %e budou obsahovat ¢leny (%r)k, kde k= 1,2
je pocet provedenych derivaci. Proto 1ze ¢leny téchto fad odhadnout naprosto stejnym postupem

pomoci
énfe wE . y>e, Ve >0, (10.14)

coz jsou opét Cleny konvergentni ¢iselné fady. Bod 2 je tedy ukézan, dokonce i pokud plati pouze

g €C((0,a)).

Uz v pfedchozim bodé jsme naznafili, Ze pokud by platilo > |y,| < oo (tj. napiiklad pro g €
C*((0,a))), 1ze odhad (10.13) upravit takto:

Ap < clymle @Y < |yl Yy >0, (10.15)

coz dava kyzenou stejnomérnou konvergenci fady (10.7) na celém uzavieném obdélniku (0, a) x (0, b).
Pro obecné g € C({0,a)) je nutno postupovat opatrnéji:

e Aproximujeme funkci g € C((0, a)) posloupnosti funkci® g,, € C*((0,a)), takovych, ze g,,(0) =
gm(a) =0 a g, = g na (0, a).

6Rozmyslete si, ze to lze.
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e Postupem jako vySe odvodime, Ze pro v, = % gm () sin (x%) dx jsou funkce

O —0o

e 2E(y=b) _ o5 (b—vy)

e a e . o/nm

n(@9) 2= D Yoy~ sin (Fx) (10.16)
n=1

feSenim Dirichletovy tlohy pro Laplaceovu rovnici na obdélniku (0,a) x (0,b) s okrajovou
podminkou g,,,(z) pro y =0,z € (0, a), a jinde nulovou.
e Lze ukdzat (viz pfednéska - napiiklad 1. véta Harnackova nebo princip maxima), Ze potom
Um = u na (0,a) x (0,b), pfitemz u je klasickym FeSenim tlohy (10.1) a tim je na§ problem
vytesen.”
10.3 Dirichletova okrajova podminka ,na vSech stranach obdélnika“

Méme zadany problém

rovnice 22712‘ + 5,2 =0 pro[z,y] €(0,a) x (0,b),

okrajova podminka wu(z,0) = g1(x), =z €(0,a),
u(z,b) = ga(x), x€(0,a), (10.17)
U(O,y) = gg(-’L') RS <O7 b> )
u(a’y) = 94('1‘) , Y E <Ov b> :

Opét predpoklddame, 7e a > 0, b > 0, a Ze v rozich obdélnika Q = (0,a) x (0,b) plati tzv. podminky
souhlasu, tj. plati ¢g1(0) = g¢3(0), g1(a) = g4(0), ..., tedy Ze funkce definované na sousednich stranich
obdélnika se rovnaji ve spole¢ném vrcholu. Okrajovou podminku pak mizeme pro zkraceni zapisovat
u(z,y)|oa = g(x), kde g € C(992).

Ulohu vyfesime ve dvou krocich. Nejprve pfi¢teme k funkci g(z,y) vhodnou funkci c(z, ) tak, aby platilo
Ac(z,y) = 0 uvnitf obdélnika a navic aby hodnota rozdilu g(z, y) — ¢(x, y) v rozich obdélnika byla nulova.
Toho 1ze vzdy dosdhnout: zvolime-li funkci ¢ tvaru

c(z,y) = co + a1z + coy + sy, (10.18)

bude pro libovolnou volbu konstant cg, ¢, co, c3 platit Ac(x,y) = 0 uvnité obdélnika. Konstanty pak
najdeme takové, aby hodnota rozdilu g(z,y) — ¢(z,y) v rozich obdélnika byla nulové (rozmyslete si, Ze to
vidy 1ze8.

Nyni budeme funkei u(z,t) hledat ve tvaru

u(z,t) = v(z,t) + c(x, t).
Diky vlastnostem funkce ¢ mame

Cu,Fu_ L B P
ox2  oy? ox2  oy2

a tlohu pro u tedy vyfesime, pokud najdeme funkci v(z,y) takovou, Ze

rovnice % + giyé’ =0 pro [z,y] € (0,a) x (0,b)

okrajova podminka v(z,0) = —c¢(z,0) + g1(z), =€ (0,a),
v(x,b) = —c(z,b) + g2(x), z€(0,a), (10.19)
v(0,9) = —c(0,y) +gs(x), y€(0,),
v(a,y) = —c(a,y) + ga(x), y € (0,0).

7"Ovsem pozor, tato limitni funkce u pouze ,existuje“, ale pro obecné g € C((0, a)) nemusi byt vyjadfitelna fadou tvaru
(10.7). Pokud chcete mit FeSeni v tomto tvaru, musite takjakotak zadat okrajovou podminku g ,,0 néco lepsi“ nez pouze
spojitou. Tak co, sili ve vas pocit, zminény v poznamce pod c¢arou cislo 57 ®

8Ukazte: ozna¢ime-li h1 := ¢(0,0), he := g(a,0), hs := g(0,b), ha := g(a,b) hodnoty okrajové podminky g v rozich
obdélnika (0,a) x (0,b), pak hledanou funkef c je funkce tvaru (10.18), kde co := h1, c1 := L(hg — h1), ca := £(ha — h1),
c3 1= ﬁ(hAL — hs — hy + hl).
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Zbyva tedy nalézt FeSeni problému pro funkci v(z,y). To je ale jednoduché. VyuZijeme toho, Ze okrajova
podminka pro funkci v mé diky nasi konstrukci nulové hodnoty ve vSech rozich obdélnika, a napiSeme
v(z,y) jako soulet ¢tyf funkei

v(z,y) = vi(z,y) + v2(2,y) + v3(2,y) + va(z, y),

kde kazda z funkci v;(x, y) Fesi problém typu ,,Dirichletova okrajovd podminka na jedné strané obdélnika“
(viz minulé cviceni). Napfiklad problém pro v (z,y) je

rovnice %2;21 + %2;21 =0 pro [x,y] € (0,a) x (0,b)
okrajovd podminka v(x,0) = —c(z,0) + ¢1(z), z € (0,a),
v(z,b) =0, z € (0,a),
v(0,y) =0, y €(0,b),
v(a,y) =0, y €0,b),
pro va(z,y) by okrajové podminky byly
v(z,0) =0, z €(0,a),
v(z,b) = —c(z,b) + g2(x), z€(0,a),
U(07y):07 y€<0,b>,
U(a7y)_0’ y€<0,b>,

a obdobné pro zbyvajici dvé funkce. Z linearity rovnice je zfejmé, ze soucet funkci v(z,y) = vi(z,y) +
va(z,y) + v3(x,y) + va(z,y) je feSenim tlohy pro v(z,y).
Tim jsme si rozmysleli, Ze problém (10.17) umime Fesit.

10.4 Nulova Dirichletova okrajova podminka, nenulova prava strana

Reste Dirichletovu tlohu pro Laplace-Poissonovu rovnici na obdélniku.
Navod:

1. Pfedné lze predpokladat, ze Dirichletova podminka je nulova: pokud by tomu tak nebylo, hledali bychom
feseni jako soucet dvou funkci, kde jedna by splfiovala rovnici s nenulovou pravou stranou a nulovou Dirichle-
tovou podminkou, a druhé by spliiovalo feSeni s nulovou pravou stranou a nenulovou okrajovou podminkou
(takovou tlohu jiz umime fesit).

2. Zbyva tedy fesit ulohu typu

rovnice 3273 + g%‘ =f pro[z,y] € (0,a) x (0,b)

okrajovd podminka wu(z,0) =0, z € (0,a),
u(z,b) =0, z €(0,a), (10.20)
u(0,y) =0, y € (0,b),
u(avy):()7 yE(O,b>

Pfirozené predpoklddame, ze a > 0, b > 0, f € C((0,a) x (0,b)).
3. Predpokladejme, ze funkci f(z,y) lze rozvést (alespoii pro skoro vsechna y € (0,b)) do sinové Fourierovy
fady® vzhledem k proménné z

Z fu(y sm< x) kde fn(y /f z,y) sin —x) dx
Reseni u(x,y) budeme hledat ve tvaru
(z,y) = i sm( a:) .

Pravé zavedend funkce zfejmé spliiuje okrajové podminky u(0,y) = 0 a u(a,y) = 0. Dosadime-li takto
definovanou funkei u(z,t) do rovnice, dostaneme (derivujeme nejprve formalné ¢len po ¢lenu)

Sl () et = 3 i (7).

n=1

9Viz ,Diskusi formalniho vysledku“ v minulém cviceni.
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odkud plyne pozadavek

Lol _ (M) ) = 1utw). (1021

Okrajové podminky k této obycejné diferencidlni rovnici ziskdme z okrajovych podminek puvodniho pro-
blému u(z,0) = 0 a u(z,b) = 0, pozadujeme proto ¢, (0) =0 a ¢, (b) = 0.

4. Dotesime celou tlohu: obyc¢ejnou diferencidlni rovnici vyfesime metodou variace konstant, feSeni homogenni
rovnice je

¢n(y) = an sinh (%y) + b, cosh (%y)

variaci konstant ziskame rovnice

dC;Ly”s h(a )-}-%cosh(a ) = 0,
?<d;—y"c h(a )+%smh< y)) = faly),
odkud
y
%:%f&y)cosh(%y) = an(y):%/h(s)cosh(%é’) ds,
0
y
%zfﬁfn(y)sinh (%y) = bn(y):f%/fn(s)sinh (%s) ds.
0

Pravé ziskané vyjadieni ”konstant” a, a b, dosadime do tvaru homogenniho feSeni c,(y) a dostaneme
(pouzili jsme souétovy vzorec pro hyperbolické funkce) obecné FeSeni rovnice (10.21)

¢n(y) = @y sinh (—y) + 3, cosh <—y> + — / fn(s)sinh ((y - s) ) ds, .

Pouzitim okrajovych podminek ¢, (0) = 0 a ¢, (b) = 0 uréime konstanty an a 3n

a(0)=0 = B.=0
b
cn(b) =0 = ozn:—mrzro/fn(s)sinh ((y—s) )ds,

¢imz jsme vyfesili oby¢ejnou diferencidlni rovnici pro ¢, (y). Ziskané ¢, (y) dosadime zpét do vyjadieni funkce
u(z,y) = Y07 ca(y) sin (") a dostaneme FeSeni piivodniho problému (10.20)

(10.22)

kde

0



