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Poznamka. Cviceni ¢. 8 se nekonalo, protoze 17.11. byl statni svétek.

9 Dirichletova tloha pro Laplaceovu rovnici na kouli

9.1 Odvozeni Poissonova vzorce metodou kulové inverze v dimenzi d > 3
Zakladem Poissonova vzorce je nasledujici lemma.

Lemma 9.1 Bud Br(0) C R? koule se stredem 0 a polomérem R > 0, d > 3. Bud ddle u € C*(Bg(0)),
takovd, Ze Au =0 v Bg(0). Potom pro viechna x € BR(O) je

_ R? — |2
u(z) = %dR / ds(¢), (9.1)

9BRr(0)
kde x4 = I?ETT[;/;) je povrch jednotkové sféry v dimenzi d.

Poznamka 9.2 Vztah (9.1) je tedy nutnou podminkou pro to, aby funkce uvedené hladkosti byla feSenim
Laplaceovy rovnice na kouli. Zaroven tento vztah ¥ikd, ze hodnoty takové (harmonické, dostateéné hladké)
funkce v uvniti koule Br(0) lze vyjadiit pomoci hodnot funkce na hranici této koule. Vzhledem k tomu,
7e k existenci integralu vpravo v (9.1) neni nutné, aby u € C2(0Bg(0)), vznik4 pfirozena otazka, jaké
vlastnosti bude mit funkce u, definovana predpisem

_ |~”C\2
(z) = %dR / ds(e), 9.2)

9B R(0)

pro (napf.) ¢ € C(0Bg(0)). Skuteéné lze dokdzat, ze takto definovand funkce je klasickym FeSenim Di-
richletovy tlohy pro Laplaceovu rovnici na kouli, s hrani¢nimi hodnotami ¢ € C(0Bg(0)). Pfislusna véta
byla soucasti prednasky. Zde prezentované lemma tvori k této vété jakousi komplementarni, motivacni
Cést, ukazujici, ze (Poissonv) vzorec (9.2) ,nespadl z nebe“.

Dokazme nyni Lemma 9.1.
Dukaz. PouZijeme vétu o tfech potencidlech pro u € C?(Bg(0)) (odtud hladkost, pozadovand na u), d > 3:

1 Au(e) 1
o) =g (- [ Ehace [ e ase) 93)

R(0) 17— Br(0) OV |z =]

Lo () ).

Prvni integrél je nulovy, protoze Au = 0 v Br(0). Tfeti integral pracuje s hodnotami funkce u na mnoziné
0BR(0), je tedy stejného typu jako integral vpravo v (9.1). Druhy integral zptsobuje jisté obtize, protoze
pracuje s hodnotami g—;‘ na mnoziné 0Bg(0), které se vpravo v (9.1) nevyskytuji. Nasim cilem bude nyni
tento integral néjakym vhodnym zptisobem piepsat, abychom tuto obtiz odstranili. Vyuzijeme k tomu

druhou Greenovu vétu, ze které plyne, Ze pro funkce v, w € C*(Bgr(0)) je

ow Ov
/ (vAw — wAv) dz = / Crws ds — / we ds. (9.4)

BR(O) OBR(O) aBR(O)

=0
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Polozime v = u a pokusime se nalézt w € C*(Bg(0)) takovou, ze Aw = 0 v Bg(0). Pro takovou volbu
funkei v, w plyne z (9.4) rovnost

[ wose©s©- [ SHou@ase. (0.5)
9BRr(0) 9BRr(0)

coZz umoZni nahradit integral, ve kterém vystupuje —Z(f), integralem, ve kterém vystupuje u(€). Zbyva

najit vhodnou funkci w. Porovndme-li druhy integral v (9.3) s pravou stranou (9.5), mohli bychom dojit
k nazoru, Ze by touto funkci mohla byt funkce w(§) = W Tato funkce vSak (pro pevné x € Bgr(0))
nen{ harmonickd (v proménné &) v celém Bg(0), jak je nutné. Pouzijeme proto (podobnou) funkei w(§) =
W s vhodné zvolenym bodem 2’ € R%\ Br(0) a vhodnou konstantou ¢ € R. Takové funkce spliiuje
podminku w € Cl(BR( )) a Aw =0 v Bg(0) a lze ji pouzit v identité (9.5).
K nalezeni bodu z’ € R?\ Br(0), ktery je ,vhodné piifazen“ bodu x € Br(0) pouzijeme kulovou inverzi:
Bud z € Br(0), z = (21,...,74) # 0. Rekneme, 7e bod 2’ = (z},...,2}) € R?\ Bg(0) je kulové inverzni
k bodu z (vzhledem ke kouli Br(0)), pokud

/ R

xk:l'kw, kzl,...,d, (96)

tedy (kreslete si) pokud 2z’ lezi na poloptimce vychazejici ze stfedu koule Br(0) a prochézejici bodem =z,

a navic plati
2| - |2'] = R?. (9.7)

Pro kulové inverzni body lze navic pomérné jednoduse dokézat nasledujici identita: jsou-li © € Bg(0),
x # 0, a 2’ kulové inverzni k x vzhledem ke kouli Br(0), potom

l%\x ¢, WeeaBR(0). 9.8)

(Névod k dukazu (9.8): umocnéte (9.8) na druhou a pouzijte (9.7)). Polozime nyni pro x # 0,

_ 1 R4-2 (9.8) 1
w(§) = _gld,g z]d-2 ( = |x—> . (9.9)

d—2
|/ q

Tato funkce je harmonicka v Br(0), protoze bod 2’ lezi mimo Bg(0), navic je w € C2(Bgr(0)). S pouzitim
(9.5) a (9.9) dostaneme z (9.3):

1 0 1 Ri-2 1
u(z) = @2 /63}%(0) u(§) 90(0) <|T/ " e _£|d2> dS(§) - (9.10)

Z:Ad

o =€) =

Zbyva v Ay spocitat prislusné normélové derivace a poté prejit k puvodni proménné x. Mame:

9 1 Vs (e — 24 o) = 22 oty — ) (1) () = (d2)-EE &
sy (g = Ve (o = 607w = 500 - 26 - 9 (1) 0 = -2 " =55 5

nebot v(€) = % pro & € 0BR(0). Podobné

R2
) < 1 Ri=2 ) — (d-2) RI72 o' — € € (96,09 (d-2) R wpm —§ ¢
(&) \ |’ —&|=2 |z[*—2 |22 " = &]* R 2|2 Bole — ¢4 R
_ R’z — € ¢
=D R
Celkové je, pro & € 0Bg(0),
d—2 2% _ R2o i R2). & = gy B oIl €6, o B e
A= Rl = 5|d( |z[?¢ — R°x + R*¢) - 7 = (d— 2)R2|x—§|d v =(d 2)R|x—§|d’
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a tedy, dle (9.10),

o Bl g Br(0)\ {0 9.1

wo) = o [ wOT=Gras©.  aeBa0)\ {0}, (9.11)
9BR(0)

(bod = 0 jsme vylouéili v okamziku, kdy jsme zacali pouzivat kulovou inverzi). Funkce vpravo v (9.11)

je v8ak spojitd (jako funkce proménné x) na kompaktnim okoli . (0) — integrabilni majorantou spojité

funkce na kompaktni mnoziné je vhodna konstanta. Vztah (9.11) tedy plati i pro = 0, cbd. O

Poznamka 9.3 Jako bonus dostavame ze vztahu (9.11) pro x = 0 identitu

2
w0 = —p [ OGSO = S [ w9, (912)
0BR(0) dBRr(0)

coz je vlastnost priuméru pro harmonické funkce.

9.2 Poissonuv vzorec ve dvou dimenzich

Odvodme analogii vztahu (9.1) ve dvou dimenzich. Bud Br(0) C R? kruh se stiedem 0 a polomérem
R > 0. Bud déle u € C?>(Bg(0)) takova, Ze Au = 0 v Br(0). Potom véta o tiech potencidlech dava pro
tuto funkci

u(z) = - pOmle—da© o [ wg g (me-d)ae, 019

7% dBR(0) ov 2

kde uvedené integrély jsou kiivkovymi integraly pies obvod kruhu Br(0). Postupujeme zcela analogicky
jako v dtikazu lemmatu 9.1: definujeme bod kruhové inverzni k bodu = € Bg(0), x # 0, splitujici (9.6)—
(9.8), a pomocnou funkci

w(§) =1ln <|30R||o:' - §|) =Inlz|—InR+In|z —¢|,
pro kterou tedy plati (9.5). Navic z pfedchoziho vztahu plyne

) B ,
(O = %(m 2’ — §|) . (9.14)

Odtud plyne analogie vztahu (9.10), neboli

1 ’
we) = gr [ @) gy (il €l - nle’ —dl) arte). (9.15)

::AQ

Rutinni (doufejme) vypocty dale daji

9 1 § (-8 & R —a-¢
1 — — — - —_— = — —
g2l 8) = =gVl 6) 5= g~ me e
a podobné
0 (e’ —gl) = L R —opm & P -ag
ov(E) Ro’—¢P ~ REGle—¢P  Rlz—¢P
Proto Ay = % a, uvazime-li navic, %e 5 = 27, dostaneme z (9.15)
1 R% — |z|?
= — —0d 1
uw) = o [ O o), (9.16)
dBRr(0)

nejprve pouze pro x € Br(0) \ {0}, stejnou Gvahou jako vyse vak ukazeme platnost (9.16) i pro x = 0.
Vsimnéte si, ze vztah (9.16) je specidlnim pfipadem vztahu (9.1) pro d = 2 (s konvenci, Ze plosny integrél
se pro d = 2 chépe jako kiivkovy integral). V tomto smyslu tedy plati (9.1) pro d > 2. Zkuste si jako
cviceni rozmyslet, jak by tomu bylo v dimenzi d = 1.
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Cviceni 9.4 Vyjadiete kiivkovy integrdl (9.16) pomoci vhodné (poldrni) parametrizace jako jednoroz-
mérny integrdl pres interval (0,27). Hodnoty funkce u vyjadiete také v polarnich soutadnicich.

Néavod: Pouzijeme parametrizaci obvodu kruhu Br(0) ve formé &, = Rcosa, & = Rsina, o € (0,27). Metricky
¢len je (%%)2 + (%)2 = R. Oznaéime dale g(a) = u(R,a) = u(&1,£2) hodnoty funkce u na obvodu kruhu
a, pro  # 0, u(z) = u(r,8) hodnoty funkce uvnité kruhu Br(0), tj. pro z1 = rcos3, z2 = rsinf, r € (0, R),
B € (0,2m). Pak |2%| = r?, |v — > = (Rcosa — rcos 3)* + (Rsina — rsin 3)> = R* — 2rRcos(3 — a) + 12, a

_ 1 R2—|IL“2 _ 1 27 R2—1”2 _
u(z) = o / u(ﬁ)m dvy(¢) = E/o g(a) R~ 2rReos(5— ) 112 da = u(r, 8). (9.17)

9BR(0)

Zvlast ke potfeba si rozmyslet piipad z = 0 resp. r = 0. Na vztah (9.17) narazime jeSté pfi feSeni Laplaceovy
rovnice na kruhu tzv. Fourierovou metodou rozdéleni proménnych.



