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8 Kanonicky tvar a klasifikace PDR 2. radu

1. Uvazujte linedrni PDR druhého fadu s konstantnimi koeficienty, v R?, tedy rovnici typu
WUgg + DUgy + ClUyy = [, la| + |b] + || > 0. (8.1)
Ukazte, ze plati:

e (8.1) je eliptickd «= b —4ac < 0;
e (8.1) je parabolicka (event. v §ir§im slova smyslu) <= b — 4ac = 0;

e (8.1) je hyperbolickd <= b? — 4ac > 0.

2. Uvazujte linedrni PDR druhého fddu v kanonickém tvaru (vzhledem k nevyssim derivacim), tedy
rovnici pro u = u(y),

d 2
S gy + Al g e)u=f), ke a) € {-L10).  (52)
k=1

Ukazte, ze v kazdém bodé y lze provést tyto tvahy:

(a) Pokud existuje takovy index j, Ze a; # 0, §; # 0, potom zavedeni nové funkce v = v(y)
_ﬁjyj
susbtituci u = ve 2% (pfes stejné indexy nes¢itame, jde o ono konkrétni j) zptisobi, Ze:

e v rovnici pro v nebude ¢len, odpovidajici 5; (odpovidajici koeficient bude nulovy)
e vsechny koeficienty u ¢lentt druhého fadu zistanou beze zmény a vsechny zbylé koeficienty
u ¢lentt prvého fadu (s vyjimkou vyse zminéného) zlstanou rovnéz beze zmény
Ta dvojka ve jmenovateli zlomku v exponenciele neni preklep. Sledujte jeji roli pfi vypoctu.

(b) Pokud existuje takoyvy index j, ze a;j = 0, §; # 0, potom zavedeni nové funkce v = v(y)
ey
susbtituci u =ve 7 (pfes stejné indexy neséitame, jde o ono konkrétni j) zpusobi, Ze:

e v rovnici pro v nebude absolutni ¢len, tj, ¢len odpovidajici nulté derivaci (koeficientu c)
e vSechny koeficienty u ¢lentt druhého i prvniho fadu zustanou beze zmény

3. Pomoci vyse uvedenych dvou substituci ukazte, ze kazdou linedrni PDR 2. fddu s konstantnimi
koeficienty lze vhodnymi substitucemi prevést na jeden z nasledujicich typi:

e Eliptickou rovnici na —Au+ku = f. Pro kK = 0 jde o tzv. Laplace-Poissonovu rovnici, pro k # 0
o rovnici Helmholtzova typu. Koeficient k, je-li nenulovy, obecné nelze ,vynulovat®.

e Parabolickou rovnici na % —a?Au = £, tj. na rovnici vedeni tepla. Viechny parabolické linedrni

PDR 2. fadu s konstantnimi koeficienty jsou tedy néjakou rovnici vedeni tepla.
e Hyperbolickou rovnici na ‘?;2‘ — a?Au + ku = f, tj. na vlnovou rovnici. Koeficient k, je-li
nenulovy, obecné nelze ,vynulovat®.

4. Urdete typ rovnice, pfevedte na kanonicky tvar, pfipadné pievedte na jednu z rovnic z predchoziho
bodu, pfipadné se pokuste vyfesit, pokud se po prevedeni dostanete na ,fesitelny typ“ rovnice.
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(a) Uzg + 2Ugy + 2uyy + duy, + 5Uz + Uy +uy =0

(b

)

Reseni: Po provedeni substituce £ = =, n = y — x, ¥ = 2 — 2y + z s naslednym zavedenim nové funkce
predpisem u = ve ¢/? dostaneme rovnici Av = %v. Jde o eliptickou rovnici (Helmholtzova typu).
Ugg + dUgy + 8Uyy + Uy + Uy =0

y

Reseni: Po provedeni substituce £ = x, n = ¥ — x s naslednym zavedenim nové funkce predpisem

u = ve~8/2+1/% dostaneme eliptickou rovnici (Helmholtzova typu) vee + vy, =
Ugg + gy + dUyy — uy =0

Reseni: Po provedeni substituce £ = x, n = y — 2z dostaneme parabolickou rovnici u, — uge = 0.

5
167

Ugg — 2Ugy — SUyy + Uy =0

Reseni: Po provedeni substituce § = x, n = 5 + 4 s naslednym zavedenim nové funkce pfedpisem

u = ve"* dostaneme hyperbolickou rovnici vee — vy = —=v.
AUzy — 3ty + 4u, — 8uy — Su =0,
feste obecnd a poté s podminkami u(z,0) = €2, u,(x,0) = 0.

Reseni: Po provedeni substituce £ = 2 +y, n = x + 2y s naslednym zavedenim nové funkce predpisem

26-37 dostaneme hyperbolickou rovnici vee —4vy, = 0. Jeji obecné Feseni je v(§,n) = f(n—28)+

g(n + 2£), tedy u(z,y) = ez Y (f(;c) + 93z + 4y)). Okrajové podminky daji u(z,y) = e%ﬂ’(l +y).

u = ve

5. A dalsi sada ptikladi pro vase samostatné pocitani: v kazdé oblasti, kde se neméni typ rovnice,
najdéte jeji kanonicky tvar.
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b) Ugy — 28INT Ugy + (2 fcoszx)uyy =0

T2 Uy — 2TUgy + Uyy = 0
YUy — TUgy = 0
(14 2%)uge + (14 y*)uyy +yuy, =0



