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5 Metoda charakteristik

1. Naleznéte charakteristiky a (metodou charakteristik) feseni nésledujicich rovnic:

(a) ug +yuy =0, u(0,y) = %
Resent: u(z,y) = e /y.
(b) us + uwu, =0, u(z,0) = p(x), kde
i. ¢(x) =0 pro z <0, p(x) =2z pro z > 0,
ii. p(x) =—x proz <0, p(x) =0 prox > 0.
iii. p(z) =0proz <0, p(x) =1 proz > 1, ¢ spojitd a po ¢astech afinni funkce.
iv. p(z) =1proz <0, p(x) =0 pro z > 1, ¢ spojitd a po ¢astech afinni funkce.

v. @(x) =sinz.

S

Reseni: ProtoZe pro tuto rovnici maji charakteristiky, vychazejici z bodu [0, zo], smérnici 1/¢(z0)
(to bud vite z pfednasky nebo doporucuju, abyste si to spocetli), 1ze odtud odvodit, Ze v prvnich
tfech piipadech existuje globalni (tj. pro vSechna ¢ > 0) klasické feSeni, zatimco v dalsich dvou je
klasické feseni definovano pouze lokalné.

2. Pro vase soukromé pocitani par jednoduchych piikladti: naleznéte charakteristiky a (metodou cha-
rakteristik) FeSeni nasledujicich rovnic:

(a) up = 622u,.
Reseni: u(z,y) = F(2z> + y), kde F je libovolna hladks funkce.
(b) ut + au, =0, u(x,0) = sinz, (a # 0).
Reseni: u(z,t) = sin(x — at). Pro zvidavé: Odvodte, ze feseni Cauchyovy tlohy u: + au, = 0, u(z,0) =
p(z), (a #0) je toto: u(z,t) = p(z — at) jesté jinak, nez metodou charakteristik.
Névod: Zavedte nové proménné £ = x — at, n = x + at.
(¢) ut + zuy +tu =0, u(z,0) =sinz.
Reseni: u(x,t) = 67% sin(ze™t).
d) z4+y—x)ug + (z+ 2 —y)uy + zu, = 0.
Refeni: u(z,y,2) = ®(x +y — 22,2%(x — y)), kde ® je libovolna hladké funkce dvou proménnych.

vy

3. Slozitéjsi priklady: naleznéte metodou charakteristik feseni néasledujicich rovnic:

(a) w22y +yzzy =22 +y2 + 22, 2(1,y) = ¥

Navod: Podrobny navod na FeSeni naleznete na konci zapisu tohoto paragrafu.’

Resgeni: z(z,y) = \/2(:c2 +y?)lnz + z—;. Diskutujte podrobné jak je to s definiénim oborem tohoto
feseni.

(®) (y+2)2ws —x(y + 22)wy + zzw, = 0, w(z,0,z) = 2+ 222, (pro nezndmou fci w = w(z, y, 2)).
Néavod: Priklad byl feSen na cvieni, metodou charakteristik.

Reseni: w(z,y,z) = 2% +y* + 222 +3yz.

1To znamend, 7e byste to mohli nejprve zkusit sami. ®
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(¢) (y+2)%z, — z(y + 22)zy = z2, 2(x,0) = 22, (pro nezndmou funkei z = z(z,y)).
Navod: Piiklad byl feSen na cviceni, metodou charakteristik. K vyfeSeni tohoto piikladu se hodi obecné
feSeni predchoziho prikladu, jak zahy zjistite, budete-li postupovat pfi feSeni metodou, navrzenou na
prednasce.
Reseni: Regeni z = z(x,y) je zaddno implicitné vztahem (y® + yz 4+ 2%)? — (22 + y2z) = 0. Diskutujte
jak je to s defini¢nim oborem tohoto Feseni.

4.* Metodou charakteristik feste nasledujici ilohu? pro nezndmou funkci w = w(t,y):

ow Mo ow

— = — (1 d— R, t>0

ot U—y—sw( ts 8y)’ yex, >0
w(0,y) = 0, yeR.

M, o, s, d jsou kladné (zndmé) konstanty. Uvazujte |y| a t > 0, obé dostate¢né malé.
Navod: Podrobny navod na feSeni naleznete na konci zapisu tohoto paragrafu.
Resieni: w(t,y) = s(dliﬂ)(a —y—+/(oc —y)? —2s(d+1)Mot).

5. Naleznéte feSeni systému rovnic

Uz, t) + A-Ug(z,t) = 0, zeR, t>0, (5.1)
U(z,0) = F(z), z€R,

o 0 8 . U1 . f . .
kde A = ( 2 0 >7 U= ( s ), F= ( p >,af(ac),g(x) jsou dané funkce.

Navod: Najdéte regularni matici P tak, ze P~ AP = D, kde D je diagonéalni matice. Zavedte novou vekto-

rovou funkci V = P~1U a ukaite, Ze pro tuto funkci se systém rovnic rozpadne na dvé separované rovnice
pro v1 a va, které vyfeste kazdou zvlast metodou charakteristik. Vyjde

wn = o fla— 1) + 3 o+ 40) + g(e — 1) — gl +41).

1 1 1 1
ug =~ f(z —4t) — = f(x + 4t) + zg(z — 4t) + —g(x + 4t) .
4 4 2 2
6. Pro obecny systém s rovnic tvaru (5.1) ukazte, Ze pokud A je konstantni s x s diagonalizovatelna
matice, 1ze postup z pfedchoziho ptipadu vzdy pouzit a nalézt feseni takového systému. Pfipomerite
si, ze matice, majici rtizné realnd vlastni ¢isla, je diagonalizovatelna.

Navody k feSeni nékterych slozité&jsich prikladt z tohoto paragrafu.

Netvrdim, Zze uvedeny postup je jediny mozny. Je vSak konzistentni s postupem, ktery byl podrobné
vysvétlen na prednésce.

. T2zg +yzzy =22 +yt+ 22, 2(1,y) =y

Navod: Zavedte novou funkci u = 22 a zjistéte, ze ptivodni (kvazilinedrni) tloha je pro klasickd feseni ekvivalentni

tloze 2u, +yuy = 22% +2y% + 2u, u(1,y) = y* pro neznadmou funkci v = u(x,y). Reste pomocnou (linearni) tlohu

(teorie k tomu — viz pFednéska) pro w = w(z,y, u) tvaru zw, +ywy + (222 + 29> + 2u)w, = 0, w(l,y,u) = u—y*.

Resime nap¥. pro x > 0, y > 0 (diskutujte pro¢ musi byt x # 0, y # 0). Charakteristiky této ulohy splituji
d 2t

: _ody o dy 9.2 | o2 N NLoLodowo bt gy 2602 | 2
rovnice ;T =T, ;Y =Y, 5;4 = 22° + 2y° + 2u, coz dava feSeni x = xoe’, y = yoe', u = 2te (x5 + v5) + woe

(kde zo = z(0) atd.). Vyloucenim proménné ¢ lze ziskat charakteristickou pfimku, prochazejici bodem [zo, yo, uo],
Yo £
dédna pocateéni podminka, v bodé [Z,7,u], ktery je charakterizovdin podminkou © = T = 1, coz d4 § = %,

xo
7 = —2(2% + )% Inzo + uo-L. Hodnota feseni w(zo,yo,uo) je podle teorie rovna hodnoté w(l,7,a), tedy
o o

jako pruseéik dvou ploch % = 20 gy = 2] + yg)z—zln ””0 + uoz—z. Tato primka protind rovinu, na které je
0 0

2Vysledek této ulohy se uplatni v dikaze véty Cauchyho-Kowalevské.



NDIRO044 - cvi¢eni ¢&. 4+5, sk.r. 2010/11(20.4-27.10.2010) 3

4

w(zo, Yo, u0) = w(1,7,7) =u — §* = —2(x3 + yg)g%2 Inzo + uoa%2 — z—ﬁ, coz plati v libovolném bodé [zo, yo, uo] na
0 "0 ‘0

charakteristice, tedy je mozno index ,nula“ nepsat. Na zavér z rovnice w(z, y,u) = 0 vypodteme u jako implicitné

zadanou funkci.

o Ou_ L(1+sd%), w(0,y) = 0.

o—y—sw

Névod: Resime tedy rovnici w; — affy"fgw y = Jj;ffsw. Resme nejprve pomocnou linearni tilohu pro z = z(t,y, w),
a sice z; — Uffzj’fgw zy + ny”fsw zw = 0 s pocateéni podminkou z(0,y,w) = w. Charakteristiky této tlohy jsou
popsany rovnicemi %t =1, %y = - Gﬁ;’_‘gfw, % = ”_];Ifw. Prvni z téchto rovnic ma trividlni feSeni t = 7 + ¢,

proménnou parametrizace 7 vSak muzeme vhodné posunout, a proto bez jmy na obecnosti predpokladat, ze t = 7,
tj. % = %, a psat
d Mosd d Mo
=" Zy=—""" (5.3)
dt o—y—sw dt o—y—sw
Uspéch pii Feseni tohoto systému bude zéviset na tom, jestli budeme umét napiiklad vyjad¥it y pomoci w a dosadit

to do rovnice pro %w. Udélejme to: z tvaru rovnic pro %y a %w je vidét, ze %(y + sdw) = 0, odkud méme pro
y(o) = Yo, w(O) = Wo,
y+ sdw =yo + sdwo (=: co) . (5.4)

Vypocitdme odtud y, dosadime do druhé rovnice v (5.3), a obdrzime %w = a—cﬂ%’

(0 — co)w+ @uﬂ = Mot + C. Pro t = 0 ziskdme hodnotu konstanty C a s jeji pomoci upravime tento vztah
na

odkud dostaneme

1 1
(c —y)w— %uﬁ — Mot = (0 — yo)wo — %w%. (5.5)
Rovnice (5.4), (5.5) nejen popisuji charakteristiku, ale zaroven fikaji, ze y + sdw, (o — y)w — @uﬂ — Mot jsou
konstantni na charakteristice. Odtud plyne, Ze
1
z(t,y, w) = F<y + sdw, (0 — y)w — %uﬁ - Mat) (5.6)
(kde F' je dostateéné hladkd) je obecnym FeSenim problému z; — oiwy"f‘:w 2y + Uj;ffsw zw = 0 (zkuste si dosadit).
Uvazujme poc¢ateéni podminku pro z tvaru z(0,y,w) = w. Tedy
1
wzF(y—&—sdw,(a—y)w—s(dinz) (5.7)
N—— 2

=a

:=b

. 2 « v ’ ; . , .
Z rovnic a = y+ sdw, b= (0 —y)w — w* spoCteme w — vypoctenim y z prvni a dosazenim do druhé rovnice

dostaneme po tpravé kvadratickou rovnici pro w, jejiz feSeni je

s(d+1)
2

—(0—a) £ /(0 —a)? +2bs(d — 1)

w= F(a,b) = s(d=1) )

(5.8)

coz d4va (az na jedno znaménko, které za chvili uréime) tvar funkce F. Pouzitim tohoto tvaru funkce F' v (5.6)
dostaneme po upravé

Sty w) = —(oc—y — sdw) = \/(Z(;i/ 1—) sw)? —2s(d —1)Mot ’ (5.9)

pro dostateéné mald |y| vSak ma platit z(0,y,w) = w a tedy pfed odmocninou v (5.9) musi byt znaménko ,,plus®,
¢imz dostédvame jediné fesené tlohy z; — Gz_»goj;zw zy + g_ffsw zw = 0 s poéateéni podminkou z(0,y,w) = w. Na
zavér musime je$té z rovnice z(¢,y, w) = 0 vypoéitat w = w(y,t), coz opét vede na kvadratickou rovnici pro w.

Jejim formalnim feSenim dostaneme

(c—y) £/ (0 —y)?—2s(d+ 1)Mat .

ey (5.10)

w(t,y) =

Uvazujeme vSak |y| mald (viz zadéani), tj. v/ (0 — y)? = (0 —y). Pak ovSem z okrajové podminky w(0,y) = 0 plyne,
ze ve vztahu (5.10) je potieba brat pied odmocninou znaménko ,minus“, a tedy je

(0 —y) = /(0 —y)* —2s(d + 1) Mot
s(d+1) '

w(t,y) = (5.11)



