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4 Sférické souradnice v R™

1. Dokazte multinomickou vétu:

Je-lik,meNaxy, ...,z € R, pak

(@4 tam)t =

lee|=k

k!

— al ... am
a1!-~-am!x1 T (4.1)

m )

kde o = (a1, .. ., ) je multiindex a || = a1 + - - + auy, jeho vyska.

Néavod: Postupujte indukci dle m a pouzijte binomickou vétu (kterou povazujeme za dokdzanou) na vyraz
((ml + te + -Tm) + $m+1)k'

2. Spoctéte hodnotu Gaussova integralu

/ e Vo dy = % m € N. (4.2)

Néavod:

a) Nejprve spoéteme onu hodnotu pro m = 1. Oznaéime I := [~ e dz a dale pouzijeme nasledujici
—oo

trik (pfedavany od jisté generace z generace na generaci): spocteme I 2 pfevodem na dvojnou integraci
ptes R?, a dale uzijeme polarni soufadnice = rcosy,y = rsinp. Kdo si jesté nevzpomnél, pak zde
ma podrobnéjsi navod:

2 oo 0o oo 27 [e’e)
[ee] 2
I’ = (/ e dac) = / / ef(zzﬂ’z)d:vdy = // refﬁdgodr =1 2%/67t dt =7,
- “oo—00 00 0
tedy I = /7 coz dava vysledek pro m = 1. Z divodi symetrie dale mame
/ e dx = 1 / e dz = VT . (4.3)
o 2/ 2
(b) Pro m =2,3,... uvazte, ze
/ e dy = / . / et e day . da = </ e dl’) = (V7)™ cb.d
m —o0

F(S)z/ e s . (4.4)
0
Ukazte:

(a) T'(s) € R pro vSechna s > 0.
Néavod: Studujte chovéni integrélu (4.4) v okoli nuly a v okoli co.

(b) I'(s) € C>((0,00)).
Névod: Integral (4.4) je integral s parametrem a na to mé pan Lebesgue techniku integrabilnich ma-
jorant — pomoci nich ukazte, ze I' i vSechny jeji derivace jsou spojité.
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(¢) T'(s 4+ 1) = sI'(s) pro vSechna s > 0.

Névod: Pouzijte per partes v integralu pro I'(s + 1).
(d) ProneNjeI'(n)=(n—1).

Navod: T'(1) spoctéte piimo z (4.4), a dale pouzijte vztah I'(s 4+ 1) = sI'(s) z pfedchoziho bodu.
(e) Plati také

I(s) = 2/ ey ldy, s3>0, (4.5)
0

Navod: Substituce = = 3>.

(f) Plati 1"(%) = /7.
Navod: Dosadte s = 3 do (4.5) a uzijte (4.3). Odvodte dale vyjadieni I'-funkce ve viech bodech typu
n+ 3, n €N, s pouzitim vlastnosti (c). Mélo by vam vyjit

O e

V poslednim kroku jsme zlomek rozsitili sou¢inem 2n(2n — 2) - - - 2, z kterého jsme pak ve jmenovateli

vytknuli ,vSechny dvojky“.

4. Pomoci sférickych soufadnic v R™ spoététe (pro PDR dulezity) povrch jednotkové sféry v dimenzi
m, ktery se znacivd s, a ma hodnotu

m

2m2
Hn = = (4.7)
(%)
Navod:
e Sférické soufadnice v R™ je moZno zavést mnoha zpusoby, jeden z nich je tento:
r1 =71 cosv,
T2 =7 sint; cosa,
T3 = 7 sint sin Y2 cos Vs, (4.8)
Tm—1 =7 sindy sinda...sin ¥, 2 cos 1,
T = 7 sin?d; sinds . ..sin ¥y, —o sint¥py,—1,
kde 7 € (0,00), ¥1,...,9m—-2 € (0,7), Fm—1 € (0,27). Jakobian této substituce je
T = 7™ sin™ 291 sin™ 395, . sin¥m_o > 0. (4.9)

=:Jm
Zkuste si dokdzat (4.9) napf. indukeci podle m. Udélejte si geometrickou predstavu o tom, jak se
induktivné vytvareji soufadnice (4.8). Uplné bude stadit, kdy# si napisete a porovnate tyto soufadnice
ve 2 a 3 dimenzich.

vSechny uhly problhat své meze, ,,popisSeme” tim presné Jednotkovou stéru v R™. Tedy je

27 pm T
%m:/ // Ton d91...d0— A1 , (4.10)
0 0 0

plocha jednotkové sféry v dimenzi m. Tim jsme ji jeSté nespocetli, jen popsali.
e Hlavni trik vypoctu sz, spodiva v tom, Ze integral z (4.2) se spoéte znovu a jinak, tentokrat pomoci
vyse uvedenych sférickych souradnic, a oba vysledky se porovnaji. Mame

co2m oo
/ ~la/? dw*/// / 7’"27””*1]7” dd1 - dOm—2 dOpm—_1 dr (410 %m/efﬁrm*l dr . (4.11)
000 0
Ale na konci faddku (4.11) s ulehéenim spatfime fooo e rm=lgr = % (%) podle (4.4). Kdyz navic
integral vlevo v (4.11) nahradime jeho hodnotou, kterou jsme spocetli v (4.2), dostaneme rovnost
m 1 m
o =gt (3)

z které hned plyne (4.7).
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5. S vyuzitim (4.7) spoctéte objem V,,(R) a povrch S, (R) koule v R™ s polomérem R. Vyjadiete s,
Vin(R) a Sy, (R) zv143t pro sudé a zvlast pro lichd m.

Navod:
e Jste jiz zkuSeni s integrovanim ve sférickych m-dimenzionalnich soufadnicich, proto vas tedy nepie-
kvapi, ze
R 271 m g m
Vin(R) = /.../1dx (&2 //.../r’"*ljm 40 - dOa ddm o dr 20 e, B (412)
m
le|<R 000 0
Podobné
R 2w ™
S (R) = //1 gz (4O Pror = F] /.../Rm’ljm A9y - Ao O "2 e RV
lz|=R 00 0
(4.13)
o Jisté jste si v8imli (a snad si umite i odiivodnit), ze
d R
4y (R) = Sm(R), Vin(R) = / Son () dr
dR 0

e Pro m = 2k, resp. m = 2k + 1 dostanete z (4.7), (4.12), (4.13), za pouziti vlastnosti I'-funkce I'(k) =
(k—1)! a (4.6) postupné

2P _2F gl gt
SV A T
(ﬂ'Rz)k _ 2k+1]€!ﬂ'k 2k+1
VarB) =" V() = Gy
2 k _ 2k+1k! k
Son(R) = o= R Soar(R) = =i R

(2k)!



