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1 Poznamky o plo$né integraci v R?

1.1 Plo3ny integral 1. druhu v R3

Bud S C R? hladka 2-plocha, tj. plocha parametrizovana zobrazenim

x = p1(u,v),
F:QCR?-R3,  oteviena, Q) =5, %) y = pa2(u,v), (1.1)
z = p3(u,v),
pticemz @ € C1(Q), 3 je prosté na 2, g~ € C(S), al
D
hodnost matice D(¢1, ¢2:3) =2 V(u,v) € Q. (1.2)
D(u,v)

Podminka (1.2) iik4, Ze vektory? @, a @, které maji geometricky vyznam teénych vektorti k plose S v
bodé @(u,v), jsou linedrné nezavislé pro vSechna (u,v) € Q, a tvoii tedy béazi dvojrozmérného teéného
prostoru k S v bod&® @(u,v). Vektorovy soucin @, X @, ma smér normalového vektoru k plose S a jeho
velikost ||By X @yl je Ciselné rovna plo$nému obsahu rovnobéznika se stranami &, a @,. Definujme na
zékladé této heuristické tivahy tzv. plosny integrdl 1. druhu z funkce f : S — R pfes plochu S takto:

[ 1as = [ f(@w ) 16, x Gl v) dudv, (1.3)
S Q

pokud existuje integrél na pravé strané (napiiklad v Lebesgueové smyslu).

Tato definice vychazi z intuitivni pfedstavy objemu télesa ,mezi grafem funkce f a plochou S*. Skutec¢né
lze ukazat, ze hodnota integralu |, g pdS je ¢iselné rovna ,hmotnosti plochy S s hustotou p“, a podobné
hodnota integralu [ 1dS je ¢iselné rovna dvourozmérné (Haussdorfové) mife plochy S. K ovéfeni tohoto
druhého faktu bychom samoziejmé nejprve museli definovat kiivou“ (tedy Hausdorffovu) dvourozmérnou
miru na S a vybudovat Lebesguetv integral na S vici této mite.

Korektnost definice (1.3): lze ukdzat, ze ¢iselnd hodnota vyrazu na pravé strané (1.3) nezéavisi na kon-
krétni volbé parametrizace (1.1)—(1.2) a plosny integral 1. druhu je tedy definovan korektné. Zformulujte
toto tvrzeni pfesné a dokazte je.

Cviceni 1.1 Jiny zpisob vypoctu tzv. metrického €lenu ||, X F, || se opird o nasledujici identitu (deter-
minant vpravo se nazyva Grammiv):

|Bu X Bol|? = det . (1.4)

Dokazte tuto identitu.
Cviceni 1.2 Spoctéte povrch plochy, ktera je popséna parametrizaci:

x = (R+rcosu)cosv,
E y=(R+rcosu)sinv, u,v € (0,2m), 0<r<R. (1.5)
z=rsinu,

1Rozmyslete si, ze podminka ¢ ~! € C(S) znamena, Ze se plocha S ,nedotyk4 sama sebe.

2 X1 - _ 08 _ (0 a o
Oznacujeme Gy = 57 = (% e

3Plocha S je tedy ,vSude dvourozmérna“, jeji dimenze ,nikde nedegeneruje“.

) a podobné pro parcialni derivaci podle v.
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O jakou jde plochu?

Regeni: Jde o torus (pneumatiku, anuloid, . ..) a povrch by vam mél vyjit 47%r R = 27r- 27 R. To je docela
hezky vysledek, ne? ©®

Cviceni 1.3 Parametrizujte kouli v R? a spoé¢téte jeji povrch.

Reseni: Kouli 1ze parametrizovat napfiklad pomoci zobrazeni @: (x = rcosucosv, y = rsinucosv, z = rsinv),
v € (—7/2,7/2), u € (0,27), r > 0 pevné. Dostaneme postupné g, = (—rsinucosv,rcosucosv,0), g, =
(—rcosusinw, —rsinusinv, r cosv), ||Fu X G|l = r cos v, nacez

/1dSz27r~r2/2 cosvdv = 4mr?.
s -3

Cviceni 1.4 Ukazte: je-li plocha S zaddna explicitné, jako graf hladké funkce ¥ : Q C R? — 9, tedy
pokud je S := {[z,y,2] € R*; 2 =1(z,y); (z,y) € Q}, pak

/Sfdszfgﬂz,y,wny» VIt Vol dedy. (1.6)

Néavod: Z explicitniho zadani plochy pomoci z = ¢(x, y) lze vyrobit parametrizaci @: (z =z, y =y, 2 = ¥(z,y)),
(z,y) € Q. Zbytek plyne pfimym vypoctem.

1.2 Plosny integral 2. druhu v R3

Definujme tzv. plosny integrdl 2. druhu z vektorové funkce T : S — R3 pies orientovanou plochu S takto:
/fd§:: / T(B(u, ) - (Fu X @) (u,v) dudv, (1.7)
s Q

pokud existuje integrél na pravé strané (napiiklad v Lebesgueové smyslu).

Intuitivné jde o situaci, kdy se ,integruje primét vektorové funkce T do norméalového sméru Bu X Gy
tedy jde o praci vykonanou silovym polem T pfes plochu S.
Korektnost definice (1.7) plyne z nésledujiciho:

4

Cviéeni 1.5 (a) Polozme* v := ”g’“ﬁ. Pak 7 ma geometricky vyznam jednotkového norméalového

’ XS"UH
vektoru k plose S v bodé @(u,v). Plocha S je timto vektorem orientovina. UkaZte s vyuzitim

definice 7, a definic (1.3) a (1.7), Ze plati nésledujici vztahy mezi integraly prvniho a druhého druhu:

/fd§:/f-ﬁds, /fdsz/fﬁdg, (1.8)
S S S S

kde f resp. T mayji stejny v§znam jako v (1.3) resp. (1.7). Na zakladé téchto rovnosti se také nékdy
formalné pise dS = 7 dS. Také mlzete nékdy spatfit formdlni zépis dS = (dy dz, dz dz, dz dy), pak
pro T = (P,Q, R) lze psat

/fd§:/dedz+dedz+Rdxdy. (1.9)
S S

Ted uz mozné budete rozumét napf. zapisu [ g 22 dydz + 2% dz dy sprévné: jde o plosny integral 2.
druhu fsfdg, kde T = (22,0, 22).

(b) Z prvniho ze vztaht (1.8) odvodte, ze plosny integral druhého druhu je definovén korektné v nésle-
dujicim slova smyslu: jsou-li J a 1; dvé parametrizace plochy S, pak se hodnoty integralu [ S TdS , pri
jejichz vypoétu pouzivame bud parametrizaci @ nebo parametrizaci 1/7, lisi maximalné o znaménko,

BuxPu 5 _Guxiy

PuXBoll T |lpu x 1y ||

ne (v obou piipadech jde o jednotkové vektory normély k S, jsou to tedy vektory bud stejné nebo

opalné orientované). Uvédomte si, Ze parametrizace tak definuje orientaci plochy.

to podle toho, jestli se vyrazy T lisi v odpovidajicich bodech o znaménko nebo

4Uvédomte si, Ze z (1.2) vyplyva ||Gu X Gvll # 0.
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2 Poznamky o plosné integraci v R?

2.1 Plo3ny integral 1. a 2. druhu v R?

Nejprve dvé poznamky: (i) budeme postupovat analogicky jako ve tfech dimenzich, pokud si to uvédomite,
pomiZe to mozné vasi pfedstavé; (ii) zminime zde plosny integral pouze pfes plochu S dimenze (d—1) v
R<. Takové plocha bude mit v kazdém svém bodé opét pouze ,,jeden“ normalovy vektor (pfesné&ji prostor
dimenze k v R?%, 1 < k < d—1, zde nebudeme diskutovat.

Bud S C R? hladk4 (d—1)-plocha, tj. plocha parametrizovana zobrazenim

z1 = p1(u1, ..., ua-1),
F:QCRY SR Qoteviens, FQ) =S, G 2 .:_.*02(“1’ s ta-1), (2.1)

Td = @d(ula sy ud—l) 3

piicemz @ € C1(Q), @ je prosté na Q, g~ € C(9), a
D
hodnost matice (M> =d-1 Yu € Q. (2.2)
D(U,l, [N ,ud_l)

Podminka (2.2) opét iikd, ze vektory By, , ..., Pu,_,, které maji geometricky vyznam teénych vektoru k

plose S v bodé F(u), jsou linedrné nezavislé pro viechna u € Q, a tvofi tedy bézi (d—1)-rozmérného te¢ného
prostoru k S v bodé F(u). Vektorovy soucin® @,, X --+ X @,,_, ma smér normalového vektoru k ploge S
a jeho velikost ||Gy, X - X Bu,_, || je ¢iselné rovna objemu rovnobéZnosténu s hranami @, , ..., Gu, -
Definujeme tedy plosny integrdl 1. druhu z funkce f : S — R pres plochu S takto:

/ fds = / @) |G X+ X Gua[110) (2.3)
S Q

pokud existuje integral na pravé strané (napiiklad v Lebesgueové smyslu), a dale definujeme plosny integrdl
2. druhu z vektorové funkce T : S — R? pfes orientovanou plochu S takto:

/ Tds = / F(Fw) - (Fur X -+ X Guy,) () i, (2.4)
S Q

pokud existuje integrél na pravé strané (napiiklad v Lebesgueové smyslu).

Cviéeni 2.1 (a) Oznacime-li J matici z (2.2),

J(u) = (Dl()u(fl.’....,.uid)l)> , u e, (2.5)

pak plati zobecnéni Grammova vztahu (1.4)
[y %+ X Ghug |I? = det (7 JT). (2.6)
Dokazte tuto identitu.

(b) Napiste a dokazte vztahy, obdobné vztahim (1.8). Vyslovte tvrzeni o korektnosti definic (2.3) a
(2.4). Diskutujte pojem orientace plochy S dimenze (d—1) v R%.

5Vektorovy soudin @y, X -+ X @y 41 lze definovat napiiklad tak, Ze provedeme formalni rozvoj determinantu
Bur
det L
Pug—1
€1, .-+, €4

podle posledniho fadku, nacez ¢len stojici u e, povazujeme za k-tou soufadnici vektorového soucinu @y; X -+ X Guy_ ;-



