Méme nyni - . : i , ,Tla t o+ Ay ‘ﬂt . s
ue = -Vl uy - uy = | o | -——Ll_.\ﬁ‘ L
uxx',. -X uy,y' + uy'/zv‘-;l ' |
Uyy = Ux’x’?
takfe rovnice prejde na tvar

Ue'x” t %y ;17 - o

'7_‘3"9' §"z

(,@ € (-1 1)) /specidlni p¥{pad Larentzevy transformace/ .

y Pfevu&te na kanonickj tvar rovnice
/v oblasti y'> o/. - n
" Body x = 0 jsou body parabolidnosti /a rovnice md v nich 1. S‘ x E ux X o,
. ‘ A :l. ik
tvar =0/ . 1 i=) i, k=l
- * vy . o - i<k
26 ux = Qe
2 x
i<x 1k
ko6, CVIBENT
’ ‘ ’ k’..6.5 . :
kebol - _ : Ndeledujieci rowvnice zjednodulte pFevedenim na kanonicky tvar

Preveate na kanonicky tvar ndsledujici rovnice:

1. Uy = 4 “xy + 2 u, + 4 “yy +u,, = 0. (gdw“*ﬁ .
(2.; uxx + utt + uzz - 2, utx + “E:z + uty 2 %z°s 0. -v/\/ww’c‘ )
D gy * g e = By * By g 7 O
4o Upy tug, + 2 Uy + 2 ?;_* 6 ug = 0. ‘
5 Uy - 2'uyy +2u, +u=o, - ] keb.6

| PFfevedte na kanonicky tvar rovnici

e zavedenim nové neznémé funkce v:

’1; au. + 4 a “xy + a “yy +b U + ¢ ny + u= o,
2. 2 a W, + 2 a uxy + a uyy + 21b u, + 2 c—uy + us= o0,
3. a uxx + 2 a “xy + a u + b u +ec uy + U= 0,

k.602 ,
UkaZte, ¥e Laplaceiv pperétor je invariantni vi&i otodeni. oy 3 ?j .o
ko6§3 . «
Uka%te, %e vlnovy operdtor v Ri, ; . s maticf (aij) = /0, @&, b
E‘u = utt - uxx - uyy - ,uzz ) : b’ 0, a

je invariantni viéi transformaci
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v nichZ zachovdvaji typ:

keboT , ,
Odstrante dleny s prvanimi derivacemi v rovniei

; ai 'ux.xi'l';n. bi uxi‘l’cu"f(xl’ooc"xn)’ ai+ O ‘
i=1 i TS ‘

k.6'8
Naleznéte oblast hyperbolicity, elipticity a parabolicity
pro rowvnici |

(8 +X) ug + 23X ugy - 3w = o.

Jak tyto oblasti zdvisi na diselném parametru a?

Kebo9
Nésledujfe{ rovnice pFevedte na kanonicky tvar v obla.steoh,

1. ‘Scx*'x"yy""‘ i

2, uxx"'y%'y'o'

3. "&x*’yuyy* uyzo.

4. \JL&x+xuyy

5 xun-l-yuyy-o.

6o Uy + Xy UL, =

Te uxxsigny-t-,Zuxy-bu.yy-o

8. un+2uxy+(l-signy)%y-o.
9. tgusigny+2%y+un,signx-o.
10, yzuxx-x %y-o.‘
11.xx&x—y %yzo

12. XU, +y uyyso.

13. ¥y uxx*x“yy’"'
14.

LA N B\
[ ACTRRE | VI AN B A

un+2xyuxy+12u O.

15. uxx+21yuxy+yuyy=o.
16, 4y U, = e uyy -4 y U, = 0.
4

17. x?'n&xi-nyL&y—3y2uyy~2xux+4yuy+16xu=o.

Nl\)
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18. (1+x)un+(1+y)vyy+n&+yuy=o.

19. uxxsinzx-Zyuxysinx+y uyyaa.

k,6,10
VySet¥ujte rovnici

5?; (S(Wul) ,%%) +,-3%,( g(lVﬂ)%) = o0,

" kde g€ ot ((6,00)) Je klesajici funkce takovd, ¥e funkce

h 3 h(t)= tg(t) roste na intervalu (o,1) klesd na intervalu

(1,00) & 1im h@® = 1lim h(t)= o /rovnice transsonického prou-
t—=>ot t—-)oo

déni/. Uka¥te:

| 2 2
1. V bodech, v nich% |V uls (,ax) + (g-‘-;) < 1, je rovnice

eliptickéd vzhl‘cdem k danému ¥efeniy

2. v bodech, v nich# |Vul>1, je rovnice hyperbolick4,

RESENT

u§§=u‘,,l,.£ §-x-hzy-z,”z=- ¥, §=z.

WU Ry tug . V=3t dx-3y-%s
x'='1t+1x+1y+lz,y’=-—-—-1 t o+ =i x + =i
AR ERE RS

L,
2\f3' 23 2V3 |

BT R an TR
| | 1 1 1.1
n =u§§+u’l’2+u§§',§=—_"27'x+—\/'2:y’/2=7§z‘+-\7§t’

1 1. 1 1 1
= = - - ——tt' T =~ - —— "'_"'to
_§ 2_1 fy % z 2 2V-x 2\[_ 2v-.

uze + unz +2«uxf+4uy/=e,x-x,y--x+y.
5. U~ Ugg + W = o, §=x--§y, N = %y.
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Otodeni je déno vzorei xj = di4Xg5 i =1,...,n, kde djy Je

ortogondlni matice, tj. di,jdk;j = djidjk = Sik /Kraonekerovo

delta/o 2 ‘ i
Laplacetlv operétor Au = 5 -—-5-5 pfejde na operdtor
2

/ u
854 527—::1 i 85y = dydyp Ol = d3pdy = O3,

k06.3

Matice koeficientd A a matice transformace D jsou:

A=[1,.0, 0, O p=/1_,6 £L_
0, -1, 0, 0 \/1-/52 Vi-2

o, 0, "1, 0

0, 0, 0, -1 \/1-ﬁ Vl_ﬂz ’

o , 0 , 1, 0
o , o , o0, 1

Vyndsobenim dostaneme novou matici ve tvaru A'= DADTa DAD = A,

ko644

i=2

E ’ 1
s ;‘: /s, = o KXo =3 cemeccecaovem—s ( X + eee *+ X )

xj’-.s aij xj, i= 2, ..ﬂ.,n(j=l,‘ eee n), kde ail,o;o a‘in’

i=1, 40, n je libovolny ortonormdlni systém YeSeni rovnice
8;+ eoo + 8, = 03 v p¥ipadé 1. plati znaménka +, v piipadd
2. plat{ znaménka -~ .

2 2 2 )
2V 4bc-b-c-12&v o

= =y +({3-2) x
/agg‘z ' 144 avz ’§ VB 9

'2= y -(V§+2)x, u(g,nz_)=_3°(§+ﬂnz' V(§)I’Z_)’

ﬂ64- *

e -(f3+2b 4. c+(f3- 20

12a 12a
2 2 2 2
R Ty

7= 22, w(f D= &8 AL (8D, A R22e 5 L2
3. 2"21 + ‘9:"'b' 2'! = 0, § =¥y - X, ’2"' Xy u(§:'2)= Jﬁg'FﬂZV(E)?.)Q

uylyl = uyzyz + uy3y3’ ylVa+b = X, + Xy, ‘y2Va+ =

= x.1 = X Y3 Va+b = X, = X, + Xqe

= = b2, 4 Z L
2°v 1 i 2 a i o
}:ai:‘;;? + -7 Z—a-; va=e ‘i=1 | i f(xl,...‘xnh
iml . ’ i=]
n
FOTN

(1,...,Xn = 8 e 2 i’lai l v (xl,...,xn>o
k6.8 |
Oznaéme‘x/lk‘l = Vl-4a y Xy = 1+ Vi-d4a Pak: pro a< % Je.

2 | 2
rovnice hyperbolickd pro x<x1 resp. X>Xx,, eliptickd pro
X <x<Xx, & pfimky X = X, X = X, jaou body parabolicity: pro

a = %-_' mizi oblast elipticity; pro a > 7‘_- Je rowvnice hyperbo-

lické viude.

Kebe9 |
l, Pro x<o Je rovnice hyperbolickd a substituc:’.
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§= v + (V=x), "Z- - (\/_--;)3 pFejde na tvar

U-—3 _(u -~ ug) = 0, E>7 3 pro x> o je rovaice
6(§ -f"z_) ( g | 1 § )
eliptickd a substitucd Es % Y, "Z_ = - \[x_j p¥ejde na tvar
1 ~ ¢ |
.2 + u 7 + "“""; Un’= O, /'Z Oe
£ 3 L

2. Pro y< o Je rovnice hyperbolickd a substituci x'=x +

+2 V=3, y'= x -2 Y=y prejde na tvar

1 = ’>y’. P >0 je rove
.+ ——(u s + u s 0, X’>y°. Proy '
uxy | 2(X’— y/) UT{ y)
nice eliptickd a substituci x"'=x, y° " = 2 \Vy p¥ejde na

tvar Uy vy + uy” o= ;%7 uy”z 0, y’> Q.

3. Stejnymi substitucemi jako v pYedchozim p¥ikladé pFejde
rovnice v oblasti hyperbolidnosti (y<o) na tvar Ugsys = O
a v oblasti eliptidnosti (y>o) na tvar u. . + Ugs s = 0,
VEimnéte si, %e v predchozlm p¥ipadé mely koeflclenty
v kanonickém tvaru singularity, v tomto pripadé nikoliv.

4, V druhém a Etvrtém kvadrantu je rovnicelhyperbo%ické a pre-
3di se na kanonicky tvar Ugg = Umpy + == U, = == Uy = 0
e T BT A
substituci §= (=x) 3/2,,,'2= (y)3/2 ve druhém kvadrantu, resp.

= x3/2, 7 = (-3 3/2 44 3tvrtém kvadrantuy v prvém a tie-
tim kvadrantu je rovnice eliptickd a pFejde na kgx/lgnickf
1
tvar ug + u +—-u+-—-—u=osubstituci = x°/°,
3 T T 873
: 2
7 = y3/2 v prvém kvadrantu, resp. §=(-x) 3/2,'2 = (= )3/ ve
tPetim kvadrantu. Os8y x, y se sklddaji z bodl parabolicity.

5. Rovnice je eliptickd v prvnim a t¥etim kvadrantu, hyper-
bolickd ve druhém a 3tvrtém kvadrantu a substituei §= Ix! ,
= VIy! pPejde v prvnim, resp. ve t¥etim kvadrantu na tvar

- 66 = T

2 2
24,27 _ 1 u_r2u, o, a ve druhém, resp. dtvrtém

o2 "912 T ot 12

2 2

2u_2u_l2u_ 12y
kvadrantu pfejde na tvar 2= =3 ~Taty = 0,

}° 9 E O 107

Osy x a 'y jsou body parabolicity.

6. Rovnice je v prvn:’.m a t¥etim kvadrantu elipticka, ve dru-
hém a &tvrtém kvadrantu je hyperbolickd a subgtituedi

E = %lxIB/z, = 2y 1/2 se prevddi na tvar
1 =1 '
; + 1 = 1 = .
To Rovnice je v prvoim a druhém kvadrantu parabolické é. sub-
stituci §= X+y, 7 = x-y prejde na kanonicky tvar 2—-— = 0,

2

Ve t¥etim a Stvrtém kvadrantu Je rovnice hyperbolickd
a substituel §=(1 +V2) x + y, 7 =(1 -VZ) x + y pFejde na
?2u :

k27

8. Rovnice je v prvém a druhém kvadrantu hypgrbolické a sub-

stitucf § = x-2y, 1 = y pFejde na tvar 1—‘§-i = 0, Ve t¥e-
tim a Stvrtém kvadrantu Je eliptické a substitued §= X -y,

n=x pFejde na tvar 2—-9 2—- = 0,
(P
9. V prvnim a tretim kvadrantu je rovnice parabollcka a sub-
stituedi Ea X+y, ”za x~-y pfejde na tvar —-g = 0 Vv prvnim
2%u

kvadrantu a -:Zz- =0 ve tretlm kvadrantu. §Ve druhém a Stvr-
tém kvadrantu je rovnice hyperbolicka a substituci

= -(1+Y2) x + ¥» 1= -(1-V2)x + y ve druhém kvadrantu,
. TeSPe § (1+V—)x +¥y,7=(1 V") X + Yy ve dtvrtém kva-
drantu pfejde na tvar U = 0,

807

10. Rovnice je hyperbolickd viude kromd souradnyeh osg, které
;jsou tvofeny body parabolicity. Pfevdd{ se na kanonicky

rovniei = 0,
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11,

12,

-

e 7 N £ 2
tvar Qé%l + 2(,22_,§ 2) 3%2_ - 2 (,12;_ §2) a% = 0 substituci

§= y2 - x2, 7= y2 + x°.

Rowice je v3ude kromé& soufadnych os hyperbolickd, na

souradnych osdch je parabolickd a prevddi se na kanonicky

22 _ 12U . 5 gubstitucd =xy, 1 =<,
9§31 2§27 E | j== 1%

Rovnice je parabolickd na soufadnych osdch, v3ude jinde
je eliptickd a p¥evddi se na kanonicky tvar u$§+ u’Z'Z -

| - u§ - u,z = 0 substituci §=‘ 1nlx| ’nz:‘ ]llly ’

13,

Rovnice je parabolickd na souFadnych osdch, jinde je

eliptickd a substituci E = x2, N = y2 pfejde na tvar

Y- 2 : ‘
2% , 2%, 1 2, 12,

14,

15.

16.

17.

18,

+

T TR T

L2 2
Rovnice je v3ude parabolickd a substitucf f=2-*TI |
' : 2
2 2 2
n ,.l;Lpi’-e\jde na tvar 2 %‘ + 2§ > 24 _
2 2 D) o

S

.2(; -7 €) 21
Rovnice je vSude parabolickd a substituci §“= %. 7T =13
prejde na tvar Uyy = Os

= 04

Rovnice je hyperbolicka’ a substituci §‘= e* + yz,

7= -e* + y° prejde na tvar ugs W( §+ ul).

Rovnice je hyperbolickd viude kromé souradnjcg o8, na
kterych je parabolickd. Substituci E” Xy, '1:-;-;—- prejde

natvarugnz+z}-iu§--]g*ul+uso.

Rovnice je v3ude eliptickd a pregde na kanonicky tvar

u§§+ Uyq = o substituci £ = (x + V1+x o7 =In(y+ 1+y2)

- 68 -

19. Rovnice je parabolickd a aubst‘ituci § = .V ig 5 ’

7 = y se pFevddi na tvarqu 5 --no.
e § +1
f’kQGOlO

Oznadime-1i t =|Vul= Vl&z + uy2 a provedeme-1i v rovnici
‘naznadené derivovéani, pre;}de rovnice na tvar :

[5-‘-{;—)- ux + g(t)] U+ 2 &é-l ux%uxya-[s;&—)- uy 2 g(ﬂ] Uy, = 0.

‘Linearizaci koeficientd podle k.3 a uZitim odstavce k.4

bod III dostaneme B2~AC = -tag(ty[g(t)+tg«tﬂ = ~th (t)K(t),
~cof je vét3{ nebo meni3{ neZ nula podle toho, zda funkce h
Je klesajici nebo rostouei. '
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il
i

he2. UZITI »OBECNEHO* REZENT

Znédme-1i obecné Fe¥eni rovnice! (2)ytj. FeSeni, sdvisiof
na dvou libovolnyoch funkcich, je mo¥né pro tuto rowvnici na-
Jit FeZen{ rlznfch dloh /uvedenych v udvodu/,a to tak, Ze
funkce, na kterych zévis{ obecné Fe¥eni uriime tak, abychom

'splnili dodate¥né /okrajové nebo po¥dtedni/ podminky,

Po formdlnim nalezeni "FeXeni" jJe op&t tF¥eba provést jeho
analysu., '

PF{klad, Najdéte Fe¥eni Cauchyovy ilohy

1/ utt"r"&:x'."’ - pro t >o, xenl'
2/ u(iio)’ - foo(x), ut(xio)' ({1(:)’ x€ El'

Podle ﬁlohy /hel.l/ mé obeené Feleni tvar

u(x,t)= £(x-t)+ g (x + ).
Prvn{ podminks z (2) dévé
/1/ Y, x) = £(x) + glx), x€ E
druh4 _ | _
11/ $(x) = -f__'(x)-l- g’ (x),” x€ B

Integrac{ /ii/ od O do x dostaneme

/;11/ r # () af = - £x) + 2(0) + g(x)~ &(0)

©

ProtoZe funkce £ a g Jsou urleny s pFesnceti na konstantu
/viz dvod/, miZeme volit f£(o)= 0. Pro g pak g /i/ dostaneme

glo) =¢,(0) a z /i/ & /iii/ dostdvéme
x

g (x)= %((ﬁo(oh g (x) + le(f) d f)
o= 3400 00 | 00 a3)
.- i 92 -o

" oof tedy ddvé funkei

(+) x+t
u(x,t) = -;[(Io( x+t) +{ (x~t) + K #y( £) df:[
x-%
/tsv. D’ADembertiv vsorec/.
Provedme analysu vzorce ( +).
z¥ejud pro Y, €0 (), Y ec™I (@), k 21 jo ue * (),
pro Yo € C(B), $€L), ;.. ®) Jeuc C(B,). Pro k ¥ 2

dévé proto (+) klasické Feden{ rovnice, pro k * 1 jsou pii-
rozenfm spisobem spln¥ny poldtedni podminky. Pro k = 1 je(+)

‘FeSenim ve smyslu integrdin{ identity

J-_-u..;v.t + ux'le =0 pro |v € 01(32) ,
E,

s kompaktnim nosidem v E,,
pro k = 0 je FeSenim ve smyslu distribuci

[u(vtt' - vn) dxdt = o pro ¥re ﬂ(Ez) A
- B
/71’ dloha h.1.3 /o

Nabyvénl poldtednich podminek pro k = o: prvni podmin-
ka je bez problémi,. druhd se nabyvd ve smyslu integrdlni
identity

u(vy, = vy )dxdt - Jfﬂﬂx)v(x,o)dx +f¢o(x)vt(x,o)dx =0

Eznt>o | El

pro ka¥dé ve D(B), vie se opdt dokdie aproximaoi A
a () hladkymi funkcemi,
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Pedle dlohy h.1l.3 Jje (+) Fel¥enim ve smyslu distribuoci pro
Yor 4 € Ll loc (El)*/. Pro takové {ﬂl Je druhy &len v (+)

dokonce spojitf a dd se Jekat, fe FeSeni v distribueich d4
(+) pro obecndji{ vy /viz Gloha h.2.1 ddle/.

Ze vzorce (+) je také vid¥t oblast zdvislosti Fedeni
Cauchyovy dlohy pro vlnovou rovnici a oblast vlivus

Oblast zdvislosti Doy feSeni v bodﬁ x,% Je interval
(x~t, x+t) na ose t = o,

Oblast vlivu intervalu (£,;3) na ose t = o Je mno¥ina
omezend charakteristikami £ = x+t, A= x-t:

Y
(x.t)'

o . s
x-1 - x+t X

h.2.1 Nech¥ -l‘%.n (x) = -12; pro Ix1<1/n, a jinde O, nc K.

Necht w (x,t) jsou urdeny vzorcem (+) o ,lpo = 0, ?1(5)-?71n(x).

Najdte limitu u posloupnosti u, a ukaZte, fe je Fefenim
vlnové rovnice ve amyslu 'di_stribuei.

h.2.2 Najd¥te 'f‘eéen'i rovﬁico W, = azun spliujiéi
u (x,0)= §(x), ugix,0)= §(x).

h.2.3 Na;)d@té feéeﬁi rovnice Uy *+ 2uxy - 311yv = 0
splnujiec{ u(x,0)= 3x2, ug (x,0)=

I.1 106 () je mno¥ina funkei, které jsou v L, (K) pro kaZdou

kompaktni podmno#inu KC{l,

he2.4 Najd¥te Febeni Cauchyovy §lohy
41211,,+2(1-32) 1&3-%-—27(2%-u )= o
u (x,0)= g (x), %(x 0)= {§,(x), x€ El

h.2.5 Najdéte Fedeni rovnice

un+2cosxuq-_-sin2xuyy-sinx%-o - -
spliujici podminky
u(x, sin x)= @ (x), %(x, sin x)= ¢,(x), x€ B,

h.2.6 HNajdéte FeSeni Cauchyovy -ilohy

L BmrtAugtSug e cu e
u (x,0)= £ (1)
u,(x,0)= Plx).

he2.7 HNajdéte FeSeni rcﬁico

: ™ '9,2(1;‘:x + W, +u
splnujici s

u(o,x,y,s)= %( szﬂzua) u,;(O.x.}.S)- 9’1( Vx2+32+za)

" kde (po(r) » ¥, (r) Jjsou zadané funkce pro r * o. Uka¥te, Ze

k tonu,aby Fedieni bylo v 02(31 x< o, +oo)},;]a nutné a stadf,
aby lfeec (€ o, +oo)) ¢ ot (< 0, +oa)a % (0)= tfl(o)- 0.

h,2,8 Ha;ldito FeSeni rovnice
= 2 Uyy * Wyyy ™
splnujict
u (x,0)= T(x), %(x 0)= Y(x), %(x,o) Y (x), Ugyy (Xs0)=Vp(x),
x€E El '




h.2.9 Re&te Goursatovu dlohu pro rovniel .

Ut = By |
a/ walt t)- (f(t),tho,u(t,-t) lﬂ(t),t§o
b/ UvaZte pFipad, kdy hodnoty funkce jsou pPedepsdny pouse
na koneénych Gsedkich obou charakteristik (tj. pro
t €< 0,T"; resp. t6<0,T »), : :
¢/ uva¥te pFipad, kdy jsou zaddny tyto podminky na celych
charakteristikdch, prochdzejicich poSdtkem. |
Ve vZeoch pr:[padech se piedpoklddd splnén:[ podm:f.nky
souhlasu

¢(°)-ff(°)

Vyjasnéta hladkost FeSeni v zévisloeti ns hladkosti funkel

‘f_
h.2.10 HNajd3te FeSeni rovnice

| - + 6 Uy + 5 Uy = 0
nabyvajici pF¥edepsanych hodnot na charakteriltikéeh této
rovnice, prochédzejicich poﬁétkgm. ' -

h.2.11 HNajdéte Feleni{ rovnice
Ny + T Uy +F Yy =0 (3<0)

nabyvajie{ zadanych hodnot na ¥ésti OB charakteristiky
r‘l. x=2 r =0 ana ddstli AB chara.kteriltiky

[t x+2 V—i =1 : u(x,y)‘ = (45(x), :te(o, /2>,

u x,y)lr.zs ¥, (x), x € {1/2, 1> /vis obr./ PFedpokléds se
Py (1/2)= ¥, (1/2). ' |

h,2,12 BHajdé&te FeSeni rovnice

| Req = © 17> 0
spliujfei '
n(§ »0) 'P(E% §§ o
Xy w (XD, 7) =Y (D, T>o,

kde X je nesdporné funkce na <o,+09 X( o)= o

a  ¢(o) =Y (o).
/Darbouxova Hloha/.

Vyjasnéte, kde bude jednogznaind wrdeno FeSen{, Jsou-1i pod-
ninky (%) sadény pouze pro §€-.< 0,X>,7 €<0,1D.

he2,13 _Hajd§te FeSen{ Darbouxovy iulohy

Wy = B, = O, t>lx\,xeAE1

w g, gt (L), .t Do

u(f(t) t) = Y (t), t» o, 't (0)= ¢ (o)
kde f(t) Je zadand spojit4 funkce pro t 0, -t F()< ¢

pro t >o, E(o)- 0 a kafdd charakteristika x = t = ¢ =
= const <o protind k¥iviu x = {(t) prévd v jednom bodd.

Zkoumejte hladkost Fefen{ v zévislosti na ¢*, ¢~, f
Speciéln& vyjssnéte pi":[pad g( t)= x.t, k€ <-1.1).

h.2.14 Re3te ﬂohu, kterou dostaneme, kdyf v dloze h.2,11

podminku na ", nahredime podminkou u(x,o)=¢,(x), 1 *x *o,

splnujic{ podmfnku souhlasu 1.02 o)= Vl(o) + Kde bude FeSeni
urdeno jednoznadné?

he2.15 NOOh% ¢°, wl. 'l[/e c2(< 0."'09), (Fo( O) .-WO (o),

ke {-1, 1). Najddte funkei u (x,t) spojitou na oblasti
t * o0, x» kt, kterd




h.2.,18 Provedte podobné uvahy pro emfSenou Wlohn
ut uxx na (0,4) x < o,+00)
u(x,0) = (f,(x), wg(x,0)= ify (x), x € (0,4)
-a okrajové podminky

! | ) , ‘a/ uf(o, t) = u(l,t) =0
| h.2.16 1. Ukate, %e FeSen{ sniZené wlohy - b/ ug(o,0)=u_(L,t) = o
Upy = W e = O x,t> 0 | e/ u(o,%) -‘&('{ t) = o

1. 1/ je FeSenim ve smyslu distribuei na oblasti t >o0,x > Kkt
! 2/ splnuje u (x,0) = Yo (x), u,‘(x,o)s py(x), x ® 0

| u (kt,t) = 'w(t) t > o. |

I Nejdste podninky, na {,, ¢y Y, aby tato funkoe byla € ct
i na uvedend oblasti.,

u (x,0) = (x), u, (x,0)= (,ol(x), x® 0 Poldtesn{ podminky prodluite talkto:

u (o,t) = P(t), t > 0
lze pFevést na i‘eﬁen:[ Cauchyovy & Darbouxovy ulohy.
2. Uka¥te, %o smiSenou \lohu
u, - =0, x€<0,d), t> o0
u (x,0)= g (x), u,( x;,0)= P;(x), x&< 0, 4>
‘n(o,t)= Vo), u(d J4)= ?/’1' %)

lze pFevéat na Felendi Caubhyovy dlohy a pob_loupnoati Darbouxo-
v¥ch a Goursatovych tloh.

he2.17 Uka%te, Ze FeSeni prvni dlohy /h.2 Jd6/ 8 Y(t)s o
1lze dostat Jako reﬁen:[ cauchyovy dlohy s poldtednimi podmin- -
kami (po, lfl, kde ¢i Jsou lichd prodloufeni §; na celé E.

Zkoumejte hladkost re3eni v zdvislosti na hladkosti
funke{ {f, a podminkdch souhlasu v bodd (0,0). Doka%te nap¥.,
fe pro to, a‘by Fe3eni bylo v 2 (t>o0, x> o) je nutné a sta-
&i,aby ¢, € ¢* (Co,+ ), lflecl (£ 0,+2°) a byly splnény pod-
minky souhlasu {_ (o) = ¥,(0) = Vo (o)- 0. Nebudou-li podminky
souhlasu spln¥ny, pak FeZeni bude z C (E2\Q.) kde SL je
mno¥ina bodd, le¥fcich na charakteristikéch prochdzejfcich
bodem (0,0).
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a/ 1li%e na (-,8,'0) a 2/f- periodicky na E
b/ sud® na (-f,0) a 24~ periodicky na E, '
o/ sud¥ na (£ ,24), 11%e na (-2/ ,0) a 4f - periodicky na E,.

~ Aby Pedeni bylo z 02(< o Z)x <o, +o==)je nutné a stadi,aby

Yo € 2 (<o, AY), ¢, € 1(<o A>) + spln&ni jistfch podminek
souhlasu v bodech (0,0) a (»f 0), které dostaneme z poZadavku,
aby p¥i{slusnd prodloufeni byla ¢ 2 resp. ¢l na E.

"Re¥eni Cauchyovy tlohy pro nehomogenni rovnice se dd
pPevést na FesSeni dokonce specidlniho p¥ipadu Cauchyovy Glo-
hy pro homogez_mi rowmici pomoc{ tzv., Duhamelova principu:

h.2.,19 Nech je ddna rovnice

(1) 9—-k§ - Lu = £(x,t)
2t

X = (Xy, Xpy seey Xy)y L je linedrni operétor stupnd m tvaru
) Iu "Z &, (x,t) p%a

L]l € m
L ¥ k-1

oL
pu ’i’ u yLm i, Ly ), K] Z.Li.
by Ly o(.n
2t ?xl‘ veed X

Necht U (x,t; T) je FeSenf rovnice

2 Ky

~-LU=mo pro 7% t€T, 0osT &7,
2%

~
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splimjfci poedminky

a-'JTU (x,'f. r)- Oy J = 0,1,...,k—2
2% | |

k-l

L——I(I T, t’) = f(I,T).
Pak funkce 5
o | uix,t)= j U(x,t;7T)ar
(s}

je pro t € (6,1) FeSenim rovnice (1) a splnuje po¥dte¥ni
podminky ‘

L? (x °)= Qy J = 0 1,0..,k"1.

h,2,20 Necht koeficienty operdtoru L a pravé strana f

v (1) v /h.2.19/ nezdviseji na t. Pak je-11 u(x,t) FeSen{
(1) na Enx<o,T> pak pro kaZdé T€ El Je funkce_

v, (x, t)® u(x, t-‘t’)

FeSenim (1) na<1',','1‘+'!‘.'> a H(x’ﬂ') —:Zj—?(x o).

-

h.2.21 Najdéte i’-eﬁeni rovanice

W, = u = £@x,%) .t>o.erl

aplﬁuj:[ei
u(z o)= u,(x,0)= o.

UkaZte déie, Ye toto feEanz’. 1ge zapsat ve tvaru

u(x.t)=f f G x-§ ,t=T) £ (§,7) at 4§

0o =

kde G(x,t) = 1/2.pro |x[<t a O Jinde.
Uka%te, %¥e je-1i £ spojitd na {t 2 o, erl} %"

a £, nebo £ spojité E';, pak je ue 02(52)

h,2.22 Neoht Lu =2  a (x)fu.

o] $m
&L o™

Je-11i u dostatednd hladké FeSeni rowvnice

faku

(1) -Ius o,

(x'O) - O,:j = 0,1,00-,k"2

k-1

i’?:g (xlo) = ‘p(x)’ |

ot
pak ) 8 .
vy =28 (520,1,..0,k-1) Je také FeSenim této
2t .
rovniee, které splnuje poSdtedni podminky
'aj" h ]
——3-5 =0 pro j #% k-l-o |
2t
qk-l-sv
. . B = ‘PO R
2 tE-1-8 —

| o .
Ognadime-1li toto u = uy , pak funkce w = .2.? uy
: - 5 9t°  k-s-l

L ‘FeSenim rovnice (1) a splouje poééte&ni podm:l’.nky
21(:.0) ‘PJ(I)’ j = 0 1,ooo,k-l.

K Fe¥eni nehomosenn:( linedrni{ rowvnice stadi najit jedno
/jakékoll/ je3yi Fefeni W a FeSeni u rovnice, apliu;j:(c:l’. né-
jaké dodatedné podminky, pak lze hledat ve tvaru usd + v,
kde v splouje ji% homogenn{ rowvnicl a n¥jaké pozmdnéné
dodato&né podminky, &im vice podminek spinime p¥i volbé Fe-
Sen{ 4, tim Jednodu§§:£ podminky ndm zdudou pro V.




v

P¥{klad, Mdme-1i nap¥. najit FeSen{ dlohy

1/ ug, - azun_ = £(x) /f nezdvis{ na t/

2/ u(x,0)= (po(x), ut(x,o)=- t,ol(x), xe< o,.f)

3/ ulo,t)= u(dt) = o

pak miZeme najit @ jako nezdvislé na t PeSeni rovmnice 1/

sploujic{ 3/ - to vede na okrajovou ulohu pro obySejnou
diferencidlni rownici

i
52{1\ = f, G(o)- ﬁ([) = 0 }
pro v pak dostaneme homogenni rowvnici

2

homogenni olkrajové podminky
v(o,t)= v (1, t)= o

» a poddtedn{ podminky

Qﬂo(x) = n(x;o)- ﬁ[x)-r vix,0), tj.
v(x,0) = ¢ (x)~- A (x)

(,Pl(x)a'ut(x,o)u ;%- L) + v, (x,0)= v, (x,0), tJ.
vy (x,0) = (x).

UZitednj je i ndsledujic{ fakt z obySejnych rovnic,
ktery se dokd%e p#{mym vypodtem:

" he2,22a Nech¥ ?(t) Jje PelSenim obySejné diferencidlni rowvnice

n-1

Ly (t) = 9@ Z ak.v(k)= o, &, % o, a, = const,
k=0

splnujic{ .
?(k)(to) = 0, k= 0.1,.--,“"2,

T AL 1
ARONE &
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" Pak funkce

'ir’(t)-f F(t-T) £(T)aT
| b
‘jo FeSenim rovnice L §¥ = £ (t)

'a splouje nulové podédtedni podminky v t=t 0® -

Sm{Benou dlohu pro nehomogenn{ rovnici s homogennimi okrajo-
vymi podminkami lze vhodnym prodloufenim pravé strany pi‘e-
vést na Cauchyovu dlohu pro nehomogenni rovnici-

" he2+23 HNajdéte FeZeni dlohy

e = W, + £(x,t) na Q = <0,f) x@,7)
splnujiei nulové poSdtednd podminky na <{o,f> a okrajové
podminky
o/ ulo,t) = u(f,t)= o
b/ ug (0,t)= I.Lx(l t) = o

e/ “u (o, t)-nx(,f o) = o

tak, Ze prodloufite funkei f na E; x<0,T) takto:

o/ 1i%e na (-£,0) a 2/ periodicky (v x)
b/ suad na (-£,0) a 21 periodicky (v x)
e/ sugl.é na (£, 24), 1i%e na (-24,0), a 4 periodicky.

Abychom dostali hladké Fedenf, mus{ £ /krom® hladkosti/
splnovat ndjaké podminky pro x = o,/e » nap¥, v p¥{padéd

a/ f£(o,t) =z2(l,t) =o.

h.2.24 Ee3te dlohu /h.2.23/ s
a/ f=xna Q.!
B/ fax .t na Q

e/ £ = shx
i/ t=x(x-})
e/ = x(x-l).tz
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Viimn&te si Jak se nesplndni podminek "souhlasu" v x=0,{
projevi na hladkoasti PeXeni.

he2.25 Urdete kondensaci plynu /viz[T S]/ 8 (Xy¥,%,%)

pro t>o0, & sz + 32 + 22 > R,jestlife v okamfiku t=o byla

rovnd konstanté Sy 70 pror = Vx?-' + y2 +2°<Ra rovnd o

jinde & podédtedni rychlosti plynu byly rovné nule,

h.2.26 Polonekonet‘.né struna o0 € x < +c0 8 upevndnym
koncem x=0 mid v okamZfiku t=0 tvar ‘

o o¥x<é/f
u(x,0) = '-Sin% JEEE] 2\.3 & l,ﬂo(x)‘
o 20€x< +o0 |

a nulové poddtedni rychlosti. Nakreslete tvar struny
v okam¥icich

W 1L \ro7;
t-é,é,%,gg,%—;,%, kde a = [/To/o, To je napja-
tost struny a ¢ lineédrni hustota.

he2.27 Polonekonednd struna 0 € X< + o0 8 upevndnym koncem
x=0 md v okam¥iku t=o tvar u(x,0)= o. V tomto okam¥iku do nf
v bod® x = ¢> 0 ude¥ime tak, %e poddtedni rychlosti bodd
struny budou .

' v, cos -‘E
ut(x,o) ='{ )
° jinde,

- (x-¢)< h/2)
(x=c) pro (x-c) } =) (x),x* o

kde h=const < 2 ¢
Urdete tvar struny v dase t >o.

h,2,28 Polonekonednd struna o € x < + oo byla v okam¥iku

t = 0 v rowmovdZné poloze. /tj}. u(x,o)aut(x,o)so, x>o0/. Pro

t > o Jeji konec x=0 kmitd podle zdkona '
u(o,t)= A ginw t

kde A, Jsou konétanty. Najdéte tvar struny pro t >o.
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h.2.29 Polonekonednéd trubice x >o o prifezu S Je naplnina
plynem. Na konci x=o0 je do ni vloZen pist hmotnosti M,

- xtery ndrazem v okamZiku t=0 dostane rychlost v, . Najddte

o

- posunuti u(x,t)= U(x,t) - x pro t> 0, kde U(x,t) je souFad-
- nice v okamZiku t Fezu, ktery v Sase t=o mZ)l souFadnici

x, za pPedpokladu, %e poddtedni posunut{ i poddtedn{ rych-
lostl jsou rowny 0.

h.2,30 Nekone¥nd struna mé v bod¥ x=0 soustfeddnu hmotu M
a'je v Sase t=0 v rowmovidiné poloze /tj. u(x,0) = U, (X,0)= o).
V 3ase t=0 Uderem do hmoty M ji ud¥lime rychloat Voo
Najdéte tvar struny pro +> o.

h.2,31 Homogenni struna hustoty ¢, @ napjatosti To a dél-
ky £ je na obou koneich upevndna. V okam¥iku t = o je v bo=-
a8 x=[/3 vytaZens na melou vzddlenost h od osy x a po-
volena bez pFiddni poldtedni rychlosti. Najddte tvar struny
pro 0o € t € //3a. (a%= To/¢,). - |

h.2.32 Odvodte rovnici a okrajové podminky pro podélné kmity
‘tySe, je-1li jeden konee upevnin a druhf volny. Najd¥te kmity
takové ty%e s obecnymi poldtednimi podminkami.,

he2.33 Je déna nekonedné ty¥, vznikld spojenim v bodd x=o
dvou polonekonednych homogennich tyS{ majicich hustotu

a Youngiv modul rovné ¢,,E, Tesp. 92,E2.-Nech¥ po tydi

se v oblasti x<o 3{¥{ vina u,(x,t)= £( t - ;’5), kde £(x) je
zadand funkce na E,, rovnd nule pro x < o, tjs stav tyle pro
t € o Je popsdn funkef u,(x,t). Najdéte kmity tyle pro t>o
a x >0 /"lomend" vina/ a x <o /odra¥ené vlna/.

h,2.34 Vilec délky £ z homogenniho materidlu s hustotou Q
a Youngovym modulem E se pohybuje rowvnomérné a pi‘:’.moéafe
rychloat{ v, a v okem¥iku t=o dostihne stejny wilec, ktery se
pohybuje rovromérné a p¥imoda¥e rychlosti Vo< Vi Urdete .
podé1lné kmity obou véled pro o<t< 24 /a, a’= E/ ¢e UkaZte,
Yo v okamiiku t=2[ /a se vélce od sebe odd&li.,
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h;2.35 Na volny konec (x-f) tyle d‘lky.l s prifezem 3,

hustotou ¢ a Youngovym modulem E narazi téleso hmotnesti N
rychlosti v ve smiru podélné osy ty3e. Najddte podélné
kmity tyle v pFipadd

a/ druhy konec {x=0) Jje upewndn

b/ druhy konec (x=0) je volnyf

pro o<t<%t,, kde to Je okamiik, kdy se tdleso od tylio
oddéli Ur&ete t,

~ he2,36 Fa doln{ komec svisle upevndné /na hornim konei/

ty%e délky A s prifesu S, hustoty ¢ a Youngovim modulem E
povésime na okam¥fik téleso hmoty M. Najddte podélné kmity

’ 'tyi!e. N

V dvodu jsme ukézali, Ze jo-1i u FeSen! vlnové rowni-

__ce, pak jeho Riemannovy invarianty TPu U, & Iy=u . Jsou

konstantn{ na charakteristikdch x-t=const reap. x+it=const,
Ufijme toho k Fe¥en{ Cauchyovy dlohy pro vlnovou rowvniei:

Znéme-11 FeSeni{ u a jeho derivaci u, na p¥imce t=o,
pak v t&chto bodech gndme i jJeho invarianty r, & r,. Protofe
ty jsou konstantn{ podle charakteristiky, wrdime tyto invari-
anty v libovolném bodd x°, 1%, t% o tak, Ze timto bodem
provedeme charakieristiky aZ do JeJich prisedfikd Ayy Ay
8 pfimkou t-o. Pak je ri(x . )s ry(44), 1i=1,2, a tedy
v bodd x°, y° jeme ur3ili i derivace u, a u  tohoto Feleni,
Nakonec pomoci hodnoty FeSeni v jednom bodé osy te=o urdime
Jednoznadnd FeSeni viude jako potencidl v poli Uy, W . Mate-

‘matik by se jJist® obdval, prod takto ziskané pole opravdu

potencidl mé a pro& tento potencidl je Fefenim vlnové rovmi-
ce. Snadno by si ale zformuloval nédsledujfci dlohu /a vyfe-
£i1 ji/, ¢im%¥ by si tento problém odstranils:

h.2.,37 Neoh¥ funkce Ty, Ty € Gl(Ea) jaou konstantni na piime

kéch x-t=const resp. x+t=const, Potom vekt, pole T1=r1+r2,
T =ry=T) mé potencidl, ktery FeSi{ vlnoveu rowvnieci,

h.2.38 Provedte podobny rozbor, Jaky jeme ud&lali pro

Cauchyovu ¥$lohu pro Goursatovu, Darbouxovu a sm{¥ené dlohy
pro vinovou rovanici,




ememmer g s s

RESENT A mAvoDY
h.2,1 1/2 pro t > Ix]
' u(x,t)=

~-1/2 pro -t > (x|
0 Jinde

u, Jeou FeSeni ve smyslu diatgibuci, a protoZe jsou
omezené a konvergujfi k u skoro viude, mifeme v integrdln{
identité pro u, pfejit p¥i pewmém v k 1imit8 pro n— oo,
ProtoZe I,Pl n Je tzv., d- posloupnost, tj. posloupnost konver-
gujici k S- funkci, pak na ziskané FeSeni se mifeme divat
Jako na FeSeni Cauchyovy dlohy s poddtednimi podminkami

$o = 05 ¥y = d.

he2.2

x+at

g ak

x-at

u(x,t) = % [Lpo[x - at)+P(x + at)]-n- 179,

h.203 V u(.t,y-) = 3:2 + 32

he2.4 X+2y

gy(E) af

u(x,y)= ¢, (x -$v)+ 3
x-2/3 Y3

h.2.5

Al———

u(x,y)= % [lfo(x-sin X+ y)+ ffo(x + gin x - y)]+

| x-sin_ x+y
+ 3 p (E)ak .
x+8in x-y
h.2.6 , X ‘E x~y/5
u(x,y,)= t(x+y)+-2 e LJ‘ EZ/G f'(z)dz -J dZ/GF(z)dz]
Xty x+y
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~ Viz dlohu h.1,11.

h.2.,7

u (XoYoZ,t)m [( r-at) (?; (r-at)+(r+rat) @; (r+at)] /2 1+

r+at
+ Ei"fJ‘ ¢ ‘ﬁ(?)dg s kde r = l/x2-+yz+zz,/
r-at

(71 jsou sudé prodlouZeni Vi, na celé E,.

Névod. ReSen{ bude zdviset pouze na r. PFejdite ke

sférickym souFadnicim, nové nezndmé funkci v = r u,

Pro v=v(r,t) dostaneme rowvnici vtt'azvrr a poldtedni podmin-

ky pro r >o. Musime proto uvaZit, Ze z w=r.u pro r >o,
u omezené v nule plyne v(o,t)=o., Pro v tedy méme smf{Senou

" dlohu. Tu pievedeme na poddtedni lichym prodlouZenim podé-

te¥nich podminek /viz tiloha h.2.17/.

h.2.8
Su(x,y)- 4[17(x+y)+1“(1-yi}—2y[Tf(x+y)-1fo_yi]_

x+y

-zy-[’\?( x+y )+ P ( x-y)]-l- 6 lV(g))dg +
-y

Ry I:\;h(?) ap - EE _?)2_3,2] Va(Qap.

h.2.9

Cu(x,t)s= [p+(5-*2-'-§) + (P-(%-E)-§0+{o) .

+ .
Jsou~1i (,d'e cX na uvedenych intervalech, pak u(x,t)€ ck na
mnoZindch a/ t * |x|, b/ na obdélniku, jeho¥ dvé sirany tvo-
¥{ p¥isluBné dUselky charakteristik, ¢/ na Ey.

'h.2.10
u{x,t) =(‘0(sz) ...]}J(Ii..x.) - {( o‘) kde funkce {/ a ¥ zaddvaji
FeSeni na charakteristikdch.
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h.2.11
u(x,3)= ‘Fl(ﬁ&zE?)* ‘fz(ﬁ%i‘tl) - ¢y (v2)
h.2,12

u(§,7)= ¢l

h.2,13

u(x,t)={ ()C [x-t)) -y (—lﬁx—“ﬂ—-) +(p+(%3),xtt)=§(t)§t

Pro f(t)= kt, x€<-1,1>

ate,-p(35) - (378g) - 1 52).

s )+ s

£) + (D) - o(X (D).

u(x,y)= %_( X‘Z‘L_\ (

ReZen{ bude urdeno ve stejné oblasti jako u tlohy h.2.11.

he2.15

Nédvod, Na mno¥in¥ t ® o, x * t najddte u Jjako Fedeni
Cauchyovy tlohy. Se ziskanou hodnotou na p¥imce x=t a hodno-
tou na p¥imce x=kt Felte Darbouxovu resp. Goursatovu ulohu,.
Dostaneme spojitou funkei na t >0, x> o kterd z¥ejmd nabyvd
poZadovanych hodnot a je feSenim v distribucich. Aby byla spo=-
jit& derivovatelnd na této oblasti, je nutné a stadi, aby

2u _ u
lim 2n 1im3n_ » X,> 0y
X>X, = x->x°+
t-rxo-l- 7 e e

kde n je jednotkovy normdlovy vektor k pFimce x=t. To bude
' ’
v pifipadd, Ze Y (0)= k (.01(0‘) +{f (o).

he2.16 .
_lla oblasti C Fe3ime Cauchyovu ilohu, na Gy, Gz: cees DyyDsyee
Goursatovy resp. Derbouxovy Ulohy; viz obrédzek:

|
\

he2.,17
Aby FeSeni Cauchyovy udlohy s podminkami Yps 1+ bylo rovné O
pro x=0 a t € E; je nutné a stali aby $os ¢y byly liché.

V p¥ipadé, Ze jedna z funkcd{ Fos (,01 je identicky nulovd, pak
k tomu, aby FeZeni Cauchyovy dlohy bylo rovné nule pro
x=0 a t»o0,je nutné a stadi,aby druhd funkce byla lich4.
Obecnd k tomu aby pro $p(X) = /1 (x)= o pro x = o bylo pFisluil-
né FelSeni Cauchyovy Ulohy rowmé Oprox =oa t ® o je nut-
né a stadi aby (Po’(x)s (’1 (x) pro x € o,

h.2.18

i
Yo = Yo =¥, =0 na kraji, kde je podminka u = o,
na kraji,kde je podminka u =o.

40(: uw{so

h.2,19
Ndvod: Uzijte vétu o derivovdn{ integrdlu s promdnnou horni
mezi funkce zdvisejici na parametru:
% % ' :
a-%(fof(t,t)dt) = £(t,t) +J £,(4,T) at . |
o




"he2.25

he2421
x+ (-7 o
u(x,t)= % I S £ (§,0) davag = K £ (§,7) a at,
- o x- (t-17) Ay t

kde A . Je charakteristicky trojihelnik s vreholem v bod &
9 :
(.I,t):

T

- |

Névod. U¥ijte tloh h.2.19, h.2.20 a D Allembertova vzorce.

h,h,23 Névod..UZijte vysledku Glohy h.2.21.

pro t € (o, !;i) u(-l-'-;—g . + o-) Je kondenzace rovnd nule,pro
r-R R So (r-at)
t 6(-—;— ’ —a-),;je rovnéd s(r,t)= ——3— .

Névod. 0loha vede na FeZeni rovnice

2 : =
8,y = 8°A © | | g

s .poldtednimi podminkami

S, pro r<R
a(r,a)=y 0
o pro r >R

8, (r,0)= o.
U%ijte tlohy h.2.7.

h.2.26 .
Pvar struny je ddn funked

u(x,t)= %[ (?;(x-at) + ‘lﬁ‘; (x+at):l . ,
kde { jo 1iché prodloufeni funkee {, na E;.
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8 podminkami

Névod. Uloha vede na FeSeni rovnice

sen - S = 0

u(x,0)= ¢, (x), u(x,0)= 0, x * 0
: u(o,t)= o, _
PFevede se na Cauchyovu ﬁlol;u 8 % a #e3i D Allembertovym
vzorceu.
x+at :
h.2.27 u(x,t)= %; j @;(g) dE .

x-at

kde fﬁi Je liché prodlouZeni ¥, na E,.

h.2.28
u(x,t)= {

0 prox - at >o
Asinw(t - -E) pro x-at < o
Ndvod. K wrdeni FedSeni rownice

| h podm:(ﬁkami u(x,o)= ut(x,o)s 0, u{o,t)= A sinw t uZijte

obecny tvar Feleni (1). f(x-at)+ g{x+at).

S¥p, - ™

(x—-at)) x-at < o

u(x,t)=
o ' x-at * o
2. po c .
kde a° = P /?o , V= '62 je Poissonova konstanta,
; v

p \
al = y of 0/90, Por$ o J poddtedni tlak & poldtedni hustota
plynu /konstanty/.
Ndvod. UZit{m obecného tvaru redeni rovnice “tt'a’z%:x
najdéte jeji Fedeni, spilnujici
M Uit (0,t) = S 3UP° ‘&(olt) y £ >0

u(x,0)= 9, x * 0




he2,30 '

l = +u kde ‘ '3hx/,ﬂ | AELR%
E it kde -ﬂ{ |
il o 9 ‘ 3([ -x)n/24 Lissx</f
=; : 219 (y e .
i . = voa 1-e Ma? ( : x-at > o 'ﬁcéto pFevedenim na Cauchyovu dlohu prodlonion:(m poddtednich
l 1 o . . , | [podminok.
o ' x-at<o

! - ; t) -
| 'h(l_e 3—52" (x+a? | x+at>§ h.2.32

| ' u, _{§ To g | : ~ ' 'ﬁloha vede na rovnici “tt" | S a%= E/g /E - Youngﬁv modul,
_g ' : x+at<o ghustots/ a okrajové podminky u(o yt) = ux(,f t)=0. Relenf vis
| | U£itim obeoného Fe¥eni rowvnice utt"%n aZ = -}9 ‘dlehu h,2.18 c. '

: _ o .

j najdéte jej{ Fedenf, spliujici podminky B he2.33 ' .
? a u(x,0)= o, x& By o VE ¢, V

i 1 . | 1~ VB¢,

i 7 - t_ X
f u, (x,0) o,_x{-o | x/a)+vB_1__ VET ft*al) x< 0
. lmoa(x,t)= lim a(x,t) - | u(mt={2 Vg3, |
: x >0+ x> O- . = £ (¢- 1/9'2)' : x > o.
]V t>0 | | VEQ, + Viye | | -

5_: lim \.&(x t)= lim ux(x t) | | S |
| | X0+ X~ o ) Névod. (loha vede na naleseni funkce u(x,t) spliujfci
}_ M uyy(0,%)= 2 To uy (0,%) | | - 85 we=0, IX<O0
| 1in uy (0,%) = ¥, S Wt a3uy =0, x>0
i% t— o+ - | _ o ) | u(x,o): £ ( - I/al) -
'L‘ h.2.31 | - u, (x,0)= f’(- 'T:'I)
” | 3h x/d pro o<x<A/3 - at & poduinky pi’-ochod(u t)= u(o-,t)
i . u{o+ = U(O=-
| | 3h/4f + 9h (L/3-at)/a L pro L/3-at < x <L /3rat | | 2 (0mst)m ¢
I u(x,t)= ; . ,- E) uy(o=yt)= E; u, (o+,t).
L 3h(l-z)/2f - pro [/3+ at<x< f

. . . - : ¥ he2.34

i - de t° foion:[ rovnice ' | : ' - Ryohlostl v(x,t)v okam¥iku t Fezd vdlcd, kterd mély v dase
ii' : : Uy = 8 nxx ) : ' -t = 0o sou¥adnice x (xe <o, L> pro prvni vélee,xs<le>
| splnu:):[c:[ podm:(nky u(x,0)={ (x) u; (x,0)=0, x €(o,4), | pro druh§ vdlec) jsou rovny .
i ufo,t)s u(,f,t)-e t® 0




v, o<t | .
VYm0 (v e, JASE <t < 42X x e <o,4
1”2/ s a
72'-&;-"5-(':(%—‘

+X
Vo o<t<L‘-

v(x,t)= 1/2(v1+v2):4%"'—x-< t < -225'-:5 , xe<1,21>

"1}'15'!<*<é5’
24

Odtud Je viddt, Ze v okamZiku % = 5 8l vdlce vyménily
rychlosti a oddéli se od sebe.
Névod! (loha vede na urSeni funkce u,(x,t), u,(x,t)pro t>o,
x €< o,/f)' resp. <_1,2,£) , splnujic{ na pFieludnych mnoZimdch
rovmice , . - :
u, =a%u
it s’

okrajové podminky

Yy 5 (0yt)m0, u, o (24 ,t)= o
podminky pFechodu

ul (z ot‘)' ua('g9t)’ .ul x(/[ !t)' u2 I,{'E’t).

a poddtedni podminky |
J u, (x,0)= u2_(x,o) = 0

nit(x,o)- Vis i= 1,2 na (o,j>resp. na <,f, 2/‘).

ﬁeﬁeni této dlohy pirestdvd popisovat uvedeny Jev pro t = 22/3,

nebot pro tato t nebudou platit podminky p¥echodu, ale pod-
minky volnych konci,

%

h.2.35
Je tPeda Fedit rownieci Uy = szun
8 podminkami |
n £ e/ =" a’u,
x= x=l
a8 u(x,0) = o,
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pro L< z< +oo.
‘Yo druhém pFipadd je

kde ¢(z) = o na (-4 1)

'.ut(;,g)a o pro xe-('o,,g) a -Vvproxs= Z_.

" _u(o,t') = 0 resp, u _(o,t)= o, t>o.
ws Ag.
#3{me uZitim 4obecného Fe¥eni{, Dostaneme v prvnim p¥ipadéd
Cu(x,t)= P(at - x)=- @P(at + x), |
de ¥(z) = o na (-[,l) . .
| g(z) =4 =% (1 _[-mZ) ‘ze(l,;’.,f), atd,
ovnice pro prodlouZfeni funkoe ¥ z intervalu (-Z,‘Z) nd tvar

G2)+ =2 92) = ¢ (g2d) = Ly 9/(2-20)
wd - "y4

u(x,t)=(at - x)= Y(at + x),
B 1 o
Cpm 2Tl P, L e<al,

Rovnice pro prodloufeni ¥ vnd intervalu ( -,f—,f ) m4 tvar

-}([”(z)+ ﬁ (p/(z) = -W”(z-zj) + 517.- tp(( z-2l), A<z < +00,
§e§eni ge hod{ do té doby, dokud ux(zf ,$)< o,

A|h.2 «36

floha vede na urdeni FeSeni rownice

Ugg = "2‘&1 + 8
splnujicfho podminky | , |
u(o,8). = o, uyy (£,t)= & - 2, u (£,8), t>o0

Bx( 25-x)

u(x,o0)= > a

’ ut(xvo) = 0,

kde m = M/¢ 5Z.
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Poznanmenejme, Ze pbi&étoéni hodnoty posunuti u(x a). ' .
: . »0) nejsoun ETODA FOURIEROVA /ROZDELENS PROMENNECH/
nulové, nebot ty3 je v okamfiku t = o v napjatém stavu pog — cii ' / > o/

viivem aiiy grAavitaoe._ K urdeni poddtednich podminek Jo tiep
urdit funkei u(x) jako FeSenf a® @(x) = g spliujfef podminiy
u {o)= o, L (Z)- o, Punkce 0 pak splﬁu;]e poZadovanou roy..
nicl, ob3 po¥dtedn{ podminky a prvnil okrajovou, proto hle-
A _
déme-1i u ve tvaru u = u, + w, dostaneme pro w rowniei
2 ,

" fato metoda se hodf na FeSeni smiZenfch dloh s homo-
mi okrajovymi podminkami, pFiemZ sama rovmice mife byt
enni i nehomogenni, ale v tzv. samoadjugovaném tvaru

z dédle/.
- UkaZme si nejd¥ive, jak ilohu s nehomogennimi okrajovy-
dminkami pFevedeme na lUlohu s homogennimi okrajovymi

w(o,t) = w(x,0)= wt'(x,o)- o, nkamis:

2
Wet (»f,t)- g - ;i- w, (Z,t).

UvaZfme nap?. \dlohu

gy - ‘azuxz = f(x,t) na QT -(o,/ﬂ) x (o,T)

2 a
Y(z) = o, ‘-,f(z(»g,'.

které hleddme ve tvaru £(x-at)+ g(x + at) ~ | - u(x,0)= Pgx), vy (x,0)= f{x), x elo, &>
_Vislodek: n(x,t)= mé‘;x). + {plat - x)-(at + x). u(o,t)= ?,Vl(t), u(»f,t) = Wz (£), t 2 o.

e £,4.,%, ’Wl, 1}12 jsou zadané funkce,

2 ‘ - &= .
¢ (z) = - E._!:ﬁ(i'{_ 1 + j ;%)' Z< 2< 3L atd . Nejjednodussi zplUsob: Najdeme jakoukoli /dostatednd hlad~-
;M o - e n ' ’ * uw/ funkei v(x,t), kterd splnuje okrajové podminky. Nap¥.
| Rovz_:_ico‘pr.o prodlouZeni ( vud intervaln (_l,j ) md tvar ‘moZné volit | '

’, ) vix,t)= Y, (t) + x . [Y, (%) =Y, (t)[ /L.
@ () + ﬁf'(ﬂl{ z); {ﬂ”(z—Z.g)—' ";I'Z' (f’/( 5-21) _ g/a2 T s 0 [ _2 1l ]/
' , ' " } o ' ou-1i ¥, hladké, je takovd i v.
| ) - Hleddme-11 pak Fefen{ Ulohy ve tvaru
B,2.37 ,
a nutné a postadujief podminky potencidlnosti ’ ~
2T, 2T ' '
2 2 - - - - al = - —a? -
;a—xl=,9—g, . 7 8 Wy = Byy m 8TUy = (Vi - 8TV) = f (’ttavx:_:)
JejiZ Bglriin:[ Je ekvivalentn{ tomu, Ze p¥{islu3ny potencisl ,.f? (x,t) ~
pak splnuje vlnovou rovniei. S | | w(x,0)= u(x,0)~ v(x,0)= { -v(x,0)= {J (x)

irt(x,o)s ut(xto)" vt(x,05= WJ_ = t(xio) - ?]_(x)
a homogenni okraj]ové podni:[nky
w(o,t)= ulo,t)= v(o,t)= Py (t) =¥, (t) = o

Ew )= ulht)- vt = Yy it) - y,(t) = o
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Nejjednodussi je

Véta 1 Necht £ je 2/ periodickd funkce na JE}I,fe c®(E,)

pro néjaké 8 @ o a mé zobecndnou derivaci f(“ € Lz(—,[, Yo

Necht &,, b, jsou Fourierovy koeficienty této funkce podle
systému

l, cos % x, sing— x, k€N, Potom Fady

oo £ |
z (\ak1+lbk()k3 Pro 3 = 0,lyeee,8
k=0 .

konverguji a Fourierova ¥ada funkce f a Fady z derivaci
F4du € s konverguji stejnomdrné na E,. |

/Ovdite, %e funkce sin -‘Sz- x, k € ¥ jsou pFfslusné viastani

- funkce ulohy -u''s Au, u(o)= u ) = o} analogicky 1,
cos -]-‘;Z-"’E- x, k€ N dlohy pro tutéf rovnici s podminkami
u, (0)= u fl»-o./

Vita 2 Nechl p, p°,q,Q jsou spojité na <o, 4>, p,¢>0.
Potom '

1. MnoZina téch A€ E, pro n&% iloha v Yy (2’) mé netrividl-
ni FeSeni je spolfetnd a md jediny hromadny bed +oo , Lze ji

tedy uspo¥ddat de posloupnoeti A, < .ﬂz < 200 < .7\.n< ces A > +oo,

2. Ke kaXdému takovému A, existuje s pFesnosti{ na multipli-
kativa{ konstantu prdvé jedno natrividlni Felent
X (x)e 02(40,/£>) ulohg (4 I ( (2], |

3., ReJeni X»n€ K tvo¥{ dplny ortogondlni systém v L, (<o, D)
ge akaldrnim soudinem ),

(u,v)= f Q(x) u(x)v(x) dx
o
a také v prostoru V-{r fe wl(o l), £ splnuje ty okrajové
podminky z {2 ), neobaahu;j:.c:[ 1. dorivace} 8 jistym skalér-~

nim soudinem {u,v) , ktery na Vgeneruja normu ekvivalentn{
g obvyklou normou ve oe
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4. Pro kaZdou funkei el !‘ouriu-ova fada podlo lyltém--.&
nel konvorguje ve Wi (0,4) & tedy stejnomdrnd na- (o*/ﬂ); .' 3
Pro T W (o,l), splnujfci (2’) tato ¥ada konverguje dokonce
ve I2 a tody v cl(<o Z)), pFidemE v C,L> konverguje i ¥ada
5 ab-olatnich hodnot &lenl této Fady.

Tato vita se d4 zobecnit /viz nap¥. [‘1‘ g, [JN]/ na pri-
pad, kdy p Je pouse omezené a m3fitelné, nebo kdy p se
md%e anulovat v ndkterém krajnim bodd., V poslednim pripadd
se v pF{sluiném krainim bodd misto podminky (2”) bere pod-
sfnka omezenosti.

Daji sme také dokdzat vity /viz nap¥. [JB] nebo LLa]/
o konvergenci forméinich FeZeni z odstaved A,B, nap¥. pro
f & o, a podminky Dirichletova typu:

Yo € \I% (d,af), ¢ € Ly » Fada {(++) 2 odstavce A konverguje
v prostoru c(< 0,1, ﬁl)n Gl(< o,T>,Is2);

Yo & Il lple Wl Yada (++) konverguje v prostoru
C (<0, T>, Wz(o /C)r'\ Cl(<o,T> Wl (0, af))r\ 2 (<o, ™> s L5 (0, l))

Posndnka

Y pifipad¥ rovnice s vice nef dvéma nezdvislymi promén-

" nfmi, je mo¥né nejd¥ive separovat jednu promdnnou, ve vzniklé

dloze dall{ atd. Mfsto dlohy na vlastni 3isla a vliastni funk-
ce obylejné diferenciflni rovnice se budou hledat vlastni
Z{sla a vlastn{ funkce eliptického operdtoru s ndjakymiokra-
jovymi podminkami.

h.3.1 Homogenni struna je upevnZna na korncich x = o0,4.

V¥V okanmfiku t=o0 méla tvar

16 4 3
%-%huﬂ-2ﬁ)+&ﬂ
kde h>o je dost malé a safala kmitat bez poldtelni rych-

logti. Najdéte kmity struny pro t> o. Vyjasnéte hladkost
formdlniho FeSeni.
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h.3.2 Re¥te Wlohu h.3.1 v pFipad¥, %e v okam¥ilu t = o m4

struna tvar paraboly symetrické vzhledem k pFimce x = 1/2
a prochézejici body (040) » (1/2 h), (£,0) .

M'Roﬁte Wlohu h.3.1 & poddtedn{ podminkou
hx/c pro o % x € ¢
u{x,o) {
h(x—l)/(c-l) c<x G-f,

R kde c ¢ '(o,t), h>o /struna byla v okamZiku t = o vytaZena
v bodd ¢ na vzddlenocst h od rovnovdZné polohy a pusténa
bez poddtedni rychlosti/.

he3.4. -
Eomoggnni struna délky /f Je na koneich upe'vnéné' a v okan-
Ziku t=0 Je v rowvnové¥né poloze. V tomto okam¥iku vderem

kladivka wud3lime tomuto bodu rychlost A\ Na;jdt‘éte knity stru-

ny pro t>o. UvaZte dva p¥ipady:

a/ poddtedni rychlest struny je
Q -
ut(x 9 = { o Pro Ix-cl< W2h
pro |x-c|> &°/2n,
cof odpovid4 plochému kladivku 3{i¥ky S/h.
b/ poddtedni rychlost struny je -

v, ¢oe h(x-c) pro Ix-»c]( T /2n

u, (x,0)= {
‘ pro Ix-¢| > Z/2h
coZ odpovidd oblému kladivku 2i¥ky U /h.

he3.5

Homogenn{ struna je na konci x=0 upevnina a druhy konec je
 pPipewndn k nehmotnému kroufku, navleSenému na hladkou ty3.
~ V okam¥fiku t=0 tento konec vychylime o malou vzddlenost h>o

/ve sméru tyfe/. Najddte tvar struny pro t>o /viiv zemské
t{fe zanedbévime/,
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U%Zijte jednak Fourierovu metodu, jednak metodu pFeve-
deni na Cauchyovu dlohu /viz odstavec h,2/ a poravnejte

vfrsledw.

he3.6

Najd¥te kmity homogenni struny o éxsld s upevnénymi konci,
kterd mé v bodd ¢ € (o0,[) soustFeddnu hmotu M a kmity Jsou

vyvolény poddteini vychylkou struny

( _r hx/e o x € ¢ 7
ux.o)- Vo(x) t{ h(/ﬂ..x)/(l-c) : 0‘1‘/{

/podétedni rychlost nulovéd/.

he3.7

Prubice délky £ je na pravém konoi (x--l) otev¥end a na levém

(x=0) uzaviend. Pohybuje se ve vzduchu rovnomérné a p¥imo~
Safe rychlost{ v>o ve sméru své podélné osy. V okamiliu t=o
se zastavi. Urdete kmity vzduchového sloupce uwvnit¥ trubice
pro t >0, tj. funkei u(x,t)takovou, fe x + u(x,t)je vzddle-
noet od uzavieného konce trubice v 3ase t Fezu vzduchového
sloupce, ktery v okamfiku t=o mdl od n¥j vzddlenost x.

ho 3.
Naja®te malé podélné kmity tySe délky 4, je-11 Jeden konec
upevnidny a druhy volny s obecnymi pofdteZnimi podminkami,

he 3.9
Najdéte malé podélné kmity tySe, je-1i jeden konec volny

a druhf pruind upewndn. PoXdtedn{ podminky obeoné.

he3.10
Jeden konec tySe Je upevnén a na druhy pisobi sfla Q. Bajdé-

te podélné kmity tyle pro t >o, jestliZe v okamiiku t=o sila
piestala pisobit,
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ho’3011
hjd&te podélné kmity tyde délky L s obdma Xonci volnymi .
/p¥i obeenfeh poldtesnich podminkdeh/.

he3.12

Homogennf ty& délky 2/ byla stlaZena silami plsobicimi na
JjeJ{ konce tak, %fe Jej{ délke se zmen3ila na c.f( 1-£)
£e(0)) . V okam¥ikn t=0 sily pFestaly pisobit. UkaZte, Ze
posunuti u(x,t) Fezu, ktery m¥l v nezat{Zfeném stavu soui'-ad-
niel x ,Je pro ¢+ >0 ddno vzorcem |

u(x,t)= set ( 1)7”';' cop (2N Tat . (2nel) Ix
f=o (2n+1) 2t 2f
h.3.13

Homogenn{ ty3 délky La prifezu O md jeden konec (x=0) upev-
nény a na druhém konci soustFeddnou hmotu m. Ty3 byla nata-
Zena silou Q, kterd v okamiiku t=o pFestala pisobit,
Fajd3te podélné kmity tyle.

h.3.14

Konce homogenni struny délky L se pomoei pru¥nyeh sil udriu-
j1 na p¥{mkdch xwo,x=/l. Najdéte kmity struny pi¥i obecnfech
poddtednich podminkdch.

he3.15

Najdste kmity struny délky { s upevndnyml konei v proatiedl,

které jejimu pohybu klade odpor Umdrny l. mocnind rychlosti,

h.3.16

Urdete struny ddlky .f, upevnéné na konci x=0 a. jejif koneec
x={ knité podle zdkona u(f,t)= A sinw t.

‘h,3.17 .

Ty& délkyzf 8 upevniénym koncem x=o Je v klidu. Od okamiiku

t=0 na jeho komec x=/f plisobf sila Q /na jednotku plochy pri-

Fezu/ ve sméru podélné osy tyle. Najddte podélné kmity tyde
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pro t > o,

h,3.18

Ty¥ je svym hornim koncem pFipewvnéna ve svislé poloze a dol- _
ni konec je podloZen v takevé poloze, aby /diky plsobeni gra-
vitace/ nedo#flo k prodlouZeni tyle. V okamZiku t=o0 se podloi-
ka odstrani, Najadte podélné kmity tyde.

he3.19

Najddte podélné kmity tyde délky /f jeji% jeder konec(x = o)

je upevnén a na druhy plisobi sfla FP = A sinw t ve sméru
podélné oay tyle,

he3.20

Homogenni struna délky lupom&né. na koncich kmitd v dlisled-
ku plsobeni wvnéjs¥i sily F(x,t)=¢ f(x). sinw t /na jednotku
dé1ky/.

'l. Najddte kmity struny p¥i obecnych poéét@énich podmi{nkéch,

2. Vyjasndte, kdy nastane rezonance a najdéte fefeni v p¥i-
padé rezonance. |

he3.21 ReZte rowvnici

Wy = Upp + £(x,t) na (0,4) x E,

‘s podminkami

u(o,t)=-u (.l, t) = u(x,0) = u, (x,0) = o
kie f Je rowvna

DC-/ b«.shx
P/ bx (x-,C)
?V X -@Pnf)t

h.3,22 Re¥te rovnici
-azn.“-'ahut—bzu-e na (0,1)- x B
8 nulovymi poldtednimi podminkami a okra;;ovjmi podminkami
ufo,t) = A. u (L, )= o.
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he3.23 _

Homogenni Stvercovd membrdna (o € x € b , © £y€b) nd

v okamZilm +t tvar : :
u(x,y,0)® ¢ (x,y) = A Xy (b-x)(b-y), A = const. a zadala

v tomto okamﬁiku kmitat bez poSdtedni rychlosti., Hajdéte jeji
tvar pro t >o.

V nédsledujicich ulohéch vede Fourierova metoda na
Besgselovy funkce.

h.3.24
Najd&te Fe3en{ rownice
Ugg = R, x> -1
splhujfei podminky :
u(x,0)= ¢, (x), u,(x,0)= ¥ (x)
“ufo,t)= u(f,t)= 0 .

he3.25

Najdéte kmity kruhové membrény r = VIZ-I- ;72 € R upevnéné na

kraji, jestli¥e v okam¥fiku t = o méla tvar rotadnfho para-

boloidu u(x,y,o)= A (1 - 3-2-), o € r € R a nulové rychlosti,
, R :

: .2.26
Najd8%te kmity kruhové membrény r € R upev'néne na okraji

v prost¥edf, které jejimu pohybu klade odpor Umérny prvni
moeniné rychlosti. V okam¥fiku t = o méla membréna tvar

u(x,y,o) (P( Vx2 + yz) a nulové rychlosti.
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he3.1

(2n +1) T at sin (2n+ 1)U x

u{x,t)= ii:r?% Z o VA ) A .
 n=o

(2n4+1)°

kde a’= T:a/g-, To,g napjatost a linedrni hustota struny.

we 03, 4~té derivace Jjsou z Lge
Névod, Refte Pourierovou metodou vlohu

t ™ 32&;" (o,,g) x (0,09)

u(x,o)-(ﬂo[x), ut(x,o)- o, xe(o,f)
u(o,t)= u(f,t)= 0, t>o.

h.3.2
| (2n+2) T at 35' at (2n+) W' x

,b)= Z cos " gin
nixt) % (21'1+1)3

ug Gl, druhé derivace jsou z Ly

ué C, prwni derivace jeou z L,.

h.3.4 4 1 oo,
'- _ v
a/ u(x,t)= 2° Z -%-sin altc ss:i.nl‘ﬁ x
L% 45 = £ 2 ni
x s8in nik/’; L . inn’:gx
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o0 2
_ hil ¢ n®
b/ 4hv° sin 7 eesm sin n Tat
— § _
=

u€ C, prvni derivace z L,.

Névod: Fe3te Ty, = azun
s podminkami am3 ‘
u(o,t) = m‘l’»ﬁt) = 0
u(x,o0) = g_t ut(va)' c.
| A
he3.6 02
u(x,t)-z a, cos (a A, t). X (x),

hw=l

kde -
8in x
%[I) sin J\n c
ain).n(z(-x) céx‘/l,
sin .?\ntl -c)

o€ X€ ¢

A, Jeou koF¥eny rovnice
ctg Ae + ctg N(f-o)= MA/Q,

a, =<9, L)>/<x, x>
: £
A28 3 jv w ’dx + M vio)w(e) .

(v

Révod. Je tieba najit funkci m rovmou u’ ' pro o< x € e,

@ proc¥x€/f sploujic{
(1) (1)

Wi a2 Uy na (0,¢)x (0,+°)resp. (c,z)x(o,.l.w)\

- poddtednl podminky u(x,o) = (f,(x) v (x,0)= o
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okrajové podm:[nky u [o t)- u(dt)= o
podminky p¥echodu N (e,t)= ¥ (e,t)

(2)(0 t)- (1)

uy (c,t)= % u . (c,t),

- /posledn{ podminka je Kewtonﬁv pohybovy zékon pro hmotu M,

neb na ni plisobi sfla T (uI (c t)=- "lx (c t)y Hledéme ¥eSendi
ve tvarul T (t) In(x) y kde T ()X (x) jsou FeSeni uvedenjen
rovnic splnuj:[ci podminky v bodech (051) 5 (o), A, t) To zna-
mens, Ze T, splouj{ T = -8 th T a X = n Te8P. lf na p¥i-

.slusnych mnoﬁinéch

( i

-2 KM
a okrajové a p¥echodové podminky v bodeeh o, ¢, A. Punkece -

X e 5‘1 (0, f) jsou ortogondlni ve smyglu skaldrnfho soudinu
<v,w> a skaldrnfho soudinmu (fv,w) =9]‘ v/ w/ dx e jsou tplné

ve W, nedb jsou to prévé véeohny[ zobeonéné vlastni funkce

’! .
dlohy B (u,v)= g[ u/vf ax -J\[ J:A\_rd.xnlu(c) vw)] - viz [J.H].
o ) ,
he3e7
- (2n+1)?t'at gin (2M4D) X
u(xst) ; (en 2 *1° 24 2/

Ndvod. Uloha vede na stejnou matematickou dlohu jakb h.3.5
s poddtednimi podminkami u(x o) = 0, W (x,0) = vj pochopitel-
n% a md jiny vyznam: a° = PoF /S , kde p, a ¢ je poSétedni

o
tlak a hustota vzduchu a k = p/c Je Poissonova konstanta
- viz [rs], [prg.

he3.8
u(x,t)= Z[an cos (2n+j.23t’at + b sin-(———-zn"'l) all{ ] sin(—-an;]}
' n=0o

2

a = _% cho(x) gin 2N+ x ax

n

24
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kde (/,, tfl Jsou poldtedni posunuti a rychlosti Fezi,
Hévod. (loha vede formdlné na stejnou ilohu, jake h, h.3.7
s al = E/g, kde © je lineérni huatota a E Youngllv modul,

h03011 _l_f
u(x,t)= % (lﬁo (x)+ x ) [::)) dx + a,cos 9-%& + b sin —-Z-n’r"f)x

N=

°
- he3e9 o i X co@ _n__g_;’
. Y &, at Pn at &L_x' V4
u(x,t): nZ:Eancos 7 + b sin 7 ) cos ¢ T *n 7 %f fo(x) cos %‘3 ax, by n:t'a [‘,’1 (x)o08 %r; ax.
2, .2 A ’ ° .
8p = f &21' ﬁz f f, (x) cos fn ¥ dx Je to roﬁoni dlohy
n +A° +F A £ W, =8 m‘:, u_(0,t)= ux([,t)=- o, u{x,o) an(x)'“t (x,0)= ¢, (x)
+ ﬁz) u X h.3.12
b, = " :% +ﬁ +ﬁ).(¢1 (x)cos &iz— dx, Relte tvlohu

(*) Uey = az“n

s podminkami nx(-,f,t)- ux([,t)- o, u{x,0)=s tx, u, (x,0)= o.
Prvni pol84tedn{ podminku dostaneme podobné jako v h.3.8 jako
nezdvislé na t Fedeni (¥) splnujici okrajové podminky

U, = - q1136' pro x = (-4,4), kde q; resp. -q, jsou e{ly, pi-
sobie{ na tyto konce, E - Youngilv modul, 6 . plocha Fezu.

kde Mys Moy ese  JBOR kladné koFeny rovnice
(“- tg i s
f=hl, h = JL, xde & je piocha Pezu tyle, a k je koefi-

cient, charakterizujici pruéné upevnéni., u(x,t)je Fedenim

dlohy he3.13
’ = = - = t
u., =8 “x:x' u, (o,t) =0, .ux(l.t)+h u(.f,t) 0, u(x,0) alxt)m _Q!‘@ 1 cos A sinﬂ—l-‘:
’ E6 - ﬁn sin B (u(.2+o(.+/3 2) y/ yA
= o (®) 5 uy(x,0)= @) (x)
g6t 5
kde ol = » B, Jsou kladné koFeny rownice

ho3.10 ' m

' oo (2n+;z.75'g_§ +1) Tx Atg p =

in
u(x,t)= BJ% Z (_1)11 ° 2 Ndvod: ufijte Pourierovu metodu na FeSenf idlohy
: BOX &5 21'1+1)2 '

“tt'a%n' u(o,t)=0, m uy, (,f,t)- -E6 uxfl,t) u(x,0)=

floha vede na specifln{ p*fpad Glohy h.3.9 poééte&nini pod-
. o P , = Qx/E6, ut(x,o)- 0.
uinkami ¢ (x) = Q x/E€", ¥; (x) ¥ o. S{la Q roztdhne ty3.

ProdlouZ{~1i se igek < 0,x) o ¥,(x), pak ¢ Je Fedenim rovnice
82 ¢ = 0, Y (V= o, ¢ h) = Q/EF.
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h.3.14

:(:._;-Z a, cos %‘E + b, gin e—?{:i) XA[::),

n=1

kde o = f([o(x) xn[x)dx/(
© o

(x) dx

g

Iﬁ(:) dx,

O

A
bnssz(fl(x)xn{zjdx/gn a
)

X (x)= cos%-x-d-%la—én ein hiz-f

&y jsou kofeny rowice
L
k(G Al
otg u "(’( Y T‘.‘2 n );

Hdvod, Jé tFeba Fe3it rowvnicl utt-azun ¢ podminkami

2h
u(x,0)= C;’l{x) s _nt(x,o)- (.[1 (x), ux(o,t)— -f;-]-' u({o,t)= o,

ux(l.t)+ iiig u(l,t)a o, kde h,, h, jsou kladné konstanty.
o

L

he3sld

u(x,t)-,[ htz; (‘n cos q, t + b, #in q t) sin -9%5
- 1z
Q, = (n2 azﬁ‘z/ﬂz-hz) ’
Y/

h | x
a, = f j%[x)sin n? ax, by = o= 8 +Z§; f(plcx)g.m -&T dx.
o]

Jo t¥eba FeBit lohw: uy,+ 2h u, = 82w, h malé kladné,
u(o,t)= .‘i{‘[st)'oo u(x,0)= %(I)t nth,O)E (flfx}t
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_ o | |
- a(x,t) A 8in a X sinwt .\ '2—‘%—2 (=1) n-1

h.3.,16
oo

9..&)2 x
y)

sin ¥ / L n=i wtz__(

x ein 3—553- 8in __z_n:ﬂ'x ) ﬂ
Reklte: '
Uy = 32153, u(o,t)=o, u(.f,t)'- A sin wt, 'u{x.o)sﬁt (x,0)= o,

Vzorec je spréwmy pro n?" » D€ N. ReSen{ hledejte

ve tvaru u = v + w, kde v = V(x).sin wt Fedi rowvniei

a splnuje okrajové podminky. Pro w pak dostaneme tlohu,
na nif lze ui{t Pourierovu metodu.

h.3.17 |
cos (2n¥l)Tat . (2n+1) Tx

. n _
u(x,t)= % x - %f ; (-1) 24(£2n+1) ” 2l

Reste Wy = azun' u(o,t)=o0, nx(/f,t)s Q/E, u(x,0)= W (x,o)-o.'

‘he3.18

——

(2hx) 16 g2 1. P X at

t)= E—z—— - i

uix, 2a P a2 s (2n+1 °os 2L *
‘sin (2nel) T x

2/

g - gravitadn{ srychleni. Re3te U, = azun + g

8 podminkami u({o,t)= o, ux(.f,t)- 0, u(x,0)= u,(x,0)= o,
ReXenf hledejte ve tvaru u = v + w, kde v splhuje rowmici
a okrajové podminky /v lze hledat nezdvielé ns t/.
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h.3.19

_. sin @X ain w1t el Reste u,, = 82 + f(x)sinwt , ulo,t= u(dit)= o,
alx t)_i_g_ a L2awa (1) x
e 6w wd E6L

‘u(x 0)= l}o(x). u, (x, o)-lpl(x).

cos =< ~
h.3.21
X s;.n :E x2 sin (a k, 1), _ : oC/ u(x,t)- b(; !hzz— sh x)+ ghSi (J—- cos 7_!51 s:l.n
a _
(2n+1)7" k

kn —-——Opro w#a%. :-2bﬂ' BhZZ(—l) WOOSL—IE%—'

n=l

Bévod: Redte = azg i u(o,t)= o, (L,t)=0, (,Z t)= J— x cop (20+1) 7% 2n+l in{2n+])37'xl
et b b L 15/ u(x,t) - - f‘ &x3-2x 2[ +l3)+ %— Z L
- xsinwt, u(x o)= ut(x,o)- o | (2m-1)
Viz t6% ndvod k Gloze h,3. 16 - ( 2ns (gm.])grx
. . s 9"/u(x,t)-i - — -
he3.20 oo , S ' r D=0 (2n+1)5 n=0 (211-!-1)7
: nl'x B . oo _
u(x,t)= ;x(ancos o, t +rbnsi.n, W, t) sin i + . 6 cos an_:el e . sin (EMJin-
£ - - ' Y .
+ i n2 . (w ain_.wnt - w, ain w t) ain arx . - n=0 (2n+1)
T Wy (w-wp) - . 4 E
4 - - . -
B h.3.22 o0 ,
x 2 rx . 3 |
a, = f J(f (x) sin n/gl dx, b= a fy’l(x)sin -’3-:5- dx § § alx, by A sh b (£-x) 2 ARt E 2k 'z
_ o o | sh bl =1 b £° +x° or°
-2 f n7x - ang L
f(x)sin === qdx, w . : = _
k&8 il h
'z o ’z )/ : : i‘ (ch nkt +§; shnkt)ain Lf’ﬂ-:f .
Rezonance nastane, je-l1i frekvence & vnéjsi sily rovnd nékteré g“ _ 1/2
frekvenci an & ' ‘ n, = __%_ ( -n2 4524- a2 (b2 242 2)) -
vlastnich harmonickfch kmitl upevnéné struny. V tomto pF{padd W Névod, Refeni hledejte ve tvaru u(x,t)= vix)+w(x,t), kde v
PeSen{ mé tvar ‘ . splnuje rovnici a okrajové podminky a w urdete Fourierovou
£ . n F'x E metodout rozdéleni proménnych provedte tak, abyste pro fimkce
1 1 dostali rowvnici "
u(x,t)=—>— (Sina, t - tw, cos w_t)sin + | 0 rovnic
( D:, 2 aﬁl ( k! 2 el £ %a "
+Z 3 z (wsinwnt-wnsinﬁ)t) ein 27X 5 !:T
n=1 %(w - 7 ,8 1 _ '
pfn; |
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h.3.23

4
ucx.y.ﬂ-ﬁ—;gb— E

n,n=90

sin (2:1;1)5!5: ain (2m;1) ry

(2n+1) 7 (20+1)°

x cos \[(2n+1) 2y (2m+1)2 5%’1 .

Névod. Re¥te rowmici

- u,, _az(un‘_%y) | | . o

8 pomwmi- U/ uo - u/x-b, = “/y;o =ulop=°
u/\t-o - m(b"x) (b-y) ’ ut/tlé = O.

Separujte nejd¥ive proménnou t a vlastn{ funkce operitoru
Uty hledejte ve tvaru X(x). Y(¥y). O tom, %e tak najdete
viechny vlastn{ funkce,se lze presvddiit uiitim vity:
Jeou~11:X, dplny ortogondlni systém v L, (o,8) a Y, tplny
ortogondlni systém v L, (o,b), pak &n(x) Y n'Y) Je uplnj orto~
gondlni systém v L. [( o,b) ]

h.3.24
o0

1/2 }
nix,t)= t ;[“k gp (2 p.’)\k t

'p--é-};,ak.% - %

-2 /"(1-1’)(%72 pJ ¢, (x) 81n £7s dx

y/
f‘ (1+p) ( %2

yA
Irpltx)sinl‘-l? dx

o

he3.25 oo
‘J ) t
u(r,j;)- 8 AZ O;Pn‘ﬁ) cos .i. ,
| o1 M 91(Ep) R
kde 21y, f1y,... JsOu kladné kofeny rovaice Jo (@)= o.
- 142 -

/2p 1/2p
) b 3y G0 ¥ Jotn K,

Névod: UZijte Pourierovu metodu k integraci rovnice

S . A
8 podminkami u(0,%) je konedné, u{R,t)= o, u(r,o0)= A(l-
u.t(r,ojs C.
P¥i uwrdovédni koqfioientﬁ rozkladu ufijte vzorce

x
[x J, (x)dx = X J, (x)

O

M

x> I (x)dx = 2x? Jgx) +(x’- 4x) I, @)

ho3026 L
u{r,t)= —% e~ht (cos q, ¥ + %—- sin ¢, t)x
n
n=

" Besselovy funkce J 0*

Névod: ReZte rovnici |
uyy + 20 uy = 8%(0y + 3 ) (B >0 malé)
g podminkami o

u(o,t) konedné, u (R,t)= o
u(r,e)= @), w(r,0)= o.

k3
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¢.3.17

1 y(x) = <A [ o(ef) oD af,

e.4. MEFODA ROZDELENT PROMENNECH

A. ROVINNE (LoHY

G(x,g)_- arctg x, 0 3 x £ §,

2. y(x) = <A I: G(x,g) y(g)ag‘, kde
G(xyf) = (e +1) of , 082 S§. |
5. 765) - "S 6(x,§) ycg)ag . f} 6=, 6) 2 af, e

cvitent

0-4.1- ’ P
Je ddna tenkd obdélnikovd deska 01033. Stranou OA se
teplo rovnomérné pFfivdd{ dovnitf¥ desky, atranou OB se rowno-

mérné odvddi. Zbyvajici dvé strany jeou tep01n§ iaolovény.
Haleznéte rozloZeni teploty v desce, -
- .
G({x - —g—— x+h 0 s x S .
( ’§) h + 1 ( )’ ' g LIS
Nalezndte Fedeni Laplaceovy rovnice v obdélnfku O<x<a,
0<y<b, které vyhovuje okrajovym podminkém

4, y(x)= -A J: G(x,g) §‘y(§)d €, ka
¢(xyf) =10gf ,05z5¢.

es3.18 _
1. y(x) = S:G(x,g) £(f)a §, xde

xy
u/x-o-AQSinE_', u,/na’o'u./ ’BBin_—’u/ =0.

y=0
""’9{4031
‘-Ng}.ezn&te funkei, harmonickou uvnit®# jednotkového kruhu,
kterd sme: dé apejité prodlouZit na uzdvér, pridem# plat{

1. u (l,lp) = cos (p, 2. u(l,go) - sin3gp, 3. u(l,y)= cos? ¥ »

4. u{l,p) = gin® P+ cos® @
N
@s4.4. R
Naleznéte Fefeni Heumannovy dlohy pro Laplaceovu rovni-
e¢i v kruhu o polom&ru R>0 a se stredem v po&étku mé-11
okra;jové podm:[nka tvar .

é(x,§) - (x+log x -1) (f + 20x) , 0 & x £ §,
2, y(x) = ‘ng(x, g) f(g)-d § , kde

G(x,§) = 2(:: - '2) 18x$ §.
3. () = J: a(x, §‘) i’(f)d§ kde

-6 (x, f)- loglxl -x, 15 x Sf P 2y
4o y(x) = fd o(x,f) 2(f)ag, - o r=R‘ Acosf 2. /arL R- A cos 2§
o(x,f)= 3 (teF + 1)(1 - s §) 0$xS§ s B3] o ey
. y@) = [ e P, wae ZEy .
o(x,f)e 3822, 1825 F .
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004 5e

Naleznéte staciondrni rozloZfeni teploty u(r,y) uvnitf
pekonedného kruhového vdlce o polomdru R, jestliZe
1. na jeho povrchu je udrfovéna teploia A.sing,
2. na jedné polovin& povrchu (04:‘-(0-<.7l' ) je udr¥ovéna teplota
- P, & na druhé poloviné (-J'S ¢ <0) teplota T .

‘.4.6. ” vl .
Naleznéte FeZeni vnéjX¥ich okrajovych uloh pro Laplacecvu

rovnici, je-1i Q kruh se stFedem v poddtku a polo%é{;em a .

( Newtonovu olkrajovou podminku uvafujte ve tvaru Sy - hu =

= -f, r = a, kde h je dané redlné &islo, f funkce, defino-

vané na L)),

8s4aT0
Re3te smiSenou okrajovou ulohu pro Laplaceovu rovnici

v mezikru¥{ se stfedem v poldtku O<R,<R, , maji-1li okra-
jové podminkv tvar

o = £,(0) , u (Ry,0) = 2,00 .
r=31
o4 e8e B 5
: V mezikrui{ {(r,¢) s re (1,2), lpe(0,23F)} ¥eite Dirichle-

tovu dlohu & podmfnkami u(1l,{) = £,(¥) , u(2,p) = £,(p), kde
1. £,({)= u) = const, fzrtp) = u, = const

2. fltm- 1+ cosagp y I5(p)= sinztﬂ

0.4.9.
Nalezniéte releni Poissonovy rovnice s pravou stranou

b b
r(x,y) = -2 na obdélniku(l = {(x.y). x€(0,a) , 36( 3, 12)} ’
které je spojité nall a nulové na Q.

304010} )
Nalezndte redeni Dirichletovy ulohy pro Polssonovu rov-
nici Au = ~4 v kruhu o poloméru a & se stiedem v poddtku,

- 180 -

' 2_‘?5& v boijlaoh o<y <&

o< Y<<&,

je=1i okrajovd podminka nulovd.

8.4.11,

Pro rovnicl Au = «xy reﬁte dlohu, popsanou ve cvileni
€.4.10,

- 004012.

V mezikruZi a<r<b feite sm:’fEénou okrajovou ulohu
pro Poissonovu rovnici Au = 12 (12 - yz), Jemtlife

u(a,y) =0, <21 = 0,
7T rab
e.4.13,
Nalesn&te funkci harmenickou uvnitr kruhové vysede
S r 8 R, S 0s4 A , kterd splnuje okrajové podminky

u{r,o) = u(r,£) = 0, '_u(R, @) = A. Y.

~N

- Bedeld.

Naleznéte staciondrni rozloZen{ teploty uvnit# nekonel-
ného kruhového vélce o poloméru 2 R Jegtliie ria povrohu vélce
Je udriovdna nulovd teplota v bodech <<P<27 a teplota

(é' +ss malé kladné Eiélo).
0.4.,15,

Nalezndte staciondrni rozlofen{ teploty uvnit¥ nekoned-
ného kruhového vdlce o poloméru f Jestlife na jJeho povrchu
je udriZovd Rulovd teplota v bodech &< < 23'!'-6';
teplota (- g jlv bodech kde 2 -E<yp <27, a -% v bodech

(€ ... malé kladné ¥islo).. ¢

S

" B. ﬁLOHY Y PROSTORU

Nésledujici dvd cviéem’. se t¥kaji kruhovych vidleld koned-
né vySky - p¥l jejich Pe¥en{i se uz{vi Beaselovych funkc:[

v(viz m2 Je
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0t4i160

~ Najdéte staciondrni rosglofeni teplety u(r,t) uvnit¥
kruhového vdlce o poloméru R a vySce h , jestlife platd{
jedna z nédsledujicich podminek.

1. Teplota dolrni zdkladny a pld3té Je nulovd, teplota horni
zdkladny zdvisi pouzé na vzddlenosti r od osy vdlce,

2, Teplota dolni sdkladny jJe nulovd, pléEt je tepelnd isolo-
védn, teplota horni{ zdkladny je funkc{ proménné r /vzddle-
noet od osy vélce/. |

3. Teplota dolni zdkladny je nulovd, pldst se ochlasuje ve
vzduchu nulové teploty, teplota horni zdkladny je funkci
proménné r.

4. Teplota obou zédkladen je nulovéd, teplota v kaZdém bodé
plést& zdvis{ pouze od vzdédlenosti bodu od dolni zdkladny.
/Sou¥adnice 2/, '

5. Z&kladny vialce Jsou tepelne isolovény, teplota pld3td je
funkc{ proménné 2.

eo4dl7o

Naleznéte staclondrni rozlofeni teploty uwnit¥ té&less,
které mé tvar vdlce /kruhového/ poloméru zékladny R a vysky
h , urdené jednou z ndsledujicich dvou okrajovych podminek:

i. K dolnf zékladnd Z = 0 se pPivddi konstantni tok tepla g ,
pléé’ﬁ a horni zédkladna jsou udrZfovdny na nulové teploté. .

2. K doln{ zdkladné Z = O se pPivddi konstantni tok tepla g ,
horni zdkladna se udrfuje na nulové teploté, na plasti
probihd vyména tepla s prosti¥edim nulové teploty.

Dals8i evideni se tykaji FeSeni Laplaceovy rovnice na
kouli za podminek, které zaruSi, ¥e Fedeni u (v, ©) nezévis{
na thlu ¢ . Ndvod naleznete v e.2, PﬁII{LAD 3

8;4018
Nalezndte® FeSeni Dirichletovy thly pro Laplaceovu rovnicil
v koull se st¥edem v poldtku a polomérem R za pFedpokladu, Ze

u (R, ¢, 0)= 1),
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. kde

1. £ (0)= cos 8, 2. £(6)= cosze 3. £(©)= cos 20,
4. £(0) = 81n?Q,

004'120
llalosnéte funkei, harmonickou v B (O,R) = {(x, ¥, Z);
2 2 2
x° + y + Z <R} a spojitou v B(0, Rj, pro ktercu plati

(u + /%)L'R =1+ c0s28.

Nalezn&te funkei, harmonickou v R\ B B(O,R), spojitou
v Ry\ B(O, R) a takovou, e

1. u(R, @, );- sm?@, 2. ( - %E)L = 8in® 8,
- ’ =R

‘ 0.4.20,

3. u (R,@,Q)i A cos O,

8s4.21,
Vyjasndte, zda je FeSZitelnd Neumannova iloha pro kouli
B(0,R) v p¥{padd, Ze

1, &4 =A.co8Q, 2, 23 = gin® ,
ar raR 2r =R
R‘aleznéte YeSenf{, pokud existuje!

I

8:4.22, -
Re¥te Dirichletovu \ilobhu v kulové vrstvé 1<r<2 pro

Laplaceovu rownici, maji-1i okrajové podminky tvar

80$,8) = £,(8) , u (2,9,9)=2,(9),
1. 1’1(9) = cosze » T (9) (00529 +1) .
2. ti(@) = cos® O, £, (O)= 4 c08° @ -% .
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3. 1;1 (6)- 1- cos 28, £, (@)= 2 cos 8, 2. u (R, ¢,0)= sin '(3;(/’+ %r). sin’ O,

3. 1 (R,y?, 9 = 8in O cos (290-/‘%}-# sin O sin{p. |
: 4.(u+%) Qsin 0. [V_‘cos (2‘0’-1--74-[)+2Q02(f].'

5e (u +. @_u) = gin 0 .-(sin(p + cossﬂ cosO + sine) .
dr r+R - ' '

4, £, (9)-%0999, 1, ()= 1 + cos 2 O .
o 1’1 (9)- 9 . cos 26 . 'f2 (9)- 3(1 -7 0052@) .

r=R
0.4.23. _

Nalezndte staciondrni rozloZeni teploty v polokouli
o polomdru R, jestli¥e kulovd Jdst hranice se udriuje na st4-
1é teploté T e zdkladna wé teplotu nula stupni.

9.4 27,
Raleznéte FeSeni vnéjdi okrajové ulohy pro Jednotkovou

0.4.24, . _ kouli, mé~-1li okrajovéd podminka tvar
Nalezndte staciondrni rozlofeni teploty v homogenni , _
' . 1 £y = gin T sin O
a izotropn{ kouli poloméru R, Jeltliie ge na k:ulové ploge ' Azl 7 @) .
udriuje teplota u(R, (p 9)- pro 0 36 < =, r=R
= ' 2 JT
(R, ¢,6) = u, pro _2 Se<a . 2 u(1,0,0) = cos?8 . 8in®, sin (99-» -3) .
Ndaledn} e' nékolik cvideni na metodu rozdéleni 'pfomﬁnnych 8.4.28,

Naleznéte funkei u harmonickoun na R N\ B(O,R) a spuji-

v p¥ipadd, ¥e oblast {1 je koule B(O,R) a podminka na hranici
tou na RB\B(O R), kterd splnu;] e okrajovou podminku:

mé abeeny tvar., Ndvod viz e.2, PRIKLAD 4,
3
. R = . . .
0.4.25. 1l ul( ,fp,e) 8in’ 0., cosf. cos (3 P+ 1-)
¥ Jednotkové kouli FeSte olaxajovou ilohu pro Laplaceovu
romiei, Je=-11 dédne:

2. u(®,¥,6) = sin 100¢. £in'0 0 ,

ls u (1 (f’,@)- cos (250 + I) . &l:’Ln2 o . 3. ( - g—g = BinQ coszg ain((p +%) .
2. u_(1,(p,6)-(sin9 + 8in28) .ein (P + %’).’ .
o ' . @.4.29.

3. u (1, ¢, 0)= sin 9 -(sin‘P + 8in©). Re¥te Dirichletovu Glohu v kulové vretvé 1<r<2 pra
 Laplaceovu rovnici, maji-1i okrajové podminky tvar

1. u(l,y,6)= sinpsin®, u (2,4,0) =o.

2. 'u(l,(p,g)s 3_sin'2¢ 8inQ , u(2,(,0,9)_ = 3 con8.

3. u(1,¢,0)= 7 coks(psine, u(2,9,8) =1 cos 8.

40 u(,¢,6)= (>-sin 29). s10?0, u(2,9,0) = 4 u(2,¢,6) .
5e t.;(l,q),@)= 12 cos 8in & cosz-g , U (2,(;?,9) = 0,

4. 28] = 51a'° § sin 100, - 1,
797 |ra) | =0

e.4.26,
V kouli'o polomd&ru R a se gstFedem v poddtku Fe3te okra-
Jovou dlohu pro Laplaceowvu rovnici, je-1li ddno:

1. u(R,(p,@ ‘= gin (2lp+‘%r) . 8in? 8, cog@ .
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6. u(l,y,8)= sin 2§0sm2'9 u(2, Lp &) = cos Z(fsinze

7. u(l, ¥ ,0)= cospein 28, u(2, ¢, 0 « einiein 29 ,

8. u(l,y,0)= 31 sinysin 26, u(2, §,6) = 31 e1n?6 cos 2§
9.7u(1,lf,9)- cos 0, u(2,(f,9) - eo(f(la 8in® - 15 :I.n39).
844430, |

v Eulové vratvd 1< r2 ¥elte nésledu;jici okrajové
dlohy pro Laplaceovu rownicis :

1.(3u +’3)'

2. u(1,,0)= 81n0 sinip (5+6 cos@), 24

E 810?60 sin 2y, u(2,y,6) = -cosb.
T

= 12 six.x(,ﬂsin‘ze.

r=2

3. ﬁ(l,(ﬁ.@)- 1,’/%% o 15 eolf(coﬁze gin® +sinlp 8in2 8 coa@) .

0.4.310
¥V kulové vretvé E<r<1 feite Dirichletovu dlohu pro
Laplaceovu rovnici s pedminkami

le u(%,LP.Q): 0, u (1,?, 6)- .6 GO’EL}? j_nz-g .
2. u(-%,(p, 9) = 30 cosztp 8in®® cosb, n(l,lp,@) = 0.

BeSENS

8.4.1,
Zaddn{ vede k Feleni Neumannovy dlohy Au = 0O, .

U|xe0 = BB + “xlx?a =0, Uy|yuo = = Ea » Uy|yup = Os Kd0 Q

je mnofetvi tepla, vchdzejici stranou OA a vychdzejici stranou
0B, k je koeficient vmit¥nf tepelné vodivosti. Rekenf m4
tvar '

u(x,y) ='42ﬁ‘5 [(y-b)z-_ (x-a)2]+ C, kde C Je konstanta,
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8,442
Ndvod: e.2.2, pF{klad 1, Re!an:[ mé tvar
y sha%'ﬁ) Y sh —I)b'{-
u(x,y) = A ——— sin ‘g~ +B ————28— ain’c—% .
sh—gz% sh -‘7%-
e.4.3,

1. -]5 (1 + ° cos 2q)
3(sin'~p-r sin 3{0)
-34-?-0052({ +-5—coa 4(10
4.g+ar4 cos 4Lf-

9.&040
l. Ar coal‘p-r c.

2.-%51'2 cos 29?+C.

3
3. %‘_- (3::' sin (p - ;;—'5 pin 3 lf)-l- C. /C - libovolnd kongtantni

funkce./

8ede5e
1. ﬁr_ sinlf o

4 T 2n+l 2T 2 2
2. .‘7[-'0 E ('ﬁ) gxil.n£2§+l)2_ __g_Pg arctg R® =~ 2% _ o
n=0 ' 2rRsiny °

8s4.6.
Dirichletova tiloha:

a n

u(r,yp) = ;9 +; (}-) (%cos ny + B, sin n(P).

n+l
Neunannova iiloha: S a (% cos n(f + By sin n(f)-&- C

n=1
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Newtonova liloha:

" .n
u(r,(p} = ) - 8 = (anoa ny + B sin ngﬂ) -
s @n + h)r
/A, B ... Fourierovy koeficienty olrajové funkce./
e.4.7 i

ulr,y)= 01‘52)-1- dgl) R, log %2— +

A () k-1 () k k-1 «(2)_ pkgD),~k
+Z( R+kR1 d)r (kR K Rd(k)

e wy)
{1~k ~k=1 k  [iok=1 ,(2 k , ).~k
Z(ﬂ ])R + le By ))r +(kR 61£ ) - R, ﬁkg))" oin k(7
k=1 {'1 BE + RS R ;k'l) |

xde a(m a ﬁm jsou Pourierovy koeficienty funkce f,, o{(z)a /5(2}
Jsou Fourilerovy koeficienty funkce 12.

eoioao
log r
10 u — J)
L (u2 log 2
2
2.%- 1ogr+ %-’-?—- cos2p.
log 2 3r 6

‘ 604020
S o h(;zn + Dy .i.(en + 0%

u(x,y) = x(a-x) L (2n . 1)3 ch (2n + 1) 7D
2a

e.¢4.10, u(x,y) = al - (x2 + yz).

.0‘0110

ReZen{ hledejte ve tvaru soudtu partikulérniho FeSeni
Poisaonovy rovnice a fedeni{ rowvnice Laplaceovy s nehomogen-
n{ Dirichletovou podminkou.

o
| 4 2 _ .2

u(r,¥)= 53 r4 sin 2¢+ ﬁ}f’m 2t = znr :u(t-«p) pplil

-
4,04)..4_ (46 2 2)a .

we )= [Whent)ed- (61209) 2 -(2-m?)eT | sgn 2

.550120
alr in _T‘Z.nw"

u(rov)'MZ( 1)n—1 J\ ‘ - n

fci;140

Poissoniv integzrdl méd pro tento p¥ipad tvar

2, £2 . 22 '
“(r-‘f)"i%rjl 'T- [ - 2r] cos (=) + r° at.

Odtud 1ze s:[slut p¥echodem £ —> 0+ asymptonickou formuli

v, (1'2 - r2)

- 2 rfeosq?-l-r

.u(Tby)“;’za 2"

0.3.15.' Poissoniv integrdl md tvar

u 12 - 22 -
u(re0) %7" & 2 - 2rf cos (t-0)+ r° a
o 2 |
u, j r2
'f%r' £2 Zé - 2158 cos (t-) + r2 av

¢




Substitueci snadno dospdjeme k vyraza
&

u(ep)= 2 - =9 le

23:*&2
0

Pfechodenm k 1imité pro £—> 0+ dostaneme

1 - 1 dt
- 2rdcon (¢- (f)-l-rf 2%-2rlcos (t-y) +r2]

-3
u(?:lP)N u, Y}‘gfﬁjc“; ?;%2

304.160

[ ] 1
- sh ,_uan d
u(r,z) = nE. a, oy J (AnrR ),, ]

8y 1*1,2,... JE0u kladné koFfeny rovnice J_(a)= 0,

a, = 2R~ -2 J3 (&)f ru (r)d, (&rn'l) dr.

-1
sh gan -1
2. u(r z) = E n &hR ————1 J (R ), kde p, n=1,2,...

-2 =2
Jsou kladné ko¥eny rownice J () = 0,,V_a.n = 2R™°J (p.n) x

xf ru, () J, pnrR"l) ar.
o

3. Tvar Fady je stejny, Jako v pFedchdzejicich dvou pFikla-
dech, PFitom u, n=1,2,... Jsou kladné koF¥eny rovnice

B 3 (@) = BRI (@)= 0,
R

35 (1 + _Jf;f )_1 [ (&] = l r u (r)J, (&rﬁ'l) ar
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| Névod: | Okrajové podminky majf tvar

|ul

r=0< 2 “Iz-o = 0, ("r*hlu)lr-n =0, u}mh = u,(r).

4o u(r,s) = 3 Z[Jo (ﬂrm,nh"l)] -

x sin Jrazh™t Je (ﬂ‘inrh"l), kde J (ix) Je Besselova funkce
nultého Fddu ryze imagindrniho argumentu.

1 b
S t§enTnfnt afx
0

D0

5. u(r,s) sﬁ Z [Jo (ﬂrniRh'l)]-l
n=1
x (T r(f)cos.'f!’nfh'l df) cos Mnzh~t (#nirh'l) .

Ndved: Okrajové pedminky maj{ tvar uz,s-ﬂ = uz]s—h = 0,

ulr-R = f(l).

0-4017.

oo -z -1
1. u(r,s) .Z o, sh &, (h-2)R

n=l ch PnhR'l Jo (pnrR']') ’

kdo& Jdsou kladné ko¥eny rownice Jo(p) = 0, a, = 2—'3&1 ’
- I2(&a)

k - koeficient veden{ tepla. Ndvod: filoha vede na FeSenf
okrajové dlohy pro Laplaceovu rowvanici s okrajovymi podm{nka-

mi -ku lmo =q, “lr—R = nlz-h = 0,

. * sh pn(h-z)R -1
2. u(r.z); a n clnhR J (@nrR ) kde m, n=l 2,...

Jeou kladné ko¥eny rownice ng(p) - BRnyJ, (@) = 0, by je
koeficient vymény tepla,
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e 2F ot (8 )" [ (] 5%

Névod: Olrajové podminky maj{ tvar -kuz]z_o = q,

(o + hln*__B =0, 4y = O
e.g.lf.

1. TR coa O . o
2, 371 (1. - rzﬁ-a) + *°R~2 cos? b .

3. % (rZR'a) P, (qos 9) -% .

4, % - % r2p¢ P, (cos 9) .

2
0.4.19., -} + -—33%35 P, (cos o).

044,20, > . :
-‘% : %—- + &.5 (3 cos’ 6 -1) + C, kde C je libovolnd

konstanta. » 1
- R R 2 _ 1
2.c+(-§- ) TRy -(Hn+3)r3 (oos@ -5),kde

C Je 1libovolnd konafanta.

3
3 0'—‘% B'E cos® , kde C je libovolné konstanta.

2&.21, N
1, Uleha mé FeSeni: u = Arcos@+ ¢, kde C je libovolnd

konatanta.
2, Uloha nemd FeSeni.

901.220

1k s jcoaze-l.

2. 4 [—f.- -1+ r2(3 cos? - 1)] .
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3. -53 - -g + (8 r - 8) l(cose) (—% re- 128)1’ (cos O).
4, -%(1 - r'l) + 'i% (;-g - r)Pl (cos®) + g% (r2 - r"3)P2 (cos ) .
‘5. % -5+4 (53 - r2) P, (cos).

r
Le4.23, ‘
20 =5, (1) R eF)™ -
X Pop, (c0s6) ,0¢<0, §) .
£.4.24,
u(r,6) =i;—u“2'+ “_1_;_52_:(_1)” 3 (222:.%.)) x
&

x (4n+3) P, . (cosO) (E)znﬂ

8.4.25.

1. v cos (2(,04- %’) sinQ

2. (r 8in8 + r° oin 20 ain( +%’) .
3.%--’;;'3 (3 cos 26 +]) +r 8in® sinQ .,
401 +£§§ e1n'®§ sin 109

8:4,26,

1. v sin oy +%") 51n°Q cos O .

2. »2R"2 gin (3tp+‘-%") sin3 @

-2

3. v°R ain?@ cos (2(;3-‘-?-') + rR™L 8in® sin{y ,

2 2
4. 3+ -;7 [— (2+R) (3 c0929 - )+ n(2 cos 2?- gin 2()0)1:
x 8in°Q - 193 -




Ndvod:

(ur ¥ “)|r=R
Hledejte FeSeni ve tvaru

u= A+ Br°p,(coe6) + r2 (c cos 2§ + D sin 2%(2) (cos 0) .

.8 + iy singaind 2 siyfsonOcony 2 3 cor

cos_ -1
R(R+2) 3 TR(R+2 .
Rdvods

Pz(z)(cose)@ cos 2¢ - sin 2)+ -% - % Bycosb)

(u + ”ersa" ginyp P (1)(0059) + % coslp Paa)(cose)-s- -§ - % P, (co86).

ReXen{ hledejte ve tvaru ‘ o )
u=A+3B 'IE‘ ginyp 8in® + C(ﬁ)zcoslf P, (cosb) + D(ﬁ) Pz(coae) .

ee4e27,
i, C - -}-2 si,ne 8in ( -(p), kde C je libovolnd konstanta.
2r

[TB r~* P (1)(c059)+ T -2 Pl(l)(cos.g)] si.n(tp+ %r) .
Ndvod:
u|r=1 = [-1_23 P(l)(cosg n(cos@ij J.n((f-l- .
844,28,
1. R°r~2 8in’8 cos®cos (3Yy+ ‘%r) .
M gin 100981’ .

3.[_2_% ( ) 1)(6059) + m(%) pél)('cos@] sin ((p+ 931') -,

Névod:
(u"uz.)]r-R -[—% 9{1)(0059) + % Pz(l)(cosgi] sin({+ %T) .

feZen{ hledejte ve tvaru

u -[A(%)aiPP)(cosQ) + B(%)B Pz(l) (cos@)] ain (¢ + %) .

P LEL.

- 9040220

9 % (—8—2- - r)coa@ + T%?I (r3-

1. 117' (—r + —5) sinlfsinQ

R (- 9(3913 gr_) mwmze.

30 4 2) cos0+ (ar~ 2—r) 8in0 cos ¥ .

4.{14 - 121"1) P, cos 9) + r2(1 - 3co8%8 - 8in°@ sin 259).
Se ;% coaq?sing(ié- - -5) + %% (-r-g - i'-?:) coa(,b gin 20 ,

r
6s [(%T cos 2{f - %1- sin 2?)1-‘2+ j(- 3% cos 2§+ .}jﬂ_ ainata] 8in0 ,
Te E‘z(-'ﬁ- coslp + 318-_- siny?)+ r"j(%%cos(p- 3-% Einlﬂ)] sin 20 .,

8. % - »%)gin 20 sin{p +(8r2'.- 8r'3) 8in®Q cos 2 (,0..

r
24 12 8100 - 15 sin’9 o

- r) cost + (r2 - 32r'3)s:i,n29 sin 2{.
2.{r + 4072 8inB siny + 3r? gin 26 siny. |
r-2) Pl(l)(cos Q)cosw +%‘167 (r3- r"4) cos(f P 3(1)(008 0)+

+ ﬁ(r:’ - r4) ein 2y Pga)(cose) .
Névod:
U, lr-2 = 22{1 )(cesg)con@ % P(‘?)(cose)ain 2({»’1 3 )(0059) cos {p,
Hledejte refeni ve tvaru
u=far + br"z) 8in0 coslf+ C + dr™L + (fr3 + M'4)P3(1)(0059)coa¢+
+(,lr3 + mr'4) P3(2) (cos8) sin 2 Y .



0.4.31.

- 8+5. HETODA GREENOVY FUNKCE

1. 4 - 20t -3-1-( -3-321'2)1’2 (cos6)+ 3%(321‘2- ;%)Pz(a)(cose)cés 2yp.

Névod:
Ulpay = 2= 2B (cos®)+ P (‘?‘)(0099) cos 2 .

2. J‘-%(r' -r) cos8 + Tf(r- )P%(Z)(cosg) cos 2§ + T%g x

x (r - 4)? (0039)

Névod: _ 5 2) o .
u,r—1/2 = -6P5(cos8) + 6P, (cos ) + P3“(cos Neos 2. .

2,

ﬁe§eﬁ:£ hledejte ve tvaru 3.

‘u =(ar + br 2)P1 (cosQ)+ (cr + dr 4)]?(2)(0099) cosn 2g0 +

+ (gr + hr 4) P3 (0039) 0’1.

2.
3.
4.

pi:

\

1.
2,
3.
4.
D
6.
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Pokud nebude Fefeno jinak, budeme vidy pod Greenovou

funkel rozumét Greenovu funkei pro Dirichletovu dlohu
v dané oblasti.

| ¢cvitent

0.5010

Sestrojte Greenovu funkci pro ndsledujici oblasti v R
Poloprostor x3>0

Prinik poloprostorid 13>0 a x,>0, |
Oktant x1> o, x,>0, x3>0.
o

38

8.5.2.

Sestrojte Greenovu funkci pro nésledujz.c:’. oblasti v R s
Koule [x|<R.
Polokoule |[x|<R, :_:3>0.
Btvrtkoule Ixj<Rr, x>0, X3>0,
Osmina koule |xi<R, x>0, x,> 0,'x3> 0.

3

€e¢5.30

UZit{im metody odrazd sestrojte Greenowvu funkci pro &édst

prostoru, danou vztahem 0< x3<1.

e.S 4,

Naleznéte feéen:’. Dirichletovy lilohy
Au = -f () x3>0; uleo = uo(x)

pro nésledujiéi f a u,s

£, u, Jeou spojité a omezend.
£=0, u = cos X; cos X,
f= oxp (—::3) . 8in X, « cos x2.

f =0, u 9(:2 2 x]) 2)_1/2.

f =0, uO- (1+ X, + X5

2 27-2 2

£ = 2[:1 + x5 +(x3+]) ] » uy =(14x2
- 197 -
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e.5 5e
Nalaznéte Fe¥eni Dirichletovy ilohy

- Au = 0, x>0, 3>-0, ulss v, (x),

(uo je po &dstech spojitd a omezené). ;

005.60
ReXte tlohu e.5.5. 8 né.-sledujicimi funkcemi u

1
in 5x.,»

2 2)‘3/ 2

2. uolx'a_o _0, ‘xB'O = X, (1 + + X,

uo\xz-o = 0, ‘“0113-0 = 9("2 - |x]j)

905 Te
Haleznéte $eSeni Diriechletovy idlohy pro ‘koulilx]< Rs

Au = =f£(x), Ix|<R, ullx = u (x)e

‘05.8:
fe3te vlohu 8.5.7. pro nésledujfcl f a ug;:

l. f=as= cﬁnst, u, = C.

2. f ’lxln' n'o’l,z' ;oo’ uo = 8,
B.r-elxl’ uo"Oo.

0.5020
ReSte Dirichletovu tlohu Pro Laplaceovu rqvniei v polo-

xouli|x]| <R, x; > 0,
8.5.10,

Kalezn&te FeSeni Poissonovy rovaice Au = -f (ix1) ,
TeC (a. = le b) v kulové vretvd a<|x|<b, splnu;jic:{ okra-

jové podminky,

Wixtma = 10 Yim ap = O
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Pozndmka

Greencva funkce Dirichletovy dlohy pro dva;]romirnon oblast ()
mé tvar

6(5,8) = 74 log TE"':}T + 8 (2, %)

kie z = x + ueﬁ, S "g + 1QeQ;

ReSeni Dirichletovy wdlohy /pokud existuje/ mé stejny¥
tvar, jako v p¥ipadé ivlohy troj a vicerozmi¥rné - tj jde-11
o rovnici Poissonovu, dostivime

u(x)= - ja—e'rl(’—’s_)uo@)dss + ¢(z,%) £(§)a S.
S nRQ
V p¥ipadd, Ze oblast Q je ,jednoduée souvisld a mé dosti
hladkou hranici?lla Ze zndme néjakou funkci w = w(z), kterd

zobrazuje konformnd( na Jednoficovj kruh |w|<1l, lze vypod&itat
Greenovu funkeci ze vzorel

- ¥(2) - w(S)
6 (s,8)= 3 logl———w = ©E $)= 1 - w (z) ()

0;50110
Nalezndte Greenovu funkei pro oblasti:
1. Polorovina Im 2z >0.

| 2. Kvadrant O<arg z<i- .

2
3. Kruh [z| <R,

4. POlkruh |zl<R, Im z > O.

5. Ctvrtkruh 12/<1, © <argz<%r.
6. Pde 0<Im z<J.

7. MnoZina 0 <Im z<d , Re z >0,

8.5.12,

Nalezndte FeSeni Dirichletovv dlechy
Aq =0, y>0; u y=0 = Yo (x)
pro nédsledujici funkce u, (x):

l. u, (x)Jje po édgtech spojita a omezena.
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- 2. u (x) -Q.(x-a).

o 1 pro x€ <a,b>
3. ﬁ'(x) = '{

.0 pro x¢<a,b>.
4, u_(x) =(1 + x2)"1,
5. u (x) = x(1 + x°)~L,

2
6. y ] = x -1 .
%9 (x) (1 + x2)2

Te u (x) = cos x ,

€e¢5.13,

Naleznéte Fedenf rovanice Au = 0 v prvnim kvadrantu
x>0, y>0 » nédsledujicimi okrajovymi podminkami:
1. u|S = 1 (x,y) je po &dstech spojitd omezend funkce.
S je hra.nice kvadrantu, sklddajici se z polop¥{mek

{x=0,y2%0}a{y=0,x2 o}
2, u = 0, ulyso" 1.

x=0
3¢ Ujonq = 8y ulpo = b,

4. u

220 = 01 U[guo =0 (x;1).
5. =0, u =X
x=0 ’ y=0 1+x2 (
6e U = 0, u =,
]x=0 * T y=0 (a +x2)2

Te ulno = gin y, uly=0 = sin x.

€eDel4,

Naleznéte FeSeni Dirichletovy dlohy pro Laplaceovu rov-
nici v pdsu O<y< 7' & nésledujicimi okrajovymi podminkami:

1. “,S = u,(x), kde u, je po ¥dstech spojitd a omezend
funkece, /S je hranice pésu/.

2. u|y=0 = 6 (x) ulmu 0.

3¢ Byup = 6 (=, ulw- 0 (x).

4. “fy-o = Q(_x), “ly-ar" D= .

- 200 =

Se u|y_0= B(x), 8] oy’ 9(- x) .

6. u,y_o = COB X, ul!"ﬁ'- 0

0+5.15.
Naleznéte FeSen{ rovnice Au = 0 v polopédsu O<Ly< ",
x>0 s nédsledujicimi okrajovymi podmfnkami:

2. ull_o = 0, u]y-O = gin x, u]y"n,- o

3. ulxao'- o, “ly:-O = th x , u’y’-ﬂr' th x.

4. n]x_o = 0, ul';;.o = 0, ul!'.'lt‘- thx .

8.5,16,
Nalezndte FeSeni Polssonovy rovniceAu = -f(z) v kruhu

|Z[<R p¥i olrajové podmince “llz] =R ™ 4, (2) pro nédsledujfci

funkce £ a u,s

l. £, u, Jsou spojité funkce.
2, I=ma, uO-h.

3, f =g, n=1,2, ..., u,
4, T = sin zZ, u, = 0.

5. £ a0, u, = cosy, kde(,o-rarg Z.

- o.

C 865017

Nalezndéte Feleni Laplaceovy rovmice v piliruhu [z] < 1,

Im z >0, za podminky uls = u (z), kde S Je hranice plllkruhu,
pro ndsledujic{ funkce u (z):

1. v, (z) je po Edstech apoji_té funkce.
20 = Binlf, n = 0,

°I¢-

- = 0 zde r= }z|

°l(p.

Yo lr-l

8= arg =

nol = Q, u‘{?. =1, u -1.
r=1

SR AETART ST

=
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805018!

~ Re¥te Dirichletovu iulohu pro Laplaceovu rovaici na mno-
¥in& Re 3z>0, [z-51>33 “lae gm0 ™ O» U |z=5]=3 = 1.

RESENE
V Fefenich tGloh e.5.1l. - 6.5.10,

Yume = (1) 330 ()P 350 (DE ) .

zavedeme oznadeni:

00501-
(1)

1.
ﬁ"Z yook‘
i L,
2. [ g X - 3,

n, k=0
3, 2 SV Ll
* 4 X -
m,n, K l Yunk
0.5.2.

Oznalime y -'3—5 y, Iyl lyl= R% a analogicky vy ok

1. T'J'r ﬁx ! 'Iyl lx‘- :r'l)'

RPN 1 _ R .
Y| ]

x- yook\

: n+k 1 - R .
3. T%c'i 1) + (] . ¥l |x - yg;nkl)

1, k=0 X = Yonl

1
4. I%f (_I)m+n+k (‘ 1 - R . ).

,n,k= t ymnkl lyllx - yhnkl

= ‘ b vExB
v 2. B cos X

8e5e30
s o -n ) (R -w) [3 -(en + ’3)]2

= le - y1)2 + (xz - 32)2.,_ [13_ (211 __y})}z) .

Ndvod k dloze e.5.4. & k daladim: Uvaite, e v pFipadd,
kdy funkce u, a f jsou po &dstech spojité a omezené a kdy
- hranice, na ni{Z je zaddna Dirichletova podmfnka, je po Zds-
. tech hladkd, mi¥e byt Dirichletova iloha zobecndna takovym
gplisobem, %e vyJddPen{ jejfho FeXeni prostfednictvim Gree-
novy funkce zlstane stejné, jako v p¥{padé, kdy data wlohy
Jsou spojitd (u,, f) a hladkd (hranice oblastd).

905.4.
xg u, (¥)
2 -y]3 Y Y Ax-31 x-y, ve
y3=0 [ x-3] 7350 1x=Yo01

1 coag Izo'

-2 -X
. te 3 . ] é) sinxl co8X,.



B 8:545
" x, j 1 1 2 2
& J um( > )dsy+ | e J By - 2 ) : ]
r KXo . ‘ y r ds ]
32=0J3?' ]I yl l yOOlI | 4XR ¥l aR,y3>0 |x-¥]| Ix - y P ¥
%o,yj-o | x- 313 lx"yoml vzhledem ke sfé¥el|y| = R a rgviné y3=0. |
0.5.6. i?‘&) x a
-4x, -3x, . afb —ixy_ S (11 - £ (¢)d d ‘x' - -
3/2
* + %3+ (x +1) 1
[ 2+ (5 A -2l h g 02 do .
1 X+ X% 3 br 2 1 Ix] (b-a) §
arc . _ 3
3. w arctg 3Y— t g IBVE-.
: 3050110
1 |
ee5.7. 1. 7T log Iz—-s_ kde z=x+iy, 3:5 + 12 .
' 3 2|
= I __I_R = Ix| as, + 77 J 1 - =8 ,)i’(y) dy. . 2. 5= 1log __*z_lz =51,
! ' 1 |1_12 - zf' |
3. log . g
€e5+8. ' 'Eﬂ? R Iz-gl !
- 2 o i = - ]
1. § (n2 - =l ) . | 45k 10z Lz -8l |82 - 2 %]
U2 (g D2 - ; : lz -%] IR® ~ 2 §] ° |
(n+2) (m+3) i 1 2 =372 |nt - (zs)“’l
50 Tf 108 4 P s
R Ix| _ 2 ( |l 1) 3 I" - 34R* - (3) 7]
3. 8 -8 - ﬁ ( 1)+ ‘xl 8 - * ? g
! L. z
Q' ! 6. log 2= 2
| 8e5¢9, - i .z%t'- ® Iez - zgl
| ‘ " leh 2 - ch§|
! - 3 . Te 57= 108 .
l . X u (311Y2) 13 = 3 2 13 )dyl dyp + I 2 leh 2 - chSI
5i ° x-y| lyl ? =y’ N
; lyl 'R,y3=0 { e.5.12. ) i
| ' E /feSeni pFikladu je na konci odstavce/ i




2e5413.

l‘%'[ s, (5 ) (x-g)z +y° (1+§)2 ‘& e

cos x sh (M-y) .
sh

: ‘05 150

B gin® ¥y - sh’x
x K (0,7 |—2 1 a7 . | 2 bed e evote 2 siny shx
¥ b ? x + (3"2) xz + (y + 2)2 |
| YT
{ 3 sh U
3, _shx
B chx+s8iny

o0

+
o

- x 8in2y + ¥y sh2x - X’sin y sh x
1 _1 aret ¥ - x® + 1 . 4 X(ch 2x + cos 2y)
4q E - x arciLg 2Xy . ' -
x

+y2 vy | B e.5.16.

F .2 u __2__2 - la| e 2(Sno 18] le -5

x(y+1) | | g Laar J‘ 18) lz - as fOhog _ a§ dp,
| ! [3t=r R |z -3

[12 + ()’ ]2 - - ' ' { - e |

lr.dez-x-:-iy,s-g + 17, 5-5—,2—122- .

=X

7. e 7 ginx + e~ siny.

Ndvod k vlohém 2. - 4.t UZijte formule z Fe¥eni ilohy
2.5.14. o | e.5.16.1, v uf¥ pFeidete k poldrnim soufadnicin
1 3 u, (§, k%) e~§ i . | g=rel? & =pel®, 0¢yp,0< 2m
1. e” siny o2 (x=%)_ 2ex~ § cos (y-k %) +1 R 2. i (R2 - rZ) + b,

k=0 | ‘&
. et | & Rn+2 1" n+2
L1 grerg SZcc08y = :
2.3 -~ x sarotg prp g (n+2)

4. gin r - gin R +

2}
o
b
O

e~ + cos 2y, .

sin 2y | B 5. Foosp.




P¥iklad 2. Fourierova metoda pro rowmice 8 pravou stranou,
Bud 2 =(0,2)C Rl. Redte rowvnici

(5) 2

2
gt=%+tx , x €(0,2) t>o0
3x

8 poddtedni podminkou
(6) u(x,0)= o
a 8 okrajovymi podminkami (3}, tj.
u(t,o) = u(t,2)= o.

ReZenf. Pokusime se rozvinout FeSeni dlohy (5),(6), (7)
do Pady podle vlastnich funkei dlohy (4), tj. hleddme u(t,x)
ve tvaru

xe< 0,2>

-

u(t,x) = Z C pft) v,

n=)
! an x
kde ‘vn(x) = gin == .

JestliZe rovnd% pravou stranu f(t,x)= tx rozvineme pro
kaZdé t ve Fourlerovu #adu, tj. piZeme

ol
£(t,x) = Z £, (8 v (x) = i(-l)m'1 ﬁiﬁ '

n=1 n=1

dostaneme porovnidnim koeficientld v rozvojich obydejnou dife~
rencidlni rovnici pro c: '

2 _a3ynt+l :
(7) ep®) + ﬁﬁﬁ- ¢, (t)= 5—%}3— 4%, n=1,2,...
8 poddtednimi podminkami

(8) e @ =0
/které dostaneme rozvojem poddtedni vodminky (2)/. Odsud
dostaneme formflni FeSeni dlohy (5),(6),(3)

o0 - _gr 22
u(t,x)= 34('5 Z %11 L—rg“;é(l -e =T 1;)--1:]5:1.11 —7—"’1"1 >
n=1

n
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e R S e D B

o0 2!12
u(t,x)= Z( %65 (-1)™ry 4 sin L4 X x) +
n=1
P
n
+{-§x(4-—x2\+216‘1 sin W—-E—nx .
n=1 7( n

- Presvédlete se, Ze tato funkce je i klasickym FeSenim!

Poznamenejme, Ze Fourierova metoda je pouZitelnd i pro
jiné okrajové illohy, ale zdsadnd jen pro homogenn{ /nulové/
okrajové podmfnky. (lohu & nehomogennimi okrajovymi podminke-
mi 1lze pFevést na ilohu s nulou na hranici, jestliZe se ndm
podaF{ najit funkeci v, YeSici danou rowvnici s danou okrajo-
vou podminkou, bez ohledu na podminku poddtedni. Pak miZeme
Pourierovou metodou hledat funkeci v = u - u . Rovnd% funkei
v, miZeme nékdy hledat ve tvaru souétu_uo = wyH,, kde vy
vyhovuje okrajové podmince, zatimco u, splouje homogemni okra-
jovou podminku a néjakou pozménénou rowvnici /rovnici s vhodnou

pravou stranou/. Podobnd situace jé rozebrdna v kapitole h.

Cvicen{
Pelel Je déna tenkd homogenni tyd délky A, isolované od okold,
jejJiZ poldtelni teplota je rovna

f(X) = CI_(%{-X)

Konce tyde jsou udrZovidny na nulové teploté. Naleznéte teplo-
tu v ¢ase t >0. /Rovnice pro vedeni tepla viz kapitola £f/.

;:-.E&ggg Rozpustnd ldtka s poddtedni koncentraeci ¢, difunduje

g roztoku, uzavieného mezi rovinami x = o, x = h, do rozpou~
Et&dla, které se nachdzi mezi rovinami x = h, x = {, & koefi-
cientem difuse D, Urdete proces vyrovndvdni koncentrace,
jestliZe roviny x = o, x =4 jsou nepropustné.

2,2?2 Je ddna koule ¢ polomdru R, jeji% st¥ed se nachdzi v po-
gdtku soufadnic, Vime, Ze pofdtedni teplota f = f£(r)zévisi
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pouze na vzddlenosti z bodu x od stfedu koule., Povrch koule
ndriujeme na nulové teplotd. Urdete teplotu libovolného bodu

v dase t >0, /Y rovnici vedeni tepla
2 92 2
Al 2(9 .2 1_:,)
= a —% + +
5t 2x 73;% 7t°

zavedte polérni soutadnice a poloZte v=r u./
Pe2,4 Refte rovnici

2
2u 32U ¢y o, x€(0,4)
e ’ .

8 podmi{nkami
u{o,x) = x), u(t,0)= o,

24 (t,4) + Hult,d)= o (H>o)_.

pe2,5 Re¥te pFedchoz{ lohu & okrajovymi podminkami

= Q.

uxs,f

Ps246 Naleznite rozddleni teploty v ty&i o<x <A /e tepelnd
isolovanymi boky/, jestlife na konci x = o je udrZovdna nulovd
teplota & na konci x = I se teplota mdni podle wztehu

ul,t)= A t, A konstantnf (o<t <+00), Poddtedni teplota tyle
je rovna nule. '

Ps2.7 NaleznZte teplotu ty%e o € x € [ 8 tepeln¥ isolovanymi
boky, jestliZe v ty&i jsou spo;jité rozloZeny tepelné zdroje
s hustotou ¢} (t) sin &F, poddtedni teplota tySe je rowms dané
/libovolné/ funkei £, a teplota na koncich je udrZovédna na
nule. /Névod: hledejte partikulérni FeSeni rovnice s pravou
stranou ve tvaru y(t)ein m-jx-, kde (/ je neznémd funkce./

Ps2.8 Nalezndte Feleni dlohy
2
a2 , xe(-mh, ), t> o

Z‘{‘- 2u
] 9x
8 okrajovymi podminkami u(t, ~h)=ult fh’f) =0 t) o) & 8 po-

Zdtedni podminkou u(o,x)= o pro |x|>h, u(o,x) = ?E pro!xi<h.
- 216 -

v jakém smyslu je splizéna okrajovd podminka?

p- 22,9 Reste ilohu p.2.6, jestlife teplota na koneci x =4 ae |
méni podle vztahu u(t,£)= Asinw t.

Pe2:10 Naleznéte FeSeni rownice

U 2

8 poddtedni podminkou u(o,x)= o a s okrajovymi podminkami

o<x</£, t> o

2ult £
X

kde A, H> o0 a £ > o jsou konstanty.

Lt
u(t,0)= A(L -e ), + Hu(t, ) =

Ds2,11 Je ddna neomezend deske tloustky 2 R s poddtedni
teplotou, rovnou nule. Deska je z obou stran stejné zah¥ivédna
konstantnim proudem tepla q. Nalezndte rozd&leni teploty podél
tlouslky desky v libovolném okam¥fiku t > o.

D:2,12 Je ddna tenkd tyE délky 48, sestavend ze dvou &dsti

z rizného materidlu /viz obr./ Konec x = o ty¥e je udrZovén
na konstantni teploté Uy

konec x = { na nulové teplot&.
Poédtedni teplota obou &dsti Je
nulovd., Urdete rozdéleni teplo-
ty v libovolném &ase t > o.

\

0 & o

Ndsledujfci tlohy vyfaduji uZiti Besselovych funkei.,

| Ps2:13 Nalezndte rozloZeni teploty uvnit¥ nekonedného kruho-

vého vdlce o poloméru R, jestliZe poldtedni teplota je rovna

2

u’c=o’u_ (I-RZ)

'a teplota pl43t& je udriovdna na pule.

pPs2.14 Urdete radidlni rozloZfeni teploty ve vdleci z ulohy
p.2.13, jestliZe poddtedni teplota je rovna nule a teplota
plé5t& je udrZovdna na konstantni teplotd u,e

- 217 -




Bs2,15 Difuznim prost¥edim je v4lec o poloméru R, na jeho?
povrchu je udrZovéna konstantni koncentrace Cy. V Zase t, je
koncentrace ldtky uvnit¥ vdlce nulovd. Urdete mnoZstvi Q létky.
které proniklo do tseku vdlce jednotkové délky v 3ase t.

De2,16 Je dén neomezeny vélec o poloméru R, jeho¥ poddte&ni
teplota je rovna nule. Na pld5ti dochdzi k vyzaiovin{ tepla
do okoli, jehoZ teplota je rovma nule., Urdete rozd&leni teplo-
ty uvnit¥ vdlce v Zase t> o.

RESENST A nivopy

_ (‘2n+1!22[ 232

oD
Re2el _8c\ 1 22 @ped) .
u(t,x) = é;a m e ain y; wx.

p.2.2 OC(x,t)=

20 2
C [-1-1-+-2-Z —-—-i—smm e-(gfgr) ot n:?rx].
o 1 T n
: n=1 :

Re¥ime rowici

8 podminkami
,g; x=0 = ©» %%(x=£ = 0, ¢(x,0) = ¢, o<x< h
=0 h<x < £

Pe2s3
u(r,t)= EZ _zrr sin AIE ij(q) afe ap.

n=1

2 ¢

uix,t)= -2-2 ” +51n i -Zr B ix,

w3 P(ptL) "'?.“n

i
3
i
i
|
i

kde p,, a,, 413', ces jBOU kla.drié koFeny transcendentni rownice

tgp.=-t%,-psﬂ,£)o
Pe2+5 2
P t (unx
- . Yy 0B === + p sin
P Y ae % y T

n=1 P(p+2) + &

OW(Z)Q:ncos %—E-i-psind—}f)d

8 &y, Moy Mgy ese jsou kladné koPeny rovnice

kde

2cotgtu=%-£,p=H.g
Ds246 |
u(x,t)=fxt+ éx-iz (xe-,fz)-l- vix,t), odlx<t
a
0t oo,
o ,ﬁ 82:,;
kde v(x 't)=-=zx a,e sin-r-l--l"r-{r--E
¢ 2 al'z
n¥z
3‘82& l z (z [2)3111 y; dz

/Re3ime Wlohu u, = a2 v, e<x<,{ 0< t <o0§ u(o,t) = o,
u(f,t)= At, o<t <xo00 j u(x,0)= o, o<x<l./

Ra2el g

u(x,t)-( j (f)(?.’)e d?:‘) s;i::uj--'-:é5 +
mo _ 0 222 .

2 . '
+7 a_ e 4 sin-ll%E 0< x<f, o< t<+e
n=1
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.28 | |
i

o0 nh _ 292
u(t'x)'?_r%(ﬁ +Zi_in—ﬁz e BP_ i cos -!-l-z‘!). /
n= "

Pro x % + h plat{ lim
ts0"

viude krom§ /libovolnd malyoh/ okoli bodld x = & hj
rovnéZ plati

u(t,x)= u(o,x), limita je stejnomérnd

lim j lut,x)- u{o,x)| dx = o, :
e |
-dar
ut,x)= A7 sinw ¢ +

2
__(nzfa) t nJtk (n.‘!t'a)%c
+39‘-J.A§ & _sin A e £ coswWT AT .
A .
Ndvod: hledejte Fe3eni ve tvaru

u(t,x)= % sin W t + v(t,x) ,

kde v Fe3i rovnici

2 .
%E- azg-ﬁﬁ"—xcoaa}_t
3x A

_8 homogennimi poddtednimi i okrajovymi podminkami.

Ds2.10

kde u, jsou kladnd ¥efeni rovnice

tg(u.-(-g (p = HL > o).

Hledejte Fe3eni ve tvaru

u(x,t)= A (1 - e""t)(l - %5) + W,

. kde w Peii rovniei

-Lt
2
2w 23w Hx
%aa gjx - AL e (1-T.—|_-p-)’
a splnuje podminky - ,
w{t,0)= o, ,3; + H 'lx%l_ o, "lt —o * O
Ps2ell ) 0 )
uftawﬁﬂ(t-—lr‘“ >) -
_ n2 a2 .
2
k’t‘

kde k je vnit¥ni koeficient tepelné vodivosti.
floha vede na FeSeni rownice
2

g podminkami |
k?}-& + qlx____R = 0, -k% + qlsz = 0, Qx (t,0)= 0, u(0,Xx)= 0.

D212

u(t x)::z _1__0__1_ (1- etuj t)sin al Cu;j b 4 (o< x<§),
J=1
2 2.t
? u A -n-J sin a, a1 3
HEa - = (- ) 2, 8y(2-3) *

(§< x <L),

'x 8in a, &y (f- x)
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kde jsou-ko¥eny rovnice
8y ky cotg g &) E+ &, ky cotg az(l-_-g)az = o,

a Aj uréime =2 podm:[nky'

"'1?1]E 1":?j dx + 0292[[133 dx = 1,
§

o

11;] = Aj 8in a, 84
8in a, & 3 ,
Xp; = AJ m—%;ﬁjv—_—gy sin a, py (,f - x).

loha vede na rowvnice

al%\% %2 , o<x<§
32%‘%‘ “u §<x<£,
2x
aia% (1 = 1,2),
g8 podminkami

u(t,0) = u,, u(t,£) = o, u(0,x) = o
Jokrajové a poldtedni podminky/

u(t’§~0)= u(t’g + o)' kl ?_‘L(;_;g_‘__uz?_%a&*_‘”.

. /podminky piechodu/.

2 2
De2+13 s E r M, 8
Jd - == t
u(r,t)= "8, E °(£ ) e R ,

n=1 1 (Pn)

kde 1, By B3s eoe jsou kladné kofeny rowice I, @)= o.

/P#i vipo¥tu koeficientl uZijte formulek z kapitoly m./
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Re2e34

| 2
o Jo(a—l-ﬁr) -é_lll..:_t

2
oo wfor) momse © L

By >0, J, (= o.

2
/ReS{me rovnici g%" = (g;-‘-zf‘ + % Q—%") 8 podminkami
a(t,R) = ot 1 {t,0) je omezend, u(o,r)= o./
Ps2:15 - )
Q(t)= 27r fc r ar = R%c, ( 1-42 2 e_éaﬁJé Dt)
2 ]
o n=1 &n

kde Ay Jsou kladné ko¥eny rovnice J o (@)= 0.
/Viz dloha p.2,14./

Pe2.16 u(t,r)=
2 a2 ) R

N En® %o (n, E |

3L e AR e,

kde »; Jsou kladné koFeny rovnice
P.J;g) + HR J (n) = o.
/Re3ime tlohu :-3-5 = a (-Lé + 2 ':Jr)' u(t,0) je konedné,

%:-”'* H""r:R = 0, u(o,r)= £(ry./

pP-3. Meloda Greenovy funkce /metoda fundamentdlnfho ¥elenf/

A/ VySetFujeme nejprve rovnici pro vedeni tepla pro nekonednou
ty8, na bocich isolovanou, tj. rownieci

(1)
I‘a(u) = 2u!t,x2 _32 ) u“l:.x) = f(t,x)

2t - (t>0, xe Ry,
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u{o,x) = £ (x) X >0

Egéon:[:

Punkel G(x,f,t) hleddme jaio rozd¥leni teploty, odpovidajfed
dvéma bodovim zdrojim, soustFeddnym v bodd £>o0 & -§ , © pro-
dukei tepla rovmou +1, resp. -1, & oSekdvdme, ¥e v bodé x = o
ge vliv obou zdrojd kompensuje. Matematicky: hleddme G ve tvaru

_ 2 | )2

6 (X, ,t)= ﬁ [e

Snadno zjistime, Ze funkce G vyhovuje viem pofadavkim, a Ze
FeSeni dlohy /»/ /za pFedpokladu, %e £, h jsou spojité funkce,
b je omezené a gplnuje podminku souhlasu u(o)= o/. Pro omezeny
interval bychom museli pouZit nekoneXnd mnoho fiktivnich zdro-
j8 a PeSeni bychom doastali v pododé Tady.

Cvifeni
Redel

Sestrojte Greenovu funkci a obecné PFeden{ pro poddte¥ni dlohu
ut-azun-hu+f(t,x‘), x€ Ry, >0,
u{ 0,x)={ (x), x € Rl

/floha o vedeni tepla pro nekonednou ty¢, na jejfch% boeich

probfhé konvektivni vyména tepla s okolim, jehoZ teplota je

rovna nule./ <t
Nivod: zavedenim nové nezndmé funkce v =7 U p¥evedte dlohu

na tdlohu pro ty& s tepelnd isolovanymi boky.

Redeg
Pro fundamentdlni FeSeni dlohy o vedeni tepla u, = a Uy

naleznéte 3as. t, v némf je teplota ¥ bodd x maximdlini,
a urdete toto maximum. /floha o ¥ifeni tepelného impuleu./

Deded
Pomoci Greenovy funkce PeSte iilohu:

2

%%.32’3_.9

9x2 ’ xe Rl’ t>o0,

o x <-£
u(O,I)={UO "_'z(x([
° L< x.

Raded
ReZte dlohu

utaazun,

u(o,x) = o

'xéRl, t>o0

X< 0

- X
= Ae £>o0

/£ > o, A jsou konstanty/.
Deded
ReSte dlohu

ut=aaun..hu,

-®w<x<+00, 0 t< +09,

ro x<-f
u(0,x) = { Uo x ¢ (-4, L)
o x>+l
/srovnej s dlohou 3.3/.

Be2.6
Naleznéte fundamentdlni FeSeni pro itilohu
2
u, = a un-hu,. t>0, x>0
s olrajovou podminkou u(t,0)= o, t> o.

Redel

Naleznéte Greenovu funkeci pro Wlohu

2
w = a® w,, x> o0, t>0, 8 okrajovou podminkou
u, (t,0)= o,% >0, |




 pe3.8 . .
Re¥te dlohu u, = & w, 0<x, 0<% a(t,0) = o, o<t}
u(o,x) = -Uo‘, 0<Xx.,

Pse3e9 Keste dlohu u = 32 - - x,4 € Ry» u(t,o) = U,,

n{0,x)= 0, 0< X,

Ps3.10 ReXte dlohu u, = a2 Upys X> 0 t>oju (t,0) = o, ¥ 0§
u(o,m’--w (x), kde ty(x)-Uo pro 0<x <1, (x)= o pro 1< x.
23,11 Re3te ilohu

u, = azun - b2 °-b:’ k>0, 0<x, 0<%,

u{t,o)= Uo, t>0§ wu{o,x)= 0, X>0.

Pe3.12 ReZte dlohu |
= a® Upps 0<X, o< tj -ux(t.o\ =q , o<ty u(o,x)= 0o, 0< X,

Pa3.13 ReSte Wlohu

w, = 32 Uy - h{u—-Uz) ’ U2 const., 0< X, 0<%y

u(t,o0)= Ul’ o<t5 u{x,0)= Uo’ o< X,

. 1 | ’
Sestrojte Greenovu funkei pro konednou tyd délky /f, jeji%
konse jeou udrfovény na nulové teploté.
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RESENT A nivoDy |
2
Raldsl x
-sht ~ 7 2.
G(t,x)m =S 4a”¢
(£ 2aVrs °

_ (x-8)2
e-h v 432 t
ut,x)= Py s W(E)e af +
Joo b

t
E-h(t—fr) T ) 4a°(t-7)
+“ 2a\fﬂl’(t-’t‘)“ FEL e dg]‘”"

0 =00

2
Bede2 bt = =Z5, . (@) = ke
max ;-E’ Vemelx)

a

u(t,x) = UO[@( 21:-!-[)_@(%)] ’

alt

z _e2
[ e $ df je tzv. funkce chyb.
)

%N

u(t,x) 8.ge--.;(x +a x t[l -@( -;ﬁ—;;-»- aotv;:_)]. |

u(t,x) = U, ™0 t[@(i‘%‘) -@(fv%)}

D126 5

__%.E( =5 _(x+§22
..9.:]_1...3_[3 4a™ t _ o 48 1,;1
22V ¢ ’
xeRi:ge 31-I+§, t>o.

/PouZijte vysledku prikladu 1 a substituce v =' u e‘{' t, nebo
vysledku cvideni p.3.1 a metodu odrazu jako v pFiklaedd 1./

G [x’ Eot)=
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D 2 I : _ (x-§)2 - (§+§j
G(x, £, t)= L [_e bart Lo 40 t]’
2a¥Ymt

Pou?ijte metodu odrazu se dvéma okamZitymi bodovymi zdroji,
které v Sase t = 0 a v bodech E,- ¢ produkuji kladné jednot-
kové mnoZetvi tepla.

De3:8 u(t,x)= U°® (23‘;@ ).

Ps3:9 u(t,x)= Uo[l -(I)( '—2;?;')]-

/Poufijte substituci u(x,t)= v(x,t)+ Uo./

ate,m1m 22 [0 22)- 9]

10

Redeil

2 2
' oo - N1 - Es)]| 4 25 ek
u(x.ﬂ.—(Uo bzkz)[l @( 28E)] + a2k2 e *

, b2 '{e 22k2t-k x [1 _q)(,_-_zg_ + a k\['t)]..

2 a%k® 2aV%
| 32k2t+kx[_ X t}
- ¢ y ®(2aﬁ v k\/-)]
Pe3.12 2
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Pedell

u{x,t) = -Ua -}l-(Uo - Uz)e"h t@(;;_x.ﬁ__) +
e S EE SR

=\t
+ e 8 [1-@(

Dedsl4

Metoda odrazu: ProdlouZime ty& neomezend na obé strany

a uwaistime do bodd Ee(o,,f), §+ 2 kd, x = + 1, + 2, ..,
okamZité bodové zdroje s kladnou Jednotkovou produkei, a do
bodd -§ A "E,i 2/ ’ -§ + 4,{, ++« zdroje se zdpornou jednotko-
vou produkei, Pak ke kaZdému zdroji existuje opadny zdroj,
poloZeny symetricky poedle poddtku, a rovné¥ opa&ny zdroj,

symetricky vzhledem k x = {. Greenovu funkei 1lze vyjdarit
Fadou

2:\/% * m)]} '

_lx-b 4 2f)? _(xek 4k fP
G(x,f,t)= - Vl—_ (e 48° ¢ - e 48t )
alynt k=—o0 )

Metoda rozdéleni promé&nnych:

i _ 1122E2 al .
e

L2 £ T
G(x, £,t) 7 4= | sin -‘-‘—Z—’-‘ sin L’%E—-.
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