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Kapitola 1
Uvod

Studium evoluc¢nich rovnic je velmi stara oblast matematické fyziky a evoluéni
nejznameéjsi zastupce patii zakony zachovéani, vinova rovnice a Schrodinge-
rova rovnice. V této praci bude studovana rovnice tvaru:

u + A(u) + Glu) + F(u) =0 v Q% (0,00),
ulan = 0;u(.,0) = ug, us(.,0) = uy

O rovnici v tomto velmi obecném tvaru se nedd mnoho tici. V této préci
bude A linearni elipticky operator, G a F' spojité realné funkce, na které
budeme pozadovat jisté rustové podminky.

Obsah prace: v kapitole 2 shrneme zékladni znaceni a zadefinujeme pouzité
pojmy s odkazy na ptislusnou literaturu. V kapitole 3 shrneme zdkladni
vlastnosti laplasianu a vybudujeme zaklady teorie prostoru H®, které bu-
dou uzitetnym néstrojem pro studovanou rovnici. S mirnymi tpravami se
bude jednat o rozsiteni a zobecnéni sekce 2.2 z diplomové prace Mgr. Evy
Fasangové [13, str. 9 - 12]. Déle ukdzeme vztah mezi prostory H® a So-
bolevovymi prostory. Prostory H® se daji chapat jako moznd definice So-
bolevovych prostoru funkci s necelo¢iselnou derivaci. A zavedeme pojem
fraktalni mocniny positivniho operatoru a ukazeme souvislost definicniho
oboru fraktalni mocniny laplasianu a prostoru H®. V kapitole 4 dokazeme
existenci a jednoznacnost slabého feSeni rovnice kmitani pevného télesa se
slabym tfenim:

g + CA)"u+ glug) + f(u) =0 v Qx(0,00),
(-A)*ulogg =0,k =1,---n—1,
u(.,0) =up € H", w(.,0) € HY,

kde 90 € C* nebo Q C R? je oteviena, omezend kychle. Navic g, f : R — R
jsou hladké funkce s nasledujicimi podminkami na derivace: existuji kladna



¢isla «, ¢ a 7, navic budeme pozadovat jistou rustovou podminku na f tak,
ze

0<a<d(zr) < ca<oo,
[f'(@)] <v < oo,
x

liminfM > =7,

T—00 €T
kde A; je nejmensi vlastni ¢islo -A na €2 s nulovymi Dirichletovymi okra-
jovymi podminkami. Navic ¢ ma nulovy bod ¢(0). Tyto podminky se daji
preformulovat pro funkce z prostoru H®, s € [0, n]

(9(u) —g(v),u—v) = aflu—vlf.
lg(w) = g(@)llm < aclu— v,
1f(w) = f)llmo < Allu=vllas s €[0,n),

9(0) = 0
lilginf@ > =)l

Dukaz existence a jednoznacnosti slabého feSeni provedeme pomoci
”Galerkinovy” metody a metody shlazeni pocateéni podminky, ktera je ne-
obvykld pro tento typ tloh. Pri dikazu existence a jendozna¢nosti slabého
feSeni pomoci ”Galerkinovy” metody dostaneme mnoho uziteénych infor-
maci a nerovnosti, které pouzijeme v pozdéjsich kapitolach. V kapitole 5
dokazeme, ze dynamicky systém indukovany resici semigrupou je disipativni.
V kapitole 6 dokazeme existenci globalniho atraktoru a explicitni odhad jeho
fraktalni dimenze pomoci dat z rovnice a pomoci citované literatury [3], [4].
Déle aplikujeme ziskané vysledky na specidlni pifpad dat a ddme odpovéd
na nékteré otazky z diplomové prace Mgr. Evy Fasangové [13]. V kapitole 7
shrneme ziskané poznatky.



Kapitola 2

Symboly a pouzité prostory
funkci

Q0 c R? bude oteviend, jednoduse souvisld mnozina a 9Q € C*, nebo
Q) C R? oteviend, omezend krychle, kde pod pojmem 92 € C* rozumime, ze
existuje prirozené ¢islo m < oo tak, ze 0€1 se da pokryt pomoci m otevienych
mnozin U; a N - mnozina miry 0. A existuje m lokédlnich soutadnych systému
tak, 7e restrikce 9|y, je graf funkce z tiidy C*(U;). Rigoroznéji definovany
pojem hranice lze nalézt v Evans [1, str. 6206]

X =Y (X <= Y) - prostor X je spojité (kompaktné) vnoren do prostoru
Y

V definicich Sobolevovych prostorti je @ € N multiindex. Jako vysku mul-
d
tiindexu definujeme |a| := ) a;. Pod znakem

j=1
D® budeme rozumét distributivni derivaci podle multiindexu a

Sobolevuv prostor distributivné (slabé) diferencovatelnych funket:
Wh2(Q) = {f € L*(Q); D*f € L*(),V]a| < k}.

Pojem stop: Necht 992 € C%' u € W'2(Q) potom iekneme, Ze u = 0 na

08 ve smyslu stop, pokud existuje posloupnost u, € C*(Q), u, — u ve
W2(Q) a u, = 0 na 0Q.

Greenova identita: Necht 0 C R? je omezen4, jednoduse souvisld, oteviend
mnozina. Necht déle 9 je lipschitzovskd a u,v € C*(2) potom plati:

/@Cuvz/ uvnde—/v@Cu,
Q o0 Q

kde n je jednotkovy vnéjsi normélovy vektor k 0f2.

Diikaz lze nalézt Evans [1, Theorem 2, str.628]. Této identité se iika ”per-
partes”v d-dimenzich



Soboleviv prostor Wi*(Q) := {f € W*2(Q), D’ f = 0, na 99 pro viechna
|B| < ka D =0 pro |a| <k — 1 na 09 ve smyslu stop }

Pro vice informaci o teorii Sobolevovych prostoru lze nahlédnout do
Adams, Fournier [10]

Prace je o evoluénich rovnicich a pfirozenymi nastroji a prostory pro praci
s timto typem parcidlnich diferencialnich rovnic jsou Bochnerovy prostory -
prostory funkci zavisejicich na ¢ase s hodnotami v Banachovych prostorech.

Bochneruv prostor: LP(0,7;X), kde 1 < p < 0o a X je Banachuv prostor.
Normu definujeme jako ||ul|zr0.7.x) == |||/l x ()] Lr0,7)-

Vice informaci o teorii Bochnerovych prostoru se dé nalézt v Gajevski et.
al. [§]

Soboleviv prostor: W1P(0,T; X), kde 1 < p < oo a X je Banachuv prostor,
obsahuje vsechny funkce u € LP(0,T; X) jejichz slaba casova derivace u; €
LP(0,7; X). Normu definujeme jako

1

T 1
Julbw stz 1= (S lullx () + lllx()de) " pro 1< g < o0 a

[l or:x) 7= ess-supgeyer([lullx (2) + [l x) pro ¢ = oo.



Kapitola 3

Prostory H“

3.1 Laplasian

V této subkapitolce shrneme zakladni vlastnosti laplasianu, které budeme
mlcky pouzivat dal v praci.

Definice 3.1. Laplaceovym operatorem (laplasidnem) rozumime operator
d

A WEE(Q) — LA(Q), kde -A == 8%]%, déle znacime
k=1

(A" =-AA)LWEE(Q) = LA(Q), neNa (-A) = 1.

Véta 3.2. (vlastni ¢isla a vlastni funkce laplasianu)
Necht Q C R? je jednoduse souvisld, omezend mnozina a 9Q € C*. Uvazujme
ulohu

Aw(r) = Iw(z),x € Q,
w(z) = 0,z € .
Potom existuje spocetna mnozina realnych ¢isel tak, ze 0 < Ay < Ay < -+ <
Ap < eee klirn A = 00, wp € Wy(Q), {wy} tvoif ortonormélni bazi L2(£2).
—00
Ar se nazyvaji vlastni ¢isla a w;, vlastni funkce laplacianu.
Dukaz lze najit Evans [1, Theorem 1, str.335].

Pozndmka 3.3. V ptredpokladech jsme uvazovali ”hladsi” hranici, aniz by to
bylo potieba. Toto zesileni predpokladu na hranici je pro potieby nasledujicich
vét a dukazu existence fesSeni.

Véta 3.4. (Regularita u hranice) Necht m € N, f € W™?(Q), 92 € C™*?
aue VVO1 2 je fesenim tlohy

ulpn =



Potom u € W™22 N W, *(Q) a plati nasledujici odhad

[ullwmszz@y < Clm, Q) flwm2 () + [lull2()-
Véta je specidlnim pripadem véty o vyssi regularité feSeni u hranice viz,

Evans [1, Theorem 5,str.323].
Diisledek 3.5. Necht 99 € C>, potom vlastni funkce w; z Véty 3.2 jsou

nekonecné diferencovatelné funkce az do hranice. tj. wy € C(£2).
Dukaz. Staci pouzit predchozi vétu na funkce wy,. n

Lemma 3.6. Necht X je vektorovy prostor, A : X — X linedrni operdtor
(muze byt i neomezeny) a necht existuje A € C a z € X, tak ze Az = \x.
Potom plati A"x = \"x

Dukaz. Uvaz X a x z predpokladu, potom
Ay = A" N Az) = A" Ao = - N

Véta 3.7. (rust vlastnich ¢isel laplasianu)
Uvazujme vse jako ve Vété 3.2, potom Ay ~ ki prod=1,2,3,------ )

Diikaz lze nalézt Davies [12, Theorem 6.3.1, str. 135]

Véta 3.8. (vlastni ¢isla a vlastni funkce (-A)")
Necht jsou splnény stejné predpoklady jako ve Vété 3.2, uvazujme tilohu

(APo() = poa),e e,
(-A)"v(x) = 0,m=0,1,---n—1,2 € .

Potom existuje spocetna mnozina realnych ¢isel tak, ze 0 < p; < pg < --- <

P < cee klim pr = 00, v € C(Q), {v} tvoif ortonormalni bazi L?(€),
— 00
e ~kd, d=1,2,3,--.

Dikaz. 7 Véty 3.2 a Lemmatu 3.6 dostavame, ze funkce wy z Véty 3.2 a
Dusledku 3.5 jsou vlastni funkce operdtoru (-A)™ na Q a éisla up = A} jsou k
nim piislusejici vlastni ¢isla, hladkost vlastnich funkci dostavame z Dusledku
3.5. Z Véty 3.2 vime, ze systém {wy} tvoif ortonormalni bazi L?(Q2). Nyn{
dokazeme, ze zadné dalsi vlastni ¢isla a vlastni funkce neexistuji. Pro spor
predpokladejme, ze existuje § a v tak, ze 8 # u; pro vsechna k a v je
prislusejici vlastni funkce.

Bv,wi)rz2) = ((A)"v,wr)r2@) = (v, ((A)"wk) L2@) = (v, wi)2(0) (3.1)

z toho nam plyne, ze (v,w;)r2() = 0, k bylo libovolné. A tedy v je kolmé
na béazi L*(Q2). Spor

e ™~ k%n, d=1,2,3,--- plyne z predchoziho a tvrzeni Véty 3.2. O
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Definice 3.9. Otevienou krychli v R? budeme rozumét kartezky soucin

d
otevienych intervalu (0, L), tj. [](0, L).
=1

Véta 3.10. Necht Q C R? je oteviend, omezend krychle: {x = {x1,--- , 24} :
0<z;<L;ji=1,---,d}. Uvazujme tlohu na vlastni ¢isla

Au(z) = du(z),z € Q,
u(z) = 0,z € 0N.

Potom funkce

2\ ¢ & kix;
wy = (Z) ’ Z'llsin (7 sz) (3.2)
parametrizované multiindexem kladnych pfirozenych ¢isel k := (k1,- -+ ka)

tvoif tiplnou ortonormaln{ bazi prostoru L?(2) a piislusejici vlastni ¢isla jsou

i 2 2
Aj = ﬁ(k‘l + k7). (3.3)

Pozndmka 3.11. Pro usnadnéni zapisu si usporadame vlastni ¢isla, dle vysky
multiindexu do neklesajici posloupnosti a ocislujeme je pomoci k € N

Diikaz. Ze funkce wy a &isla s jsou vlastni funkce a vlastni ¢isla se overi
piimym vypoctem. Ortogonalita plyne z ortogonality trigonometrického systému
{sin kz} a Fubiniho Véty. Normalita se obdrzi pifimym vypoctem: staci si
uvédomit, ze fOL sin? (’%%) dr; = % a pouzit Fubiniho vétu. Ze funkce wy
tvoif bazi L*(Q) se dostane z Evans [1, Theorem 1, str.335]. O

Pozndmka 3.12. Funkce wy z Véty 3.10 jsou prvky C>°(€2).
Nésledujici véta je analogii Véty 3.8.

Véta 3.13. Necht jsou splnény vsechny predpoklady jako ve Vété 3.10.
Uvazujme nésledujici ulohu:

(-A)"v(z) = p(z),z e
-A)™(x) = 0,m=0,1,---n—1z¢€ .

Potom funkce

d
2

k’il'i
)

- (3.4)

sin (7r
i=1

aim (3

parametrizovdné multiindexem kladnych pFirozenych éfsel k = (k1,- -, kq)
tvorf tiplnou ortonormdln{ bézi prostoru L?(Q) a prislusejici vlastni ¢isla jsou
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A= (Z—Z(kf bt kfl))". (3.5)

Diikaz. Dukaz je analogicky dukazu Véty 3.8 a diky poznamce mame

Wi € OOO(Q)

3.2 Prostory H”

V této kapitole si zadefinujeme prostory funkei H%, které jsou prirozenym de-
finicnim oborem pro studovanou rovnici. Ukédzeme zakladni vlastnosti téchto
prostoru a jejich vnoreni do jinych prostoru funkci.

V této podkapitole bude  C R? jednoduse souvisld, omezend, oteviend
mnozina, 0Q € C*, nebo Q C R? bude oteviend, omezens krychle , wy, A\
vlastni funkce a vlastni ¢isla laplasianu z Véty 3.2, v piipadé krychle z Véty

3.4. V obou piipadech jsou funkce wy prvky C*().

Definice 3.14. Pro a > 0 definujme prostor
H* = {f € L*(Q); };)\g(f, W) 720y < 00}

Oznacme ¢ == (f, wi)r2(0) = fQ fwrdz. Na prostoru H* uvazujeme skaldrni
souc¢in a normu

f = Z CrW g = Z dkwk (., -)a = Z )\?dek
k=1 k=1 k=1

||f||H°‘ = Z)\(Igci =V (f7 f)oz-
k=1

Konvergenci téchto formdlnich fad bereme ve smyslu prostoru L%(f2).

Ovérme, ze takto definovany skalarni soucin je skutecné skalarni soucin.
Staci ovérit, ze pro f,g € H* je (f,9)a € R:

1(f,9)al = ‘Z)\E)\Eckdk! < Z)\f‘clz Z)\‘,‘}di < 0.
1=1 k=1

k=1

Pozndmka 3.15. Pro a = 0 dostavame prostor L%(Q) - pifmo z Parsevalovy
rovnosti.

N

Lemma 3.16. T = {f € L*(Q), f = Y. apwy,ar € R, N € N} je husty v
k=1

He.



Diikaz. Vol e > 0 a g € H*. Reprezentujme g = > cpwy. Potom existuje
k=1

o
no > 1 tak, ze plati > A¢c? < &2, potom polozme
k=ng+1

no

f:=> cwi aplati ||f — g|lpe <e. O
k=1

Véta 3.17. Prostor H* se skalarnim souc¢inem (., .), tvoii Hilbertuv

prostor.

Dikaz. H* je linearni - snadné ze Schwarzovy nerovnosti. K dokonceni
dukazu staci ukazat, ze prostor H® je uplny (norma je indukovéana skaldrnim
soucinem (.,.),). Necht {f,} je cauchyovské posloupnost v H®

fn:ZcZwk n=123---.

Polozme ¢, := 111_{1 cp, tato limita existuje z cauchyovskovosti posloupnosti
n—-+0oo

fn- Déle polozme g = Z cpwy, potom z definice cauchyovské posloupnosti
k=1
volme ¢ > 0, k tomuto € najdéme ng € N tak, ze pro vSechna m,n > ng:

| fro— fmllge < e. Limitni pfechod m — oo dava || f,,— gl g= < &. Z nerovnosti
W full e = Ngllmel < I[fo = gllge < € plyne, ze g € H*. Tedy prostor H*
je uplny v normé ||.||ge, norma vznikla ze skaldrniho soucinu, tedy H® je
Hilbertuv. O

Pro potieby dalsi prace budeme potiebovat védét, jak vypada dudlni prostor
k prostoru H®.

Definice 3.18. Definujme prostor formélnich fad H~% := {)_ dywy, kde
k=1
> A %di < oo}. Na prostoru H~* uvazujeme piirozenou normu

h =Y dyw, € H™®, potom ||h||%_ o := > A\ “d3.
k=1 k=1

Pozndmka 3.19. Konvergence fady v definici prostoru H~“ neni ve smyslu
prostoru L%(Q), ale L?(Q2) je spojité vnoieno do H .

Diikaz. Vol f =" cpwp € L*(9). Potom

k=1
2 A\ 7 o e 2 y—a £)2
11 = ZAk ¢t = (A—l) <A G = A B
k=1 k=1



Véta 3.20. H™“ je dualni prostor k prostoru H® s nasledujici reprezentaci:
necht f =Y cuwr € H* a g = dwwp € H @ tak, ze

k=1 k=1
<f7 g) = Z dek
k=1

Dikaz. inkluze H™® C (H "‘) je jasna. Dokazme obracenou implikaci.
Zvol G € (HO‘) definujme posloupnost ¢isel dy, = (F,wy), a polozme

u =Y drwg. Potom pro kazdou f = > crwp € H*
k=1 k=1

(G, [) =) cndy. (3.6)

k=1

Zvol ¢ = dpA,“ pro k < N,¢, := 0 jinak. Potom s vyuzitim Cauchy-
Schwarzovy nerovnosti dostaneme

D ordy = PO D AN <
k=1

(3.7)

Timto jsme dokazali, ze u € H~*. Takto ziskané u ndm reprezentuje funk-
ciondl G. Tedy H™* > (HO‘>
O

Pozndmka 3.21. Ptedchozi véta tika, ze prostor H ™ je dudlni prostor k pro-
storu H¢. Z vét z funkcionalni analyzy vime, ze dudlni prostor je vzdy uplny.
Tedy dostavame, Ze linedrni normovany prostor 4~ je uplny. Podobné jako
v Lemmatu 3.16 bychom dokézali, ze prostor H~“ je separabilni.

Véta 3.22. Necht 0 < 8 < «, potom H® << H? a toto vnoien{ je husté
a kompaktni.

Diikaz. Vnoteni H* — HP: vol f € H®. f =Y cpwy
k=1

10



||f||Hﬁ—ZAﬁck— i(”ﬂ) 2<ABZ(A’“) ¢t = NS

k=1
Kompaktnost vnoreni H* — H?: Necht {f,} je omezend posloupnost v H®,
potom lze {f,} vybrat konvergentni podposloupnost v H?. f, = >~ ¢ nws

k=1
a||fullze < C Vole >0

k,n < Wkiv (;’I)acin < # <e (3.8)
" =n M

pro N dost velké. Potom N-tice posloupnosti {cx ,} jsou omezené ¢iselné po-
sloupnosti (koeficienty posloupnosti stejnomeérné normové omezenych funkef)
, diagonalnim vybérem vybéreme konvergentni podposloupnosti, oznacme je
{¢k,m} a k nim vybrané funkce f,, . K danému ¢ z konvergence {cy, ,,, } exis-
tuje ng; Ym,l > ng:

)P o 2
> (,T’f) (Chm —Cry) <€

k=1

N—-1 00

A\ B A\ B
W = Fullirs = M (25) (=) + D0 (5) (R — )

)\1 )\1

k=1 k=N

N—-1
A\ B

< N ()\_k> (Chm — Cit) + 2€) < M3e.
k=1 1

Posledni nerovnost tikd, jak vybirat cauchyovskou podposloupnost a prostor
H? je tplny. Z toho ndm plyne kompaktnost operdtoru identity.
O

Nyni mame vySetfenou hierarchii prostoru H®.

Z poznamky za definici prostoru H~® vime, Ze prostor L?(2) se d4 spojiteé
vnotit do H~* pro a > 0. Nasledujici lemma nam dé vztah mezi normami
v prostorech H* a H? kde a, 5 € R.

Lemma 3.23. (vztah norem) Necht 8 < a a f € H?, potom
113 < X211 F e

Dikaz.
- A > A\ B—ata
Ife = Z)\gciz/\ﬁz<)\’;> 2:)\?Z<>\_116> * 2 <
k=1 —
< NS () =N S Mt = XS
k=1 k=1

11



Dulezity ptipad je f = 0. Potom nerovnost mé tvar

110 < AT 1F e (3.9)
Nynf ukdzeme, ze H" — W™%(Q)
Véta 3.24. H* — W?2(Q) N W, *(Q)

Diikaz. Necht f € H* f= > cyws, potom ve smyslu distribuci
k=1

Vf B chVwk
-Af = Z)\kckwk

VEAS) = > eV

CAF = > Newr = (D) fll720 Z)\QnQ
k=1
= [ f 20

Posledni fada konverguje ve smyslu prostoru L?(€). Konvergence predchozich
fad se ziska pomoci Cauchy-Schwarzovy nerovnosti nebo pomoci per-partes:
piedpoklddejme, ze f € H' a Vf € L*(Q) potom

00 00 N N
IVFIZ: = O aVwr, Y aVw) = A}i_rgozzckcz(vwk, V) =
k=1 =1 k=1 =1
= ]\}EOZchCZ/VkawZ
k=1 l=1
N N
= lim [ — A }
N_mzzckcz /(?kale /ka w;
k=1 l=1
= ]\}i_lgokz:li:ckcl)\lékl = hm ch)\k
1 1

(o]
= > dh= 11
k=1

Dalsi piipady se udélaji zcela analogicky. Takto derivované funkce maji svého
reprezentanta v H?" uréeného jednozna¢né s.v. .

12



Vnotenf H?>" < W™ N W,2(Q):
Z piedchozich nerovnosti dostdvéame, Ze pro f € H?" je Vf € L?(Q).
Oznacme -A f = g € L*(Q2) jako pravou stranu slabé formulované rovnice:

(Vi Vw) = (g.0) weWg?(Q),
floa = 0.
Dle Véty 3.4 dostdvéame, ze f € W2>2(Q) N W, *(Q). Nyni budeme iterovat
predchozi tivahu ((-A)2f = g)a postupné obdrzime f € W2»2(Q)NW,>(Q).

Z vlastnost{ funkei wy plyne, ze (-A) flaa = 0 ve smyslu stop pro j =
1,2,---n—1.

Celkové dostavame tuto hierarchii:

HY = L*Q),
H' = W%(Q),
H? — W>(Q)nW,?,

H> s WPr2(Q) N W2

3.3 Alternativni zavedeni prostoru H“

Necht 2 C R? oteviend, jednoduse souvisld, omezend mnozina a 9Q) € C>,
nebo  C R? omezend, oteviend krychle. Potom systém vlastnich funkci
Laplaceova operdtoru {wy} tvori ortonormdlni bézi L?(Q2). Déle z dusledku

Véty 3.4 vime, ze wy, € C®(Q) pro 92 € C*®. A z Véty 3.10 vime, ze
wr € C=(Q) pro Q C RY omezend, oteviend krychle. Dale z ”per-partes” pro
u € Wy?(Q) dostaneme:

(-A u, U)LQ(Q) = (Vu, VU)LQ(Q) > CH’U/H%2(Q). (310)

Tedy -A je positivni operator. Kazdou funkci f € L?() muzeme napsat ve

tvaru f = > (f,wk)r2@wk- Tento zapis motivuje k prirozenému zavedeni
=1

"fraktalni mocniny” (-A)® pro a > 0:

Definice 3.25. Fraktalni mocninu (-A)* pro a > 0 a f € L*(Q) definujeme
jako:

(CA)f = A wr) @)@ (3.11)

k=1
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Definiénim oborem (-A)*

je
D((-A)*) = {u € L*(Q); Z \e(f wk)Lg( o) < 0o} A jako normuna D((-A))

uvazujeme:

||UH2D((-A)a) = ((-A)%u; (-A L2 Q) = Z)‘k (f, wr) L2 (3.12)
Norma na D((-A)®) vznikne ze skaldrniho soucinu (u, v) p(ajey = ((-A)*)w;v) r2(0)-

Nyni je vidét, ze definiéni obor (-A)? je vlastné v predchozi podkapitole
definovany prostor H?*.
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Kapitola 4

Existence a jednoznacnost
slabého reseni

Po zbytek prace bude 2 C RY otevien4, jednoduse souvisld, omezend mnozina
a 00 € C*, nebo Q) C R? omezend, oteviend krychle. Hlavnim cilem a napln{
této kapitoly bude dokazani existence a jednoznacnosti slabého feseni rov-
nice:

U + (—A)”u -+ g(ut) —+ f(u) =00 x (0, OO), (41)
(—A)ku‘ag = O,k = 1, e — 1,
u(.,0) = ug € H",uy(.,0) € H.

Kde [u, u] € C([0,00); H")xC([0, 00); H?). Po zbytek prace budeme pouzivat
oznaceni pro energeticky funkciondl Efu](t) := |lw]|30(¢) + [Jul/Fm (£).

Definice 4.1. (slabé casova derivace) Necht H je Hilbertuv prostor se
skalarnim soucinem (., )y a B je Banachuv prostor tak, ze

B—w H~H — B
Necht B je husty v H, je-li u € LP(0,T; B), ozna¢me u, prvek z LP' (0,T; B)

takovy, ze
T T
/ Ut, v / u,v) g (t (4.2)
0

Vo € B,p € C3°(0,T). Potom funkci u; nazyvame slabou ¢asovou derivaci.
Vyssi derivace definujeme analogicky:.

V nagem pifpadé je B= H" a H = L*().

Definice 4.2. (slabé feseni) Rekneme, 7e u € L>(0,T; H") s
u; € L0, T; H®) a uy € L*(0,T; H™") je slabé feseni (4.1) s
(-A)Y*u(., t)]oq = 0,k = 0,1---n jestlize plati:
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(u, 0) + ((-A)2u, (-8)2@) + (g(w), ) + (f(u), ) =0, proswv.tel0,T],
e H" a u(0)=uy u(0)=u.

Lemma 4.3. Necht H je Hilbertuv prostor se skaldrnim souc¢inem (.,.)y a
B je Banachtuv prostor takovy, ze B — H = H* — B*. Necht B je husty v
H, 1< p < co. Potom prostor W = {u € L?(0,T; B);u, € L”(0,T; B*)} je
spojité vnofen do C([0,7]; H)

dukaz 1ze najit v Gajevski et al. [§]

Véta 4.4. Necht 0 < T < oo pevné au € WHP(0,T; X) pro ngjaké 1 < p <
oo. Potom

(i) we C([0,T],X) (po predefinovéni na mnoziné miry 0),

(ii) org%}}”“(t)nx < O(T)|lullwreorx)-

Dikaz lze nalézt Evans [1, Theorem 2, str.286]

Pozndmka 4.5. V definici slabého teseni pozadujeme omezenost feSeni v
normé prostoru L>=(0, T’; H") a tasové derivace v normé prostoru L>°(0,T; H°),
toto slabé feseni patii specialné do prostoru

W ={ue L*0,T; H®),u; € L*(0,T; H°)} a dle Lemmatu 4.3 se d4

W — C([0,T], H®). Z tohoto vnofeni ndm plyne spojitost w.

Z definice slabého feseni rovnice (4.1) pozadujeme aby u; € L>(0,T; H°) a
uy € L>(0,T; H™"). Z toho nam plyne, Ze u; € WH(0,T; H™™).

(H° Cc H™™) Dle Véty 4.4 je u; € C([0,T]; H™™). Spojitost v ¢ase nam ik,
ze se pocatecni podminky nabyva.

Véta 4.6. (Aubin-Lionsovo lemma) Necht o € (1,00), 8 € [1,00]. Je-li X

Banachuv a Xy, X1, reflexivni separabilni Banachovy prostory takové, ze

Xg—o—=> X = X4

pak

{v e L*0,T; Xo); v, € LP(0,T; X1)} < L*(0,T; X).
dukaz lze najit v Simon [7]

Véta 4.7. (Gronwallovo lemma) Necht y(t), g(t), h(t) > 0 Vt € (0,7T)
a h,g € L'(0,T). Pak pro absolutné spojitou funkci y(t), kterd spliuje
nerovnici:

d

Zy(0) < g() + h(t)y(t) Vi€ [0,T].
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Plati

t t t
h(s)ds h(v)dv
y(t) < y(0) eg +/g(s) eOf ds Vtel0,T].
0
V pifpadé, ze Ly(t) < h(t)y(t) na [0,7] a y(0) = 0. Potom y = 0 na [0, 7]

Diikaz lze nalézt v Evans [1, Theorem J, str. 624]

Lemma 4.8. Necht [u,u;] € L>=(0,T; H")x L>(0,T; H°), oznacime-li E[u](t) :=
ullFm + |lwll30 a Eslul(t) = Elul(t) + 6(ug, u)r2(q). Za predpokladu, ze

§ < AL, potom dostavame LE[u](t) < Es[u)(t) < 2E[u](t).

Dukaz.
JwellFo | 227
O|(we, w2y < 6wl mollwl| go < — T THwHHO <
lwellzpo | Nwl|Fm _ Elw](?) (4.3)
- 2 2 2 ' '

Z ptedchoziho sledu nerovnosti dostdvame ekvivalenci Flu|(t) a Es[u](t) tj.:

%E[w](zﬁ) < Es[w](t) < gE[wKt)- (4.4)

]

Véta 4.9. (Existence a jednoznacnost slabého feseni) Pokud navic plati:
g, f : R — R jsou redlné funkce a V[u,u], [v,v;] € H" x H° plati

(9(u) —g(v),u—v) = alu—vljo, (4.5)
lg(w) = g(v)llao < callu = vl|ao, (4.6)
1f(w) = f@) < Allu—vllas, s€[0,n), (4.7)

9(0) =0, (4.8)

lim inf@ > =L (4.9)

|| =00 X

Potom pro kazdou dvojici [ug,u;] € H™ x H° existuje jednoznacné u €
C(]0,00); H") a uy € C([0,00); HY) Teseni (4.1).

Nez pristoupime k vlastnimu dukazu véty, zminime nékolik pozorovani o
nelinedrnich ¢lenech a dokazeme nékolik uzite¢nych pomocnych tvrzeni.

Poznamka 4.10. Nékolik slov o rustovych podminkach:
(4.5) a (4.6) iikd, ze funkce g je monotonni a koercivni,
(4.6) tika, ze funkce g je lipschitzovska,
(4.7) 1ika, ze funkce f je lipschitzovska.
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O vyznamu podminky (4.9) pojednavaji néasledujici lemmata.
Lemma 4.11. Necht f: R — R spojitd. Potom je ekvivaletni:
(i) I >0,CeR: (=\P+0)z> —C < zf(x) z €R,

(i) liminf {2 > 7,

|z| =400

Diikaz. (i) = (i7): snadno plyne z limitntho pfechodu
(73) = (i): plyne z definice liminf a spojitosti f O

Lemma 4.12. Necht f : R — R spojitd, necht ddle je splnéna nésledujici
rustovd podminka: 30 > 0,C' € R: (=} + 0)2? — C < zf(z) x € R. Potom
de > 0,C € R tak, ze

%(—X; +e)z® - C < /Ow f(t)dt.

Diikaz. 7 predchoziho lemmatu vime, ze rustova podminka je ekvivalentni
liminf {2 = —\7 4+ 0 > — A}, kde 0 > 0. Nejdiive budeme piedpoklédat, 7e

|z|—o0
x > 0: z definice liminf existuje M > 0 tak, ze pro x > M plati: @x >
(—=AT + 0)z. Ze spojitosti f dostdvame:

fx) >\ +0)x—C, xe(0,00),
kde C' > 0. Konec¢né integraci a pouzitim Youngovy nerovnosti dostavame:

[r0a = 0i+0% -z 0i+0% - o_a
0

)% - (4.10)

Pro x < 0 se v8e udéla analogicky. Nyni se uréi € a C' pomoci nasledujicich
rovnosti:

0
e=, (4.11)

1
C' := max{Cy; CQ}%. (4.12)
O]

Disledek 4.13. Ozna¢me F' primitivni funkci k f. Za predpokladu
Lemmatu 4.12 dostavame tyto nerovnosti:
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/Qf(U)u > (0= M)l = C1 = (0A" = Dlullfn — C1, (4.13)

— A\ et =1
[rw = S - ez PO g - e (@a9)
Q
, kde C1,Cy € R
Diikaz. dukaz je pifimym dusledkem predchoziho lemmatu m

Lemma 4.14. Predpokladejme, ze existuje feseni (4.1) s poc¢ateénimi podminkami
[ug,u1] € H™ x H° na [0,00). Za predpokladu (4.9). Potom energeticky
funkciondl feseni [u,u;] rovnice (4.1) s pocatecnimi podminkami [ug, uq] je
omezena funkce na [0, 00).

Diikaz. Rovnici (4.1), pfendsobime u; a integrujeme ptes 2

——E / /f Jugdzdt = / g(u)updr < —allug|?o <0

upravou dostavame

L + 4 /Q Fu(x, 1))dz < 0

Integrujme predchozi nerovnost ptes (0, t) a pouzijme dusledek 4.13 a obdrzime:

0 > Eul(t)+ 2/ F(u)dx — E[u](0) — / F(u(z,0)dzx
Q Q
>l + luellzo — (1= A7) fullf. — €
> CE[u)(t) — Cy (4.15)
,kde €' := min{1,eA\{"} a Cy := —Co—E[u](0)— [, F(u(z,0)dx. Z pFedchozi

nerovnostl plyne, ze Efu](t) je omezena funkce na [0, 00).
0

Diky predchozimu lemmatu ma smysl pozadovat omezenost feseni v case v
normé prostoru L>(0, 00, H") x L>(0, 0o, HY).

Nyni prejdeme k vlastnimu dukazu Véty o existenci a jednoznacnosti feseni
4.9.

Diikaz. jednoznacnost: Necht existuji dvé feseni v a v, poloz w = u — v

uy — vy + ((A)"u = (-A)"v + g(u) — g(ve) + f(u) = f(v) =0 (4.16)
u(.,0) = u(,0) = 0; (<A u(., t)|ogg = 0;k =0.---n—1
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Rovnici (4.16) ”otestujeme” wy 1= u; — vy

L w)e) + o <l furllo < s
—— W allw w s || W —||W
2 dt o = WL = 5

d 2
- Blw](t) + allwlo < 5w

«
e

e (4.17)

Zavedeme oznaceni Es[w](t) = Ew|(t) + 0(w,w)r2(q). Snadno vyjde, ze
plati: < (w,, w)r2(0) — (W, w)r2) = [|wel[}0. Z Lemmatu o vztahu norem
(3.23) vime, ze ||w||3. < AT |lw]|30.

Rovnici (4.16) ”otestujeme”w := u — v:

d
[wllfn = —(we, w)L2) = l[wellfgo + wllm <

dt
cal[w| ol|wl| o + ][]

a2

“2

ca|wl[30 + eAy*|w]

_|_

(wtu w)LQ(Q)

IN

mel|w]|go <

IN

2
e S

1 —s
[wil[F0 + C§HwH?{o + A [[wl

2 A2 W% (4.18)

IN

Koneéné dostavame:

d s =s
— (Wi w0) 20y + [wll < (ca® + Dllwlio + (A" + A7) [[w]lp.. (4.19)

Nerovnost (4.19) vynésobime 6 > 0 a pri¢teme k (4.17)

d 2 =
@ Bsfu)(0) + (o= e + Dlfunl + 10l < 2+ 8(AT 4 90T ol
Polozme ¢§ := %min{ﬁ, )\1%} a oznacme K := 75+5(c)\1_5+7)\1%5). Potom
d
—Es[w)(t) + 0 Bpw](t) < K [wllz, (4.20)

0 bylo voleno tak, aby splnilo predpoklady Lemmatu 4.8. Tedy dostdvame
tyto odhady na chovani energii:

1 3
£ Elul(t) < Byful(t) < S Blul(0) (4.21)
Kdyz ddme dohromady (4.20) a (4.21), potom Gronwallovo lemma pouzité

na interval [0, 7] iika:

Sup Ew](t) < C(T)(|lwell30(0) + [lw]|3(0)) = 0. (4.22)

Z toho plyne, Ze TeSeni je jednoznacéné pro T' < oo libovolné, z toho nam
plyne globalni jednoznacnost v case.
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existence: nejdifve budeme piedpoklddat, ze [ug,u;| € H"™ x H'
Krok I.
Galerkinovské aproximace

CN (t)wr, (4.23)

J

I~y
=
Il
-

s pocatecnimi podminkami O} (0) = (ug, wj)r2(q) a (C1N)(0) = (u1,w;) 20y
Toto aproximativni feseni spliuje nasledujici slabé formulovanou obyc¢ejnou
diferencialni rovnici:

(ugg ) + (A" w) + (glur ) w) + (f(u”),w) =0, 1=1,2,---N,
Z anwk L2(Q Z Ulawk L2(Q)-

=1 =1

Podle Peanovy (klasické) teorie 3Ty > 0 (vSechny ¢leny v rovnici jsou spojité
funkce) tak, ze existuje feseni rovnice (4.24) na [0, Tx|. Déle dostdvame, ze
[UN N] c Hn+1 % Hl

Krok 2. Mame slabou formulaci tulohy (4.1)

(g, w)+((-A)"u", w)+(g(uy"), w)+(f ("), w) =0, Vw € spanfwy, -+, wy}.

Rovnici (4.24) ”otestujeme” ul:

Lt [ earata + [ o+ / fayu =0,

1d 1d .,

sl + SR+ [ ol == [ faul

1d

§£EWﬂ@)+'MWHMU<ﬂWMM#%Hm (4.24)
Z Youngovy nerovnosti snadno obdrzime: ||u®||gn|[ul |0 < M déle

vitme, 7 u¥ e < A7 a1
Posledni nerovnost v (4.24) implikuje:

1d . » 1d . » n E[uM](t)
- < Z— 0 < Tz —_— .
577 P10 < 52 Ble”](0) + allu’ | YA 5 (4.25)
A tedy
ﬁﬂmﬂ@gyﬁ¥Ewmw&%W’wawmog&%)<m.@%)
dt t€[0,T)
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Tento odhad dostaneme, kdyz 0 < Ty < oo pevné. Déle z odhadu plyne,
ze dostavame stejnomérné omezeni konstantou zavislou na Ty a Ty muze
byt libovolné veliké a konecné. Z toho nam plyne, Ze maximélni TeSeni
Galerkinovské aproximace (4.24) existuje na [0,00) - metoda hleddni ma-
ximalnitho feseni u obycejnych diferencidlnich rovnic. V dalsi ¢asti dukazu
bude 0 < T' < oo pevné a libovolné (nezavisi na pocdteéni podmince a ani
na N).

Z (4.26) dostavame stejnomérny odhad VN,0 < T' < oo:

[uMN || oo, immy < C < o0, (4.27)
HuiVHL‘X’(O,T;HO) < (O < o0. (4.28)
Rovnici (4.24) "otestujeme”-Aul a oznacme Efu](t) = ||ue||%: + ||ul3mi

Juicawy + [ caraeau)+ [awhean)+ [ raead) -o,

Juicawy + [ cartutat == [ gu)ean) - [ faeadd)

1d

G+ 5l = = [ adeaud) = [ ra)ean) <

_ / Vo(u)Vul + / VM) (Vi) <

< colluy [ + yllu™ ollug |0 <

y
< ca(llug I + ™ e + 5 (Il + ' llm) <
< ook

Y\ e
caBu™](t) + A% NG =+ [ )-

7Z (4.26) vime, 7e existuje C' > 0 tak, ze sup (||ul | go + ||u™||gn) < C < oo,
t€(0,T)
Predchozi fetézec nerovnosti dava:

iE[uN](t) < Oy + CoEuMN) () T2 sup E[uN](t) < C < oo.  (4.29)

dt te[0,7)
Volw € H™, ||w||g» < 1arozlozme w = w'+w? tak, ze w! € span{w, -+ ,wy}
a (wh.0) 20y = 0 pro k= 1.~ N Potom [l < ] s
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(uy;w) =
[(ugswh)re@)] <
<
sup | (uy; w) 20|
[lwl]] o<1
(4.22)
<

(ug3w') = =((CA")u™w') — (g(w");w) = (f (w);w)
™ el L + callu o + [l
Clas ey, A ) (™[ Ze + llug o) ]l 0

[z 720y < Clev ey, A ) ([ (7 + " 17

Hs U}HHO

Cs([lullFn (0) + [fuuel 30 (0))- (4.30)

7 ptredchoziho sledu nerovnosti a dudlniho vyjadieni normy v Banachovych

prostorech dostaneme:

lugg |z = sup [(usys w) 2| < Cs(llullfn (0) + JuellFo (0)). (4.31)

Nyni staci posledni nerovnost integrovat pres (0,7") a obdrzime

T
/Hugugndt < TCy([[ullZyn (0) + g0 (0)) < Ci < 0. (4.32)
0

Nerovnosti (4.29) a (4.32) tikaji pro VV:

[u || e,y < Cy < 00, (4.33)
[ L smney < Cy < 00, (4.34)
”ugHLz(O,T;H—") < Oy < oo (4.35)

Existuje podposloupnost (znacend stejné) tak, ze

N
Uy

Krok 3:

—* v L0, T; H™), (4.36)
—* v L0, T; HY), (4.37)
— v L0, T; H™). (4.38)

Na limitni prechod v linearnich ¢lenech mi staci slabd konvergence, na prechod
v nelinearitéch potfebujeme silnou konvergenci (spojitost nelinearit). K tomu
nam poslouzi Aubin-Lionsovo lemma. Jen sta¢i ovérit predpoklady:

7 véty o hierarchii prostoru H® 3.22 dostavame:

H™" ey grtl—< s gl

H' s g g,

kde € € (0,1). Pro 0 < T' < oo dostdvame:
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L>(0,T) — L*(0,T), p < oc.

Z definice prostoru H* (pro o > 0) mame, Ze jsou separabilni (Lemma 3.16)
a reflexivni Banachovy prostory (H® jsou Hilbertovy prostory. Prostor H =
je separabilni a reflexivni - dudlni prostor k Hilbertové prostoru. Potom
polozme v Aubin-Lionsové lemmatu:

1) Xo = H", X,:=H' X:=H"""
2) Xo = H', X;:=H" X:=H""°

Potom Aubins-Lionsovo lemma fiké:

{ue LP(0,T; H"Y);uy € LP(0,T; H") < LP(0,T; H"'7°),

{u, € LP(0,T; HY);uy € L*(0,T; H™) < LP(0,T; H'™°).

7 téchto kompaktnich vnoteni dostavame existenci vybrané konvergentni
podposloupnosti (znacené stejné) tak, ze:

u = wov LP(0,T; H"™7°),¥p < 00;e > 0, (4.39)
u  — w, v LP(0,T; H¢),¥p < oo; ¢ > 0. (4.40)

Limitn{ pfechod v rovnici (4.1):
uvazujme slabou formulaci pro [u, u] a podivejme se na limitni{ piechody

v nelinearnich ¢lenech (v linedrnich ¢lenech ndm staci slaba konvergence):

i | [ (9) = glun)el < fim oo ] olllo =0,
N—o0 Q N—o0

pros.v. t € [0,T], Vw € H".

HS

i | [ () = f)el < Jim 7l = u

N—oo

(,(}HHO = 0,

pros.v. t € [0,T], Vw € H", s € [0,n).

Tyto limitni prechody davaji existenci feseni pro poc¢ateéni podminky [ug, ui] €
H™' x H' na [0,T], protoze T bylo libovolné, dostdvdme existenci resenf
na [0, 00).

Krok 4:
Existence feSeni pro [ug,u;] € H® x H°
Z hustého vnoteni H"*! < H™ a hustého vnoteni H! «— HY, existuje:
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ub € H"ub = g,

ub e HYub = o

k

Dle Kroku 2 existuje feseni u® rovnice (4.1) s pocateénimi podminkami
k

[uk u}]. Dle (4.22) je u* cauchyovskd v normach

u' € C([0,T]; H),

uf € C([0,T]; HY).
Prostory L*°(0,T; H") a L>°(0,T; H°) jsou Banachovy a tudiz u* m4 limity
v téchto prostorech. Silné konvergence stac¢i na prechod v rovnici (linedrni

¢leny jsou bez problému, nelinearity jsou spojité funkce), tedy [u,u;| je
fesenim pro puvodni pocateéni podminky [ug, u].

]

Pozndamka 4.15. V dukazu Véty 4.9 jsme dokazali navic regularitu slabé
feseni, tj. pro "hladsi”pocatecni podminky mame ”hladsi”slabé teseni.

Véta 4.16. (spojitd zdvislost na pocdtecnich podminkdch) Necht u a v
jsou feseni (4.1) s pocatecnimi podminkami [ug,u1] a [vg,v1]. Potom pro
w = u — v plati:

[SOUTI;(“w(t)”H" + lwe(®) o) < K(lJwollmn + [lws [l o)

Diikaz. Uzijme (4.22)

S Ew](t) < C(|lwl0(0) + [|wll7(0)). (4.41)
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Kapitola 5
Disipace

V predchozi kapitole jsme dokazali, ze rovnice (4.1) m4 feSeni pro kazdou
piipustnou poéateéni podminku. Oznaé¢me X := H" x H° a uvazujme na X
dvé ekvivalentni metriky: p(u,v) := \/E[u —v] a p(u,v) := +/Es[u,v], kde
Es je definovano v Lemmatu 4.8. Resici semigrupa S(t) : X — X je déna
vztahem S(t) : [ug, u1] — [u(t), u(t)].

Definice 5.1. Necht X je metricky prostor, potom vzdalenost{ mnozin
A, B C X nazveme cislo

distx (A, B) = sup inf{||b — a||x}
peB a€EA
Pozndmka 5.2. Funkce distance neni symetrickd, tj.distx (A4, B) # distx (B, A)
obecné

Definice 5.3. Necht X je normovany linedrni prostor, potom mnozinu
A C X nazveme globédlnim atraktorem pro dynamicky systém (S(¢), X),
je-1i splnéno:

1 A C X je kompakt,
2 S(t)A C A pro vSechna t > 0, t.j. A je positivné invariantni,
3 dist(S(t)B, A) — 0 pro t — oo pro libovolnou B C X omezenou.

Definice 5.4. Necht X je metricky prostor, necht A C X, potom fraktalni
dimenze A je definovana jako

Nx(A
dim;((A) = lim sup M, (5.1)

o+ —loge

kde Nx(A,¢) je nejmensi pocet kouli v X o poloméru ¢ pokryvajici A se
sttedy v A
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Definice 5.5. Dynamicky systém (S(¢), X) se nazve disipativni, jestlize
existuje W C X omezend mnozina, jez je uniformné pohlcujici, t.j. pro
kazdou B C X omezenou existuje ty = to(B) tak, ze S(t)B C W pro
vSechny t > t,.

Véta 5.6. Dynamicky systém (S(t), X) indukovany fesicim operatorem
tulohy (4.1) s podminkami (4.5) - (4.9) je disipativni.

Diikaz. Oznacme E[u](t) := |[ul|%n+|uel|?0+2 [, F(u)dz, potom za piedpokladu
(4.9) je Efu](t) srovnatelnd s Eu)(t) tj. 3Cy, Cy, Cs,Cy > 0;

Elu](t) 2 Julfn + luellfo — (1= eAy™)[Jullfp = C2 2 CLEW(t) = Cy (5.2)
, kde C1 :=min{1,eA\]"} a Cy = C5|Q2| z dusledku 4.13.

Z lipschitzovskovosti f dostdvéame: F'(u) < «|u|?*+C'. Tento odhad pouzijeme
v dukazu nerovnosti:

Elu](t) < [|ullfrm + lludlFo + 27/ u? + Ol < C3B](t) + Cuy  (5.3)
Q

kde C3 :=1+2X\y a Cy := CQ].

Otestujme (4.1) "u,”:

1d d
——F — | F = 4
5 El®+ [ gt + 4 [ Pz o (5.4
pouzitim F[u](t) dostédvéme:
l1d - 5
Otestujme (4.1) pomoci "u”:
d 2 2
7 (e Wz + [[ullzn + Qg(ut)u /. flu)u = —[lu[|zo. (5.6)
Pomocné odhady: Z predpokladu (4.9) dostavame:
ulln + /Q fwu = Ollullz — C19. (5.7)
—n 0 A "a?
| gueyul < cody? [|ullgeJullmo < Sllullfo + =—7—lluellfo.  (5.8)
o 2 20

Nyni pouzijeme pomocné odhady do rovnice (5.6):
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1d 0 Ao
L sy + Sl < O (4 2D . (59)

Oznacme E,[u](t) :=

[u(t) 4+ n(ue, u) 2, kde n = %min{/\f; HC@}
20

to|>_.>;‘3 b]l

Diky podmince n < a s prihlednutim k Lemmatu 4.8 dostavame, ze
361,@2,63,@4 > 0, tak zZe C’lE[u](t) - 62 S En[u](t) S C~'3E[U](t> + 64.
Pfendsobme (5.9) n a prictéme k (5.5):

1d, - no c2a?

57 (El®) + nlusw) + Fllullzn +alludlze < nCy 401+ —5=) [l
1d - no, s *a? 9

P - n —n(l+ — 0 <

LB+ Dl + (@ 01+ ) el < 0

1d -~ ~

§£En[u](t) + aFE,ul(t) < B. (5.10)

Z posledni nerovnosti ndm plyne existence omezené ptitahujici mnoziny -
disipace.
O

28



Kapitola 6

Exponencialni atraktor

6.1 Exponencialni atraktor

V této kapitole dokazeme, ze dynamicky systém vytvoreny fesici semigrupou
rovnice (4.1) mé exponencialni atraktor, odhadneme jeho fraktalni dimenzi
a rychlost pritahovani.

Definice 6.1. Necht X je normovany linedrni prostor, mnoZina M C X se
nazyva exponencidlni atraktor pro dynamicky systém (S(t), X), jestlize je
splnéno:

1 # C X je kompakt,
2 S(t)HM C A Nt>0,tj. M je positivné invariantni,

3 pro libovolnou B C X omezenou, existuje konstanta C, tq tak, ze
distx[S(t)B, . #] < Ce Pt=%) kde 8 > 0 je konstanta nezavisld na
volbé mnoziny B,

4 dimf(//) < 00.

Definice 6.2. Mnozina ., se nazve exponencialni atraktor pro diskrétni
dynamicky systém (S*, W), jestlize je splnéno:

1 A, C X je kompakt
2 SAHM, C M, tj. M, je positivné invariantni,
3 existuji konstanty 3,C > 0 tak, ze [distx S*W, .#,] < C e Pk,
4 dimf(/f/ ) < oo.
Veéta 6.3. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

I dynamicky systém (S*, W) mé exponencidln{ atraktor,
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IT existuji konstanty a,b > 0,0 € (0,1), K > 1 tak, ze

Nx(S*W,a0*) < bK*, VEk € N. (6.1)

Navic z existence .#, vyplyvéd, ze § = e? a K = % kde S je kon-
stanta piitahovéni a d > 0 libovolné &fslo takové, ze d > dimj (.#.). Za
predpokladu, ze (6.1) je splnéna se da zkonstruovat exponencidlni atraktor,
tak, ze

dim} (4,) < log K

2
— —logb (6.2)

a 0 = —log6 z definice exponencialniho atraktoru.

dukaz 1ze nalézt Feireisl, Prazék [2, Theorem 2.35, str.31].

6.1.1 Konstrukce exponencialniho atraktoru a expli-
citni odhad fraktalni dimenze

Nyni prejdeme k dikazu existence exponencialniho atraktoru a explicitniho

odhadu jeho fraktalni dimenze. Jadro této konstrukce lezi v ovéreni I1. ¢asti

Véty 6.3 a k tomuto tcelu pouzijeme metodu z ¢lanku [3]. V celém dukazu

budeme pouzivat a odkazovat se na nerovnosti, jez jsme ziskali v dukazu
existence feseni (4.1).

Z nerovnosti (4.20) dostavame

1d
5 77 Polwl(t) < KX [lwllfn < 2KA" Esfuw](1). (6.3)

Pouzijeme-li Gronwallovo lemma na pfedchozi nerovnost na [0, ¢*], obdrzime
tento odhad:

Ej[w](t*) < e Es[w](0). (6.4)

Nyni volme t* tak, aby 4KA]""t* < 1 v nerovnosti (6.4). Potom nerovnost
(6.4) tika:

Es[w](t) < e Esw](0), te€ (0,t). (6.5)
Z integrujeme-li nerovnost (4.20) pres (0, t*)

30



Es[w](t) — Es[w](0) +5t*%E¢s[w](t*) < K/ ]

2
Hs»

(14 6 DY Eluls(t) < Eilul(0) + K [ ul

Elw]s(t) < (1 = 0) Es[w](0) + K’/ lwlls, (6.6)

kde 1 —0 = (1+6t" %), K=K+ ot* )t Dulezité je si uvédomit, ze
veskera informace o w a w; je nesena E[w](t) a energii kontrolujeme pomoci
w v prostoru L?(0,t*; H®).

Oznacme W C X omezenou pritahujici mnozinu, kterou jsme ziskali v
dukazu disipace. Vezmémé B C W libovolnou kouli, diam B = R Nyni
ukdzeme, ze dokazeme S(t*) B pokryt pomoci N mnozin o prumeéru (1—%)%]%
v prostoru H?, kde pokryvaci ¢islo N nezavisi na B a R. Definujme:

By = {u: [u(0),u:(0)] € B,u tesi (4.1) na [0,¢*]}.

Potom diam B;- < C'v/t* R v normé prostoru L?(0,t*, X5). Z nerovnosti (6.5)
dostavame:

sup / Esfu—v|(8)dt < C sup / Eylu—|(0)dt = C#R2. (6.7)

U, VE By u,vEB
0

By, je omezend, tedy existuje ug a U tak, ze By C u+ U. Kde

U =A{v:lvllrzoemmm < C(t*)%RS [vell L2 0,620y < C(t*)%R}- Problém po-
kryti se redukuje na problém pokryt U pomoci mnozin th C L*(0,t*; H?)
j=1,---N adiam F. < nR, kde 7 je ddno rovnosti Kn? = g. Konecny
pocet mnozin je z kompaktniho vnoreni z Aubin-Lionsova lemmatu:

{u e L*(0,t*; H"),u; € L*(0,t*; H°)} —— L*(0,t*; H*),s € [0, n).

Pro splnéni predpokladi v druhé ¢asti véty musime pokryt S(¢*) B. K tomuto
ucelu si zadefinujeme mnoziny: .
G' C X5, GV = {[u(t*), v (t*);v € FL]. Mnoziny G’ pokryvaji S(t*)B z
definice téchto mnozin. Z (6.6) dostavame
, ~ 0
(diam G9)2 < (1 — )R? + KiP R? = (1 - 5)32. (6.8)

Tedy mnoziny G’ maji pozadované pruméry. Nyni vSe pieskalujeme tak,
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abychom pokryvali 1-koulemi v prostoru L?(0,t*; H®):

A=B=C):kt =C\/tfa

0
U = {v : lle2pmm) < Asllvell 20,50y < B} Je videét, ze problém
pokryti nyni nezavisi na R. Dale z Véty 3.8 vime, ze \; ~ )\1]’27”. Nyni jsou
splnény vsechny predpoklady pro pouziti pokryvactho Lemmatu [4], Lemma
4.2, které tika, ze se U dé& pokryt N koulemi a plati odhad pro V:

dyg) 1
InN < Ct*)\l_Qd"A<”+ >"SBln(/\1A +1). (6.9)

Kde C zavisi na  a d Nyni jsme vyfesili problém pokryti S(¢*)B pomoci
mnozin o pruméru (1 — g)%R. Nyni budeme ptredchozi metodu iterovat a
budeme pokryvat S(kt*) B pomoci mnozin a pruméru mensim jak (1— g)gR.
Ptedchozi proces ndm da toto:

0
3)
Dle Véty (6.3) dostavame existenci exponencidlniho atraktoru, jehoz fraktalni
dimenze je odhadnuta:

k
2

Nys(S(kt)B, (1 — Z)2R) < N*. (6.10)

dim!" (.,) < log N .
—log((1 —35)2)
Pomoci jednoduchych odhadu dostavame:

—1og21—8) < 2971’ a z kODVGXity funkce y =T — log(l + ZE) dostavame:
2

log(1 + x) < z,x > 0; dostavame lépe vypadajici odhad:

(6.11)

s _4d <i‘f‘S)L
dim}" (,) < Ct' A\ " A\" /" BA AT (6.12)

Kdyz dosadime za §,A,B,K a pouzijeme jednoduché odhady a vzorce odvo-
zené z Taylorova polynomu dostaneme mnohem utiidénéjsi vzorec:

2
d+4n“—3
2(5 e> - Qn?nfs;ls d+2"2*"3

K 2ntn=s) 6.13
. (613)

Kde § := %min{cag‘ﬂ,)\l%} a K = % + d(cA7° + 7)\1_78). Pro porovnani

s vysledky z jinych metod budeme uvaZozvat, 7e a << 1, v > 1 a pro
jednoduchost A\; = 1. Potom § = §, K = L. Potom obdrzime tento odhad:

dim!" (.42,) < CAI%H<

2
d+4n“—3
— &t L d+2n2—ns _(i+3n2—2ns

dlm?S(//*) < C(g) wnn=s) v =9 n(n—s) | (614)

Timto jsme zkonstruovali exponencialni atraktor pro diskrétni dynamicky
systém. Globalni atraktor je z definice podmnozinou diskrétniho exponencialniho
atraktoru. Z vlastnosti fraktalni dimenze dostavame explicitni odhad fraktalni
dimenze globalniho atraktoru «7:
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e\ — d;47(7,2—3;'1,s d+2n27ns d+3n272ns
dim]}? (o) < C<§> o= o nnms) (6.15)

6.2 Aplikace vysledki na rovnici kmitani tyce
se slabym trenim

V této kapitolce aplikujeme predchozi obecné vysledky na rovnici:

Ut + Uggax + g(u) + f(u) =0 na(0,7) x (0,00),
u(.,0) = wy wu(.,0) = uy,
u(0,.) = u(m.0) = uy(0,.) = Upy(m,.) =0,

kde g, f : R — R jsou diferencovatelné funkce a splinuji rustové podminky:

(9(w) = g(v),u—v) > alu—v|m’,
lg(u) = g(W)llme < acllu —vl|m,
[f(w) = f@)lmo < Allu—vlgs, s€]0,n),

9(0) = 0,
liminfM > =T
z—00 I

Vlastni funkce -A na intervalu (0,7) jsou wy, = sinkx a A\, = k*. Prostory
He = {f € L*(Q); > k**(f,sinkx)7z ) < oo} Dle Vety 4.9 existuje
k=1 ’

jednoznacné slabé feseni rovnice (6.16) s podminkami na nelinearity. Dle
Véty 5.6 je dynamicky systém indukovany fesici semigrupou disipativni a
dle kapitoly o konstrukci exponencialniho atraktoru dostdavame existenci ex-
ponencidlniho atraktoru pro diskrétni dynamicky systém a explicitni odhad
pro fraktalni dimenzi:

dimf"(#) < C K&, (6.16)

kde 0 := jmin{ £5,1} a K := % +d(c+ 7).
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Kapitola 7
Zaver

V préci jsme dokazali existenci a jednoznacnost slabého teseni rovnice (4.1)
za velmi specidlnich podminek a vysledky aplikovali na rovnici (6.16). Ale
zde prace na tomto tématu nekonci, prace se da dale rozsitit uvazovanim
"horsi” hranice mnoziny €2 v ptipadé, ze ) neni krychle. Pfedpoklad

0N) € C* by se dal oslabit na 02 € C", déle by se daly oslabit predpoklady
na nelinearity g, f: uvazovat tyto funkce jako globalné lipschitzovské. V praci
se ukazovalo, ze predpoklad koercivity a monotonie funkce g jsou nezbytné
pro pouziti pouzitych metod pii dukazu existence a jednoznacnosti slabého
reSeni, dukazu disipace a pii konstrukei exponencialniho atraktoru. Otazka
zni: D4 se predpoklad koercivity vypustit a nalézt explicitni odhad fraktalni
dimenze globalniho atraktoru pomoci dat z rovnice?

Predpoklad globélni lipschitzovskovosti ¢i globalné omezenych derivaci je
velmi silny a v rovnicich matematické fyziky se ¢asto vyskytuji polynomidlni
rusty nelinearit. Otézka by potom znéla: Za jakych predpokladi na €, d
existuje jednozna¢né feseni rovnice (4.1), kde ¢ je monotonni a f,g: R — R
jsou lokalné lipschitzovské funkce, a existuje globélni atraktor a zda se da
explicitné odhadnout jeho fraktélni dimenze pomoci dat rovnice. Césteénou
odpovéd na tuto otézku, v pripadé 1-dimenze a g globalné lipschitzovska,
déva diplomové priace Mgr. Evy Fasangové [11] - globdlni atraktor existuje.

Otéazek je mnoho a ty nyni ¢ekaji na své tesitele.
Po mnoha zrodech splijuvd moudry élovék nakonec se Mnou, nebot vi, Ze Jd
jsem pricinou vsech pricin. Zridka se vsak lidska duse pozvedne k takové

vznesenosti.

Krsna, Bragavadgita - zpév vzneSeného
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