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Kapitola 1

Úvod

Studium evolučńıch rovnic je velmi stará oblast matematické fyziky a evolučńı
rovnice hyperbolického typu patř́ı mezi jedny z nejd̊uležitěǰśıch typ̊u. Mezi
nejznáměǰśı zástupce patř́ı zákony zachováńı, vlnová rovnice a Schrödinge-
rova rovnice. V této práci bude studována rovnice tvaru:

utt + A(u) +G(ut) + F (u) = 0 v Ω× (0,∞),

u|∂Ω = 0; u(., 0) = u0, ut(., 0) = u1

O rovnici v tomto velmi obecném tvaru se nedá mnoho ř́ıci. V této práci
bude A lineárńı eliptický operátor, G a F spojité reálné funkce, na které
budeme požadovat jisté r̊ustové podmı́nky.

Obsah práce: v kapitole 2 shrneme základńı značeńı a zadefinujeme použité
pojmy s odkazy na př́ıslušnou literaturu. V kapitole 3 shrneme základńı
vlastnosti laplasiánu a vybudujeme základy teorie prostor̊u Hα, které bu-
dou užitečným nástrojem pro studovanou rovnici. S mı́rnými úpravami se
bude jednat o rozš́ı̌reńı a zobecněńı sekce 2.2 z diplomové práce Mgr. Evy
Fašangové [13, str. 9 - 12]. Dále ukážeme vztah mezi prostory Hα a So-
bolevovými prostory. Prostory Hα se daj́ı chápat jako možná definice So-
bolevových prostor̊u funkćı s neceloč́ıselnou derivaćı. A zavedeme pojem
fraktálńı mocniny positivńıho operátoru a ukážeme souvislost definičńıho
oboru fraktálńı mocniny laplasiánu a prostor̊u Hα. V kapitole 4 dokážeme
existenci a jednoznačnost slabého řešeńı rovnice kmitáńı pevného tělesa se
slabým třeńım:

utt + (-∆)nu+ g(ut) + f(u) = 0 v Ω× (0,∞),

(-∆)ku|∂Ω = 0, k = 1, · · ·n− 1,

u(., 0) = u0 ∈ Hn, ut(., 0) ∈ H0,

kde ∂Ω ∈ C∞ nebo Ω ⊂ R
d je otevřená, omezená kychle. Nav́ıc g, f : R → R

jsou hladké funkce s následuj́ıćımi podmı́nkami na derivace: existuj́ı kladná
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č́ısla α, c a γ, nav́ıc budeme požadovat jistou r̊ustovou podmı́nku na f tak,
že

0 < α ≤ g′(x) ≤ cα < ∞,

|f ′(x)| ≤ γ < ∞,

lim inf
x→∞

f(x)

x
> −λn

1 ,

kde λ1 je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo -∆ na Ω s nulovými Dirichletovými okra-
jovými podmı́nkami. Nav́ıc g má nulový bod g(0). Tyto podmı́nky se daj́ı
přeformulovat pro funkce z prostor̊u Hs, s ∈ [0, n]

(g(u)− g(v), u− v) ≥ α‖u− v‖2H0 ,

‖g(u)− g(v)‖H0 ≤ αc‖u− v‖H0 ,

‖f(u)− f(v)‖H0 ≤ γ‖u− v‖Hs s ∈ [0, n),

g(0) = 0

lim inf
x→∞

f(x)

x
> −λn

1 .

Důkaz existence a jednoznačnosti slabého řešeńı provedeme pomoćı
”Galerkinovy”metody a metody shlazeńı počátečńı podmı́nky, která je ne-
obvyklá pro tento typ úloh. Při d̊ukazu existence a jendoznačnosti slabého
řešeńı pomoćı ”Galerkinovy”metody dostaneme mnoho užitečných infor-
maćı a nerovnost́ı, které použijeme v pozděǰśıch kapitolách. V kapitole 5
dokážeme, že dynamický systém indukovaný řeš́ıćı semigrupou je disipativńı.
V kapitole 6 dokážeme existenci globálńıho atraktoru a explicitńı odhad jeho
fraktálńı dimenze pomoćı dat z rovnice a pomoćı citované literatury [3], [4].
Dále aplikujeme źıskané výsledky na speciálńı př́ıpad dat a dáme odpověd’

na některé otázky z diplomové práce Mgr. Evy Fašangové [13]. V kapitole 7
shrneme źıskané poznatky.
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Kapitola 2

Symboly a použité prostory

funkćı

Ω ⊂ R
d bude otevřená, jednoduše souvislá množina a ∂Ω ∈ C∞, nebo

Ω ⊂ R
d otevřená, omezená krychle, kde pod pojmem ∂Ω ∈ Ck rozumı́me, že

existuje přirozené č́ıslom < ∞ tak, že ∂Ω se dá pokrýt pomoćım otevřených
množin Ui a N - množina miry 0. A existujem lokálńıch souřadných systémů
tak, že restrikce ∂Ω|Ui

je graf funkce z tř́ıdy Ck(Ui). Rigorozněji definovaný
pojem hranice lze nalézt v Evans [1, str. 626]

X →֒ Y (X →֒→֒ Y ) - prostor X je spojitě (kompaktně) vnořen do prostoru
Y

V definićıch Sobolevových prostor̊u je a ∈ N
d multiindex. Jako výšku mul-

tiindexu definujeme |a| :=
d
∑

j=1

aj. Pod znakem

Da budeme rozumět distributivńı derivaci podle multiindexu a

Sobolev̊uv prostor distributivně (slabě) diferencovatelných funkćı:
W k,2(Ω) := {f ∈ L2(Ω);Daf ∈ L2(Ω), ∀|a| ≤ k}.

Pojem stop: Necht’ ∂Ω ∈ C0,1, u ∈ W 1,2(Ω) potom řekneme, že u = 0 na
∂Ω ve smyslu stop, pokud existuje posloupnost un ∈ C∞(Ω̄), un → u ve
W 1,2(Ω) a un = 0 na ∂Ω.

Greenova identita: Necht’ Ω ⊂ R
d je omezená, jednoduše souvislá, otevřená

množina. Necht’ dále ∂Ω je lipschitzovská a u, v ∈ C1(Ω̄) potom plati:

∫

Ω

∂xuv =

∫

∂Ω

uvndSx −
∫

Ω

v∂xu,

kde n je jednotkový vněǰśı normálový vektor k ∂Ω.

Důkaz lze nalézt Evans [1, Theorem 2, str.628]. Této identitě se ř́ıká ”per-
partes”v d-dimenźıch
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Sobolev̊uv prostor W k,2
0 (Ω) := {f ∈ W k,2(Ω), Dβf = 0, na ∂Ω pro všechna

|β| ≤ k a Dαu = 0 pro |α| ≤ k − 1 na ∂Ω ve smyslu stop }

Pro v́ıce informaćı o teorii Sobolevových prostoru lze nahlédnout do
Adams, Fournier [10]

Práce je o evolučńıch rovnićıch a přirozenými nástroji a prostory pro práci
s t́ımto typem parciálńıch diferenciálńıch rovnic jsou Bochnerovy prostory -
prostory funkćı záv́ısej́ıćıch na čase s hodnotami v Banachových prostorech.

Bochner̊uv prostor: Lp(0, T ;X), kde 1 ≤ p ≤ ∞ a X je Banach̊uv prostor.
Normu definujeme jako ‖u‖Lp(0,T ;X) := ‖‖u‖X(t)‖Lp(0,T ).

Vı́ce informaćı o teorii Bochnerových prostor̊u se dá nalézt v Gajevski et.
al. [8]

Sobolev̊uv prostor: W 1,p(0, T ;X), kde 1 ≤ p ≤ ∞ a X je Banach̊uv prostor,
obsahuje všechny funkce u ∈ Lp(0, T ;X) jejichž slabá časová derivace ut ∈
Lp(0, T ;X). Normu definujeme jako

‖u‖W 1,q(0,T ;X) :=
( T
∫

0

‖u‖X(t) + ‖ut‖X(t)dt
)

1
q

pro 1 ≤ q < ∞ a

‖u‖W 1,∞(0,T ;X) := ess-sup0≤t≤T (‖u‖X(t) + ‖ut‖X) pro q = ∞.
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Kapitola 3

Prostory Hα

3.1 Laplasián

V této subkapitolce shrneme základńı vlastnosti laplasiánu, které budeme
mlčky použ́ıvat dál v práci.

Definice 3.1. Laplaceovým operátorem (laplasiánem) rozumı́me operátor

-∆ : W 2,2(Ω) → L2(Ω), kde -∆ =-
d
∑

k=1

∂
∂x2

k

, dále znač́ıme

(-∆)n = -∆(-∆)n−1 : W 2n,2(Ω) → L2(Ω), n ∈ N a (-∆)0 = I.

Věta 3.2. (vlastńı č́ısla a vlastńı funkce laplasiánu)
Necht’ Ω ⊂ R

d je jednoduše souvislá, omezená množina a ∂Ω ∈ C∞. Uvažujme
úlohu

-∆ω(x) = λω(x), x ∈ Ω,

ω(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

Potom existuje spočetná množina reálných č́ısel tak, že 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤
λk ≤ · · · , lim

k→∞
λk = ∞, ωk ∈ W

1,2
0 (Ω), {ωk} tvoř́ı ortonormálńı bázi L2(Ω).

λk se nazývaj́ı vlastńı č́ısla a ωk vlastńı funkce laplaciánu.

Důkaz lze naj́ıt Evans [1, Theorem 1, str.335].

Poznámka 3.3. V předpokladech jsme uvažovali ”hladš́ı”hranici, aniž by to
bylo potřeba. Toto ześıleńı předpoklad̊u na hranici je pro potřeby následuj́ıćıch
vět a d̊ukazu existence řešeńı.

Věta 3.4. (Regularita u hranice) Necht’ m ∈ N, f ∈ Wm,2(Ω), ∂Ω ∈ Cm+2

a u ∈ W
1,2
0 je řešeńım úlohy

-∆ u = f

u|∂Ω = 0

5



Potom u ∈ Wm+2,2 ∩W
1,2
0 (Ω) a plat́ı následuj́ıćı odhad

‖u‖Wm+2,2(Ω) ≤ C(m,Ω)(‖f‖Wm,2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)).

Věta je speciálńım př́ıpadem věty o vyšš́ı regularitě řešeńı u hranice viz,
Evans [1, Theorem 5,str.323].

Důsledek 3.5. Necht’ ∂Ω ∈ C∞, potom vlastńı funkce ωk z Věty 3.2 jsou
nekonečně diferencovatelné funkce až do hranice. tj. ωk ∈ C∞(Ω̄).

D̊ukaz. Stač́ı použ́ıt předchoźı větu na funkce ωk.

Lemma 3.6. Necht’ X je vektorový prostor, A : X → X lineárńı operátor
(může být i neomezený) a necht’ existuje λ ∈ C a x ∈ X, tak že Ax = λx.
Potom plat́ı Anx = λnx

D̊ukaz. Uvaž λ a x z předpoklad̊u, potom

Anx = An−1(Ax) = An−1λx = · · ·λnx.

Věta 3.7. (r̊ust vlastńıch č́ısel laplasiánu)

Uvažujme vše jako ve Větě 3.2, potom λk ∼ k
2
d pro d = 1, 2, 3, · · · · · · .

Důkaz lze nalézt Davies [12, Theorem 6.3.1, str. 135]

Věta 3.8. (vlastńı č́ısla a vlastńı funkce (-∆)n)
Necht’ jsou splněny stejné předpoklady jako ve Větě 3.2, uvažujme úlohu

(-∆)nv(x) = µv(x), x ∈ Ω,

(-∆)mv(x) = 0,m = 0, 1, · · ·n− 1, x ∈ ∂Ω.

Potom existuje spočetná množina reálných č́ısel tak, že 0 < µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤
µk ≤ · · · , lim

k→∞
µk = ∞, vk ∈ C∞(Ω̄), {vk} tvoř́ı ortonormálńı bázi L2(Ω),

µk ∼ k
2n
d , d = 1, 2, 3, · · · .

D̊ukaz. Z Věty 3.2 a Lemmatu 3.6 dostáváme, že funkce ωk z Věty 3.2 a
Důsledku 3.5 jsou vlastńı funkce operátoru (-∆)n na Ω a č́ısla µk = λn

k jsou k
nim př́ıslušej́ıćı vlastńı č́ısla, hladkost vlastńıch funkćı dostáváme z Důsledku
3.5. Z Věty 3.2 v́ıme, že systém {ωk} tvoř́ı ortonormálńı bázi L2(Ω). Nyńı
dokážeme, že žádná daľśı vlastńı č́ısla a vlastńı funkce neexistuj́ı. Pro spor
předpokládejme, že existuje β a v tak, že β 6= µk pro všechna k a v je
př́ıslušej́ıćı vlastńı funkce.

β(v, ωk)L2(Ω) = ((-∆)nv, ωk)L2(Ω) = (v, (-∆)nωk)L2(Ω) = µk(v, ωk)L2(Ω) (3.1)

z toho nám plyne, že (v, ωk)L2(Ω) = 0, k bylo libovolné. A tedy v je kolmé
na bázi L2(Ω). Spor

µk ∼ k
2n
d , d = 1, 2, 3, · · · plyne z předchoźıho a tvrzeńı Věty 3.2.
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Definice 3.9. Otevřenou krychĺı v R
d budeme rozumět kartezký součin

otevřených interval̊u (0, L), tj.
d
∏

i=1

(0, L).

Věta 3.10. Necht’ Ω ⊂ R
d je otevřená, omezená krychle: {x = {x1, · · · , xd} :

0 < xi < L; i = 1, · · · , d}. Uvažujme úlohu na vlastńı č́ısla

-∆ u(x) = λu(x), x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

Potom funkce

ωk̃ :=
( 2

L

)
d
2

d
∏

i=1

sin
(

π
kixi

L

)

(3.2)

parametrizované multiindexem kladných přirozených č́ısel k̃ := (k1, · · · , kd)
tvoř́ı úplnou ortonormálńı bázi prostoru L2(Ω) a př́ıslušej́ıćı vlastńı č́ısla jsou

λk̃ :=
π2

L2
(k2

1 + · · ·+ k2
d). (3.3)

Poznámka 3.11. Pro usnadněńı zápisu si uspořádáme vlastńı č́ısla, dle výšky
multiindexu do neklesaj́ıćı posloupnosti a oč́ıslujeme je pomoci k ∈ N

D̊ukaz. Že funkce ωk a č́ısla λk jsou vlastńı funkce a vlastńı č́ısla se ověř́ı
př́ımým výpočtem. Ortogonalita plyne z ortogonality trigonometrického systému
{sin kx} a Fubiniho Věty. Normalita se obdrž́ı př́ımým výpočtem: stač́ı si

uvědomit, že
∫ L

0
sin2

(

kπ
L
xi

)

dxi =
L
2
a použ́ıt Fubiniho větu. Že funkce ωk

tvoř́ı bázi L2(Ω) se dostane z Evans [1, Theorem 1, str.335].

Poznámka 3.12. Funkce ωk z Věty 3.10 jsou prvky C∞(Ω̄).

Následuj́ıćı věta je analogíı Věty 3.8.

Věta 3.13. Necht’ jsou splněny všechny předpoklady jako ve Větě 3.10.
Uvažujme následuj́ıćı úlohu:

(-∆)nv(x) = µv(x), x ∈ Ω,

(-∆)mv(x) = 0,m = 0, 1, · · ·n− 1, x ∈ ∂Ω.

Potom funkce

ωk̃ :=
( 2

L

)
d
2

d
∏

i=1

sin
(

π
kixi

L

)

(3.4)

parametrizováné multiindexem kladných přirozených č́ısel k̃ := (k1, · · · , kd)
tvoř́ı úplnou ortonormálńı bázi prostoru L2(Ω) a př́ıslušej́ıćı vlastńı č́ısla jsou
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λk̃ :=
(π2

L2
(k2

1 + · · ·+ k2
d)
)n

. (3.5)

D̊ukaz. Důkaz je analogický d̊ukazu Věty 3.8 a d́ıky poznámce máme
ωk ∈ C∞(Ω̄).

3.2 Prostory Hα

V této kapitole si zadefinujeme prostory funkćıHα, které jsou přirozeným de-
finičńım oborem pro studovanou rovnici. Ukážeme základńı vlastnosti těchto
prostor̊u a jejich vnořeńı do jiných prostor̊u funkćı.

V této podkapitole bude Ω ⊂ R
d jednoduše souvislá, omezená, otevřená

množina, ∂Ω ∈ C∞, nebo Ω ⊂ R
d bude otevřená, omezená krychle , ωk, λk

vlastńı funkce a vlastńı č́ısla laplasiánu z Věty 3.2, v př́ıpadě krychle z Věty
3.4. V obou př́ıpadech jsou funkce ωk prvky C∞(Ω̄).

Definice 3.14. Pro α ≥ 0 definujme prostor

Hα := {f ∈ L2(Ω);
∞
∑

k=1

λα
k (f, ωk)

2
L2(Ω) < ∞}.

Označme ck := (f, ωk)L2(Ω) =
∫

Ω
fωkdx. Na prostoru Hα uvažujeme skalárńı

součin a normu

f =
∞
∑

k=1

ckωk g =
∞
∑

k=1

dkωk (., .)α =
∞
∑

k=1

λα
k ckdk

‖f‖Hα =

√

√

√

√

∞
∑

k=1

λα
k c

2
k =

√

(f, f)α.

Konvergenci těchto formálńıch řad bereme ve smyslu prostoru L2(Ω).

Ověřme, že takto definovaný skalárńı součin je skutečně skalárńı součin.
Stač́ı ověřit, že pro f, g ∈ Hα je (f, g)α ∈ R:

|(f, g)α| = |
∞
∑

k=1

λ
α
2
k λ

α
2
k ckdk| ≤

√

√

√

√

∞
∑

l=1

λα
l c

2
l

√

√

√

√

∞
∑

k=1

λα
kd

2
k < ∞.

Poznámka 3.15. Pro α = 0 dostáváme prostor L2(Ω) - př́ımo z Parsevalovy
rovnosti.

Lemma 3.16. T = {f ∈ L2(Ω), f =
N
∑

k=1

akωk, ak ∈ R, N ∈ N} je hustý v

Hα.
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D̊ukaz. Vol ε > 0 a g ∈ Hα. Reprezentujme g =
∞
∑

k=1

ckωk. Potom existuje

n0 > 1 tak, že plat́ı
∞
∑

k=n0+1

λα
k c

2
k < ε2, potom položme

f :=
n0
∑

k=1

ckωk a plat́ı ‖f − g‖Hα < ε.

Věta 3.17. Prostor Hα se skalárńım součinem (., .)α tvoř́ı Hilbert̊uv
prostor.

D̊ukaz. Hα je lineárńı - snadné ze Schwarzovy nerovnosti. K dokončeńı
d̊ukazu stač́ı ukázat, že prostor Hα je úplný (norma je indukována skalárńım
součinem (., .)α). Necht’ {fn} je cauchyovská posloupnost v Hα

fn =
∞
∑

k=1

cnkωk n = 1, 2, 3, · · · .

Položme ck := lim
n→+∞

cnk , tato limita existuje z cauchyovskovosti posloupnosti

fn. Dále položme g =
∞
∑

k=1

ckωk, potom z definice cauchyovské posloupnosti

volme ε > 0, k tomuto ε najděme n0 ∈ N tak, že pro všechna m,n ≥ n0:
‖fn−fm‖Hα < ε. Limitńı přechodm → ∞ dává ‖fn−g‖Hα ≤ ε. Z nerovnosti
|‖fn‖Hα − ‖g‖Hα | ≤ ‖fn − g‖Hα ≤ ε plyne, že g ∈ Hα. Tedy prostor Hα

je úplný v normě ‖.‖Hα , norma vznikla ze skalárńıho součinu, tedy Hα je
Hilbert̊uv.

Pro potřeby daľśı práce budeme potřebovat vědět, jak vypadá duálńı prostor
k prostoru Hα.

Definice 3.18. Definujme prostor formálńıch řad H−α := {
∞
∑

k=1

dkωk, kde

∞
∑

k=1

λ−α
k d2k < ∞}. Na prostoru H−α uvažujeme přirozenou normu

h =
∞
∑

k=1

dkωk ∈ H−α, potom ‖h‖2H−α :=
∞
∑

k=1

λ−α
k d2k.

Poznámka 3.19. Konvergence řady v definici prostoru H−α neńı ve smyslu
prostoru L2(Ω), ale L2(Ω) je spojitě vnořeno do H−α.

D̊ukaz. Vol f =
∞
∑

k=1

ckωk ∈ L2(Ω). Potom

‖f‖2H−α =
∞
∑

k=1

λ−α
k c2k = λ−α

1

∞
∑

k=1

(λk

λ1

)−α

c2k ≤ λ−α
1

∞
∑

k=1

c2k = λ−α
1 ‖f‖2L2(Ω).
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Věta 3.20. H−α je duálńı prostor k prostoru Hα s následuj́ıćı reprezentaćı:

necht’ f =
∞
∑

k=1

ckωk ∈ Hα a g =
∞
∑

k=1

dkωk ∈ H−α tak, že

〈f, g〉 =
∞
∑

k=1

ckdk

D̊ukaz. inkluze H−α ⊂
(

Hα
)∗

je jasná. Dokažme obrácenou implikaci.

Zvol G ∈
(

Hα
)∗

definujme posloupnost č́ısel dk = 〈F, ωk〉, a položme

u :=
∞
∑

k=1

dkωk. Potom pro každou f =
∞
∑

k=1

ckωk ∈ Hα

〈G, f〉 =
∞
∑

k=1

ckdk. (3.6)

Zvol ck := dkλ
−α
k pro k ≤ N ,ck := 0 jinak. Potom s využit́ım Cauchy-

Schwarzovy nerovnosti dostaneme

∞
∑

k=1

ckdk =
N
∑

k=1

ckdk =
N
∑

k=1

d2kλ
−α
k ≤

√

√

√

√

N
∑

k=1

d2kλ
−α
k

√

√

√

√

N
∑

k=1

d2kλ
−α
k ≤

≤ ‖G‖

√

√

√

√

N
∑

k=1

d2kλ
−α
k . (3.7)

Z předchoźıho sledu nerovnost́ı dostáváme:

√

√

√

√

N
∑

k=1

d2kλ
−α
k ≤ ‖G‖ < ∞, ∀N ∈ N.

T́ımto jsme dokázali, že u ∈ H−α. Takto źıskané u nám reprezentuje funk-

cionál G. Tedy H−α ⊃
(

Hα
)∗

Poznámka 3.21. Předchoźı věta ř́ıká, že prostor H−α je duálńı prostor k pro-
storu Hα. Z vět z funkcionálńı analýzy v́ıme, že duálńı prostor je vždy úplný.
Tedy dostáváme, že lineárńı normovaný prostor H−α je úplný. Podobně jako
v Lemmatu 3.16 bychom dokázali, že prostor H−α je separabilńı.

Věta 3.22. Necht’ 0 ≤ β < α, potom Hα →֒→֒ Hβ a toto vnořeńı je husté
a kompaktńı.

D̊ukaz. Vnořeńı Hα →֒ Hβ: vol f ∈ Hβ. f =
∞
∑

k=1

ckωk

10



||f ||2Hβ =
∞
∑

k=1

λ
β
kc

2
k = λ

β
1

∞
∑

k=1

(λk

λ1

)β

c2k ≤ λ
β
1

∞
∑

k=1

(λk

λ1

)α

c2k = λ
β−α
1 ||f ||2Hα .

Kompaktnost vnořeńı Hα →֒ Hβ: Necht’ {fn} je omezená posloupnost v Hα,

potom lze {fn} vybrat konvergentńı podposloupnost v Hβ. fn =
∞
∑

k=1

ck,nωk

a ‖fn‖Hβ ≤ C Vol ε > 0

∞
∑

k=N

(λk

λ1

)β−α+α

c2k,n ≤ 1
(

λN

λ1

)α−β

∞
∑

k=Nn

(λk

λ1

)α

c2k,n ≤ C
(

λN

λ1

)α−β
< ε (3.8)

pro N dost velké. Potom N-tice posloupnost́ı {ck,n} jsou omezené č́ıselné po-
sloupnosti (koeficienty posloupnosti stejnoměrně normově omezených funkćı)
, diagonálńım vyběrem výběreme konvergentńı podposloupnosti, označme je
{ck,m} a k nim vybrané funkce fnm

. K danému ε z konvergence {ck,m} exis-
tuje n0; ∀m, l > n0:
N−1
∑

k=1

(

λk

λ1

)β

(c2k,m − c2k,l) < ε

‖fnm
− fnl

‖Hβ = λ
β
1 (

N−1
∑

k=1

(λk

λ1

)β

(c2k,m − c2k,l) +
∞
∑

k=N

(λk

λ1

)β

(c2k,m − c2k,l))

≤ λ
β
1 (

N−1
∑

k=1

(λk

λ1

)β

(c2k,m − c2k,l) + 2ε) < λ
β
13ε.

Posledńı nerovnost ř́ıká, jak vyb́ırat cauchyovskou podposloupnost a prostor
Hβ je úplný. Z toho nám plyne kompaktnost operátoru identity.

Nyńı máme vyšetřenou hierarchii prostor̊u Hα.

Z poznámky za definićı prostoru H−α v́ıme, že prostor L2(Ω) se dá spojitě
vnořit do H−α pro α > 0. Následuj́ıćı lemma nám dá vztah mezi normami
v prostorech Hα a Hβ, kde α, β ∈ R.

Lemma 3.23. (vztah norem) Necht’ β < α a f ∈ Hβ, potom
‖f‖2

Hβ ≤ λ
α−β
1 ‖f‖2Hα .

D̊ukaz.

‖f‖2Hβ =
∞
∑

k=1

λα
k c

2
k = λ

β
1

∞
∑

k=1

(λk

λ1

)β

c2k = λα
1

∞
∑

k=1

(λk

λ1

)β−α+α

c2k ≤

≤ λ
β
1

∞
∑

k=1

(λk

λ1

)α

c2k = λ
β−α
1

∞
∑

k=1

λ
β
kc

2
k = λ

β−α
1 ‖f‖2Hβ .
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Důležitý př́ıpad je β = 0. Potom nerovnost má tvar

‖f‖2H0 ≤ λ−α
1 ‖f‖2Hα . (3.9)

Nyńı ukážeme, že Hn →֒ W n,2(Ω)

Věta 3.24. H2n →֒ W 2n,2(Ω) ∩W
1,2
0 (Ω)

D̊ukaz. Necht’ f ∈ H2n, f =
∞
∑

k=1

ckωk, potom ve smyslu distribućı

∇f =
∞
∑

k=1

ck∇ωk

-∆ f =
∞
∑

k=1

λkckωk

∇(-∆ f) =
∞
∑

k=1

λkck∇ωk

...

(-∆)nf =
∞
∑

k=1

λn
kckωk ⇒ ‖(-∆)nf‖2L2(Ω) =

∞
∑

k=1

λ2n
k c2k

= ‖f‖2H2n .

Posledńı řada konverguje ve smyslu prostoru L2(Ω). Konvergence předchoźıch
řad se źıská pomoćı Cauchy-Schwarzovy nerovnosti nebo pomoćı per-partes:
předpokládejme, že f ∈ H1 a ∇f ∈ L2(Ω) potom

‖∇f‖2L2 = (
∞
∑

k=1

ck∇ωk,

∞
∑

l=1

cl∇ωl) = lim
N→∞

N
∑

k=1

N
∑

l=1

ckcl(∇ωk,∇ωl) =

= lim
N→∞

N
∑

k=1

N
∑

l=1

ckcl

∫

Ω

∇ωk∇ωl =

= lim
N→∞

N
∑

k=1

N
∑

l=1

ckcl

[

∫

∂Ω

ωk∇ωl −
∫

Ω

ωk∆ωl

]

= lim
N→∞

N
∑

k=1

N
∑

l=1

ckclλlδk,l = lim
N→∞

N
∑

k=1

c2kλk

=
∞
∑

k=1

c2kλk = ‖f‖2H1 .

Daľśı př́ıpady se udělaj́ı zcela analogicky. Takto derivované funkce maj́ı svého
reprezentanta v H2n určeného jednoznačně s.v. .
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Vnořeńı H2n →֒ W
2n,2
0 ∩W

1,2
0 (Ω):

Z předchoźıch nerovnost́ı dostáváme, že pro f ∈ H2n je ∇f ∈ L2(Ω).
Označme -∆ f = g ∈ L2(Ω) jako pravou stranu slabě formulované rovnice:

(∇f,∇ω) = (g, ω) ω ∈ W
1,2
0 (Ω),

f |∂Ω = 0.

Dle Věty 3.4 dostáváme, že f ∈ W 2,2(Ω) ∩W
1,2
0 (Ω). Nyńı budeme iterovat

předchoźı úvahu ((-∆)2f = g)a postupně obdrž́ıme f ∈ W 2n,2(Ω)∩W
1,2
0 (Ω).

Z vlastnost́ı funkćı ωk plyne, že (-∆)jf |∂Ω = 0 ve smyslu stop pro j =
1, 2, · · ·n− 1.

Celkově dostáváme tuto hierarchii:

H0 = L2(Ω),

H1 = W
1,2
0 (Ω),

H2 →֒ W 2,2(Ω) ∩W
1,2
0 ,

...

H2n →֒ W 2n,2(Ω) ∩W
1,2
0 .

3.3 Alternativńı zavedeńı prostor̊u Hα

Necht’ Ω ⊂ R
d otevřená, jednoduše souvislá, omezená množina a ∂Ω ∈ C∞,

nebo Ω ⊂ R
d omezená, otevřená krychle. Potom systém vlastńıch funkćı

Laplaceova operátoru {ωk} tvoř́ı ortonormálńı bázi L2(Ω). Dále z d̊usledku
Věty 3.4 v́ıme, že ωk ∈ C∞(Ω̄) pro ∂Ω ∈ C∞. A z Věty 3.10 v́ıme, že
ωk ∈ C∞(Ω̄) pro Ω ⊂ R

d omezená, otevřená krychle. Dále z ”per-partes”pro
u ∈ W

1,2
0 (Ω) dostaneme:

(-∆u, u)L2(Ω) = (∇u,∇u)L2(Ω) ≥ c‖u‖2L2(Ω). (3.10)

Tedy -∆ je positivńı operátor. Každou funkci f ∈ L2(Ω) můžeme napsat ve

tvaru f =
∞
∑

k=1

(f, ωk)L2(Ω)ωk. Tento zápis motivuje k přirozenému zavedeńı

”fraktálńı mocniny”(-∆)α pro α ≥ 0:

Definice 3.25. Fraktálńı mocninu (-∆)α pro α ≥ 0 a f ∈ L2(Ω) definujeme
jako:

(-∆)αf =
∞
∑

k=1

λα
k (f ;ωk)L2(Ω)ωk. (3.11)

13



Definičńım oborem (-∆)α je

D((-∆)α) = {u ∈ L2(Ω);
∞
∑

k=1

λ2α
k (f, ωk)

2
L2(Ω) < ∞}. A jako normu naD((-∆)α)

uvažujeme:

‖u‖2D((-∆)α) := ((-∆)αu; (-∆)αu)L2(Ω) =
∞
∑

k=1

λ2α
k (f, ωk)

2
L2(Ω). (3.12)

Norma naD((-∆)α) vznikne ze skalárńıho součinu (u, v)D((-∆)α) := ((-∆)α)u; v)L2(Ω).
Nyńı je vidět, že definičńı obor (-∆)α je vlastně v předchoźı podkapitole
definovaný prostor H2α.
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Kapitola 4

Existence a jednoznačnost

slabého řešeńı

Po zbytek práce bude Ω ⊂ R
d otevřená, jednoduše souvislá, omezená množina

a ∂Ω ∈ C∞, nebo Ω ⊂ R
d omezená, otevřená krychle. Hlavńım ćılem a náplńı

této kapitoly bude dokázáńı existence a jednoznačnosti slabého řešeńı rov-
nice:

utt + (-∆)nu+ g(ut) + f(u) = 0 v Ω× (0,∞), (4.1)

(-∆)ku|∂Ω = 0, k = 1, · · ·n− 1,

u(., 0) = u0 ∈ Hn, ut(., 0) ∈ H0.

Kde [u, ut] ∈ C([0,∞);Hn)×C([0,∞);H0). Po zbytek práce budeme použ́ıvat
označeńı pro energetický funkcionál E[u](t) := ‖ut‖2H0(t) + ‖u‖2Hn(t).

Definice 4.1. (slabá časová derivace) Necht’ H je Hilbert̊uv prostor se
skalárńım součinem (., )H a B je Banach̊uv prostor tak, že

B →֒ H ∼= H ′ →֒ B′

Necht’ B je hustý v H, je-li u ∈ Lp(0, T ;B), označme ut prvek z Lp′(0, T ;B)
takový, že

T
∫

0

〈ut, v〉〈B′,B〉ϕ(t)dt = −
T
∫

0

(u, v)Hϕ
′(t)dt (4.2)

∀v ∈ B,ϕ ∈ C∞
0 (0, T ). Potom funkci ut nazýváme slabou časovou derivaćı.

Vyšš́ı derivace definujeme analogicky.

V našem př́ıpadě je B = Hn a H = L2(Ω).

Definice 4.2. (slabé řešeńı) Řekneme, že u ∈ L∞(0, T ;Hn) s
ut ∈ L∞(0, T ;H0) a utt ∈ L2(0, T ;H−n) je slabé řešeńı (4.1) s
(-∆)ku(., t)|∂Ω = 0, k = 0, 1 · · ·n jestliže plat́ı:
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〈utt, ϕ〉 + ((-∆)
n
2 u, (-∆)

n
2ϕ) + (g(ut), ϕ) + (f(u), ϕ) = 0, pro s.v. t ∈ [0, T ],

ϕ ∈ Hn a u(0) = u0 ut(0) = u1.

Lemma 4.3. Necht’ H je Hilbert̊uv prostor se skalárńım součinem (., .)H a
B je Banach̊uv prostor takový, že B →֒ H ∼= H∗ →֒ B∗. Necht’ B je hustý v
H, 1 < p < ∞. Potom prostor W = {u ∈ Lp(0, T ;B); ut ∈ Lp′(0, T ;B∗)} je
spojitě vnořen do C([0, T ];H)

d̊ukaz lze naj́ıt v Gajevski et al. [8]

Věta 4.4. Necht’ 0 < T < ∞ pevné a u ∈ W 1,p(0, T ;X) pro nějaké 1 ≤ p ≤
∞. Potom

(i) u ∈ C([0, T ], X) (po předefinováńı na množině mı́ry 0),

(ii) max
0≤t≤T

‖u(t)‖X ≤ C(T )‖u‖W 1,p(0,T ;X).

Důkaz lze nalézt Evans [1, Theorem 2, str.286]

Poznámka 4.5. V definici slabého řešeńı požadujeme omezenost řešeńı v
normě prostoru L∞(0, T ;Hn) a časové derivace v normě prostoru L∞(0, T ;H0),
toto slabé řešeńı patř́ı speciálně do prostoru
W = {u ∈ L2(0, T ;H0), ut ∈ L2(0, T ;H0)} a dle Lemmatu 4.3 se dá
W →֒ C([0, T ], H0). Z tohoto vnořeńı nám plyne spojitost u.

Z definice slabého řešeńı rovnice (4.1) požadujeme aby ut ∈ L∞(0, T ;H0) a
utt ∈ L∞(0, T ;H−n). Z toho nám plyne, že ut ∈ W 1,∞(0, T ;H−n).
(H0 ⊂ H−n) Dle Věty 4.4 je ut ∈ C([0, T ];H−n). Spojitost v čase nám ř́ıká,
že se počátečńı podmı́nky nabývá.

Věta 4.6. (Aubin-Lionsovo lemma) Necht’ α ∈ (1,∞), β ∈ [1,∞]. Je-li X
Banach̊uv a X0, X1, reflexivńı separabilńı Banachovy prostory takové, že

X0 →֒→֒ X →֒ X1

pak

{v ∈ Lα(0, T ;X0); vt ∈ Lβ(0, T ;X1)} →֒→֒ Lα(0, T ;X).

d̊ukaz lze naj́ıt v Simon [7]

Věta 4.7. (Gronwallovo lemma) Necht’ y(t), g(t), h(t) ≥ 0 ∀t ∈ (0, T )
a h, g ∈ L1(0, T ). Pak pro absolutně spojitou funkci y(t), která splňuje
nerovnici:

d

dt
y(t) ≤ g(t) + h(t)y(t) ∀t ∈ [0, T ].
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Plat́ı

y(t) ≤ y(0) e

t∫

0

h(s)ds
+

t
∫

0

g(s) e

t∫

0

h(v)dv
ds ∀t ∈ [0, T ].

V př́ıpadě, že d
dt
y(t) ≤ h(t)y(t) na [0, T ] a y(0) = 0. Potom y ≡ 0 na [0, T ]

Důkaz lze nalézt v Evans [1, Theorem J, str. 624]

Lemma 4.8. Necht’ [u, ut] ∈ L∞(0, T ;Hn)×L∞(0, T ;H0), označ́ıme-li E[u](t) :=
‖u‖2Hn + ‖ut‖2H0 a Eδ[u](t) = E[u](t) + δ(ut, u)L2(Ω). Za předpokladu, že

δ ≤ λ
n
2
1

2
, potom dostáváme 1

2
E[u](t) ≤ Eδ[u](t) ≤ 3

2
E[u](t).

D̊ukaz.

δ|(wt, w)L2(Ω)| ≤ δ‖wt‖H0‖w‖H0 ≤ ‖wt‖2H0

2
+

2λn
1

4
‖w‖2H0 ≤

≤ ‖wt‖2H0

2
+

‖w‖2Hn

2
=

E[w](t)

2
. (4.3)

Z předchoźıho sledu nerovnost́ı dostáváme ekvivalenci E[u](t) a Eδ[u](t) tj.:

1

2
E[w](t) ≤ Eδ[w](t) ≤

3

2
E[w](t). (4.4)

Věta 4.9. (Existence a jednoznačnost slabého řešeńı) Pokud nav́ıc plat́ı:
g, f : R → R jsou reálné funkce a ∀[u, ut], [v, vt] ∈ Hn ×H0 plat́ı

(g(u)− g(v), u− v) ≥ α‖u− v‖2H0 , (4.5)

‖g(u)− g(v)‖H0 ≤ cα‖u− v‖H0 , (4.6)

‖f(u)− f(v)‖ ≤ γ‖u− v‖Hs , s ∈ [0, n), (4.7)

g(0) = 0, (4.8)

lim inf
|x|→∞

f(x)

x
> −λn

1 . (4.9)

Potom pro každou dvojici [u0, u1] ∈ Hn × H0 existuje jednoznačné u ∈
C([0,∞);Hn) a ut ∈ C([0,∞);H0) řešeńı (4.1).

Než přistouṕıme k vlastńımu d̊ukazu věty, zmińıme několik pozorováńı o
nelineárńıch členech a dokážeme několik užitečných pomocných tvrzeńı.

Poznámka 4.10. Několik slov o r̊ustových podmı́nkách:
(4.5) a (4.6) ř́ıká, že funkce g je monotonńı a koercivńı,
(4.6) ř́ıká, že funkce g je lipschitzovská,
(4.7) ř́ıká, že funkce f je lipschitzovská.
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O významu podmı́nky (4.9) pojednávaj́ı následuj́ıćı lemmata.

Lemma 4.11. Necht’ f : R → R spojitá. Potom je ekvivaletńı:

(i) ∃θ > 0 ,C ∈ R: (−λn
1 + θ)x2 − C ≤ xf(x) x ∈ R,

(ii) lim inf
|x|→+∞

f(x)
x

> −λn
1 .

D̊ukaz. (i) ⇒ (ii): snadno plyne z limitńıho přechodu
(ii) ⇒ (i): plyne z definice lim inf a spojitosti f

Lemma 4.12. Necht’ f : R → R spojitá, necht’ dále je splněna následuj́ıćı
r̊ustová podmı́nka: ∃θ > 0,C ∈ R: (−λn

1 + θ)x2 − C ≤ xf(x) x ∈ R. Potom
∃ε > 0, C1 ∈ R tak, že

1

2
(−λn

1 + ε)x2 − C ≤
∫ x

0

f(t)dt.

D̊ukaz. Z předchoźıho lemmatu v́ıme, že r̊ustová podmı́nka je ekvivalentńı
lim inf
|x|→∞

f(x)
x

= −λn
1 + θ > −λn

1 , kde θ > 0. Nejdř́ıve budeme předpokládat, že

x > 0: z definice lim inf existuje M > 0 tak, že pro x > M plat́ı: f(x)
x
x ≥

(−λn
1 + θ)x. Ze spojitosti f dostáváme:

f(x) ≥ (λn
1 + θ)x− C, x ∈ (0,∞),

kde C > 0. Konečně integraćı a použit́ım Youngovy nerovnosti dostáváme:

x
∫

0

f(t)dt ≥ (λn
1 + θ)

x2

2
− C1x ≥ (λn

1 + θ)
x2

2
− θ

2
− C2

1

2θ

= (λn
1 +

θ

2
)
x2

2
− C2

2θ
(4.10)

Pro x < 0 se vše udělá analogicky. Nyńı se urč́ı ε a C pomoćı následuj́ıćıch
rovnosti:

ε :=
θ

2
, (4.11)

C := max{C1;C2}
1

2θ
. (4.12)

Důsledek 4.13. Označme F primitivńı funkci k f . Za předpoklad̊u
Lemmatu 4.12 dostáváme tyto nerovnosti:
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∫

Ω

f(u)u ≥ (θ − λn
1 )‖u‖2H0 − C1 ≥ (θλ−n

1 − 1)‖u‖2Hn − C1, (4.13)

∫

Ω

F (u) ≥ ε− λn
1

2
‖u‖2H0 − C2 ≥

ελ−n
1 − 1

2
‖u‖2Hn − C2. (4.14)

, kde C1, C2 ∈ R

D̊ukaz. d̊ukaz je př́ımým d̊usledkem předchoźıho lemmatu

Lemma 4.14. Předpokládejme, že existuje řešeńı (4.1) s počátečńımi podmı́nkami
[u0, u1] ∈ Hn × H0 na [0,∞). Za předpokladu (4.9). Potom energetický
funkcionál řešeńı [u, ut] rovnice (4.1) s počátečńımi podmı́nkami [u0, u1] je
omezená funkce na [0,∞).

D̊ukaz. Rovnici (4.1), přenásob́ıme ut a integrujeme přes Ω:

1

2

d

dt
E[u](t) +

∫ t

0

∫

Ω

f(u)utdxdt = −
∫

Ω

g(ut)utdx ≤ −α‖ut‖2H0 ≤ 0

úpravou dostáváme

1

2

d

dt
E[u](t) +

d

dt

∫

Ω

F (u(x, t))dx ≤ 0

Integrujme předchoźı nerovnost přes (0, t) a použijme d̊usledek 4.13 a obdrž́ıme:

0 ≥ E[u](t) + 2

∫

Ω

F (u)dx− E[u](0)−
∫

Ω

F (u(x, 0)dx

≥ ‖u‖2Hn + ‖ut‖2H0 − (1− λ−n
1 ε)‖u‖2Hn − C1

≥ CE[u](t)− C1 (4.15)

, kde C := min{1, ελ−n
1 } a C1 := −C2−E[u](0)−

∫

Ω
F (u(x, 0)dx. Z předchoźı

nerovnosti plyne, že E[u](t) je omezená funkce na [0,∞).

Dı́ky předchoźımu lemmatu má smysl požadovat omezenost řešeńı v čase v
normě prostoru L∞(0,∞, Hn)× L∞(0,∞, H0).

Nyńı přejdeme k vlastńımu d̊ukazu Věty o existenci a jednoznačnosti řešeńı
4.9.

D̊ukaz. jednoznačnost: Necht’ existuj́ı dvě řešeńı u a v, polož w := u− v

utt − vtt + (-∆)nu− (-∆)nv + g(ut)− g(vt) + f(u)− f(v) = 0 (4.16)

u(., 0) = ut(., 0) = 0; (-∆)ku(., t)|∂Ω = 0; k = 0. · · ·n− 1
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Rovnici (4.16) ”otestujeme”wt := ut − vt:

1

2

d

dt
E[w](t) + α‖wt‖2H0 ≤ γ‖w‖Hs‖wt‖H0 ≤ γ2

2α
‖w‖Hs +

α

2
‖wt‖2H0 ,

d

dt
E[w](t) + α‖wt‖2H0 ≤ γ2

2α
‖w‖Hs . (4.17)

Zavedeme označeńı Eδ[w](t) = E[w](t) + δ(wt, w)L2(Ω). Snadno vyjde, že
plat́ı: d

dt
(wt, w)L2(Ω) − (wtt, w)L2(Ω) = ‖wt‖2H0 . Z Lemmatu o vztahu norem

(3.23) v́ıme, že ‖w‖2Hs ≤ λ−s
1 ‖w‖2H0 .

Rovnici (4.16) ”otestujeme”w := u− v:

(wtt, w)L2(Ω) + ‖w‖2Hn =
d

dt
(wt, w)L2(Ω) − ‖wt‖2H0 + ‖w‖2Hn ≤

≤ cα‖wt‖H0‖w‖H0 + γ‖w‖Hs‖w‖H0 ≤

≤ c
α2

2
‖wt‖2H0 + c

1

2
‖w‖2H0 + γλ

−s
2

1 ‖w‖2Hs ≤

≤ cα2‖wt‖2H0 + cλ−s
1 ‖w‖2Hs + γλ

−s
2

1 ‖w‖2Hs . (4.18)

Konečně dostáváme:

d

dt
(wt, w)L2(Ω) + ‖w‖2Hn ≤ (cα2 + 1)‖w‖2H0 + (cλ−s

1 + γλ
−s
2

1 )‖w‖2Hs . (4.19)

Nerovnost (4.19) vynásob́ıme δ > 0 a přičteme k (4.17)

d

dt
Eδ[w](t)+ (α− δ(cα2+1)‖wt‖2H0 + δ‖w‖2Hn ≤ γ2

α
+ δ(cλ−s

1 +γλ
−s
2

1 )‖w‖2Hs .

Položme δ := 1
2
min{ α

cα2+1
, λ

n
2
1 } a označme K := γ2

α
+δ(cλ−s

1 +γλ
−s
2

1 ). Potom

d

dt
Eδ[w](t) + δE[w](t) ≤ K‖w‖2Hs , (4.20)

δ bylo voleno tak, aby splnilo předpoklady Lemmatu 4.8. Tedy dostáváme
tyto odhady na chováńı energíı:

1

2
E[w](t) ≤ Eδ[w](t) ≤

3

2
E[w](t). (4.21)

Když dáme dohromady (4.20) a (4.21), potom Gronwallovo lemma použité
na interval [0, T ] ř́ıká:

sup
t∈[0,T ]

E[w](t) ≤ C(T )(‖wt‖2H0(0) + ‖w‖2Hn(0)) = 0. (4.22)

Z toho plyne, že řešeńı je jednoznačné pro T < ∞ libovolné, z toho nám
plyne globálńı jednoznačnost v čase.
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existence: nejdř́ıve budeme předpokládat, že [u0, u1] ∈ Hn+1 ×H1

Krok I.
Galerkinovské aproximace

uN =
N
∑

k=1

CN
j (t)ωk, (4.23)

s počátečńımi podmı́nkami CN
j (0) = (u0, ωj)L2(Ω) a (CN

j )t(0) = (u1, ωj)L2(Ω)

Toto aproximativńı řešeńı splňuje následuj́ıćı slabě formulovanou obyčejnou
diferenciálńı rovnici:

(uN
tt , ωl) + ((-∆)nuN , ωl) + (g(uN

t ), ωl) + (f(uN), ωl) = 0, l = 1, 2, · · ·N,

uN(0) =
N
∑

k=1

(u0, ωk)L2(Ω) uN
t (0) =

N
∑

k=1

(u1, ωk)L2(Ω).

Podle Peanovy (klasické) teorie ∃TN > 0 (všechny členy v rovnici jsou spojité
funkce) tak, že existuje řešeńı rovnice (4.24) na [0, TN ]. Dále dostáváme, že
[uN , uN

t ] ∈ Hn+1 ×H1.

Krok 2. Máme slabou formulaci úlohy (4.1)

(uN
tt , ω)+((-∆)nuN , ω)+(g(uN

t ), ω)+(f(uN), ω) = 0, ∀ω ∈ span{ω1, · · · , ωN}.

Rovnici (4.24) ”otestujeme”uN
t :

∫

Ω

uN
ttu

N
t +

∫

Ω

(-∆)nuNuN
t +

∫

Ω

g(uN
t )u

N
t +

∫

Ω

f(uN)uN
t = 0,

1

2

d

dt
‖uN

t ‖2H0 +
1

2

d

dt
‖(-∆)nuN‖2H0 +

∫

Ω

g(uN
t )u

N
t = −

∫

Ω

f(uN)uN
t ,

1

2

d

dt
E[uN ](t) + α‖uN

t ‖2H0 ≤ γ‖uN‖Hs‖uN
t ‖H0 . (4.24)

Z Youngovy nerovnosti snadno obdrž́ıme: ‖uN‖Hn‖uN
t ‖H0 ≤ E[uN ](t)

2
, dále

v́ıme, že ‖uN‖Hs ≤ λ
s−n
2

1 ‖uN‖Hn .
Posledńı nerovnost v (4.24) implikuje:

1

2

d

dt
E[uN ](t) ≤ 1

2

d

dt
E[uN ](t) + α‖uN

t ‖2H0 ≤ γλ
s−n
2

1

E[uN ](t)

2
. (4.25)

A tedy

d

dt
E[uN ](t) ≤ γλ

s−n
2

1 E[uN ](t)
Gronwall⇒ sup

t∈[0,T ]

E[uN ](t) ≤ eCTN ) < ∞. (4.26)
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Tento odhad dostaneme, když 0 < TN < ∞ pevné. Dále z odhadu plyne,
že dostáváme stejnoměrné omezeńı konstantou závislou na TN a TN může
být libovolně veliké a konečné. Z toho nám plyne, že maximálńı řešeńı
Galerkinovské aproximace (4.24) existuje na [0,∞) - metoda hledáńı ma-
ximálńıho řešeńı u obyčejných diferenciálńıch rovnic. V daľśı části d̊ukazu
bude 0 < T < ∞ pevné a libovolné (nezáviśı na počátečńı podmı́nce a ani
na N).

Z (4.26) dostáváme stejnoměrný odhad ∀N, 0 < T < ∞:

‖uN‖L∞(0,T ;Hn) ≤ C < ∞, (4.27)

‖uN
t ‖L∞(0,T ;H0) ≤ C < ∞. (4.28)

Rovnici (4.24) ”otestujeme”-∆ uN
t a označme Ẽ[u](t) = ‖ut‖2H1 + ‖u‖2Hn+1

∫

Ω

uN
tt (-∆ uN

t ) +

∫

Ω

(-∆)nuN(-∆ uN
t ) +

∫

Ω

g(uN
t )(-∆uN

t ) +

∫

Ω

f(uN)(-∆uN
t ) = 0,

∫

Ω

uN
tt (-∆ uN

t ) +

∫

Ω

(-∆)n+1uNuN
t = −

∫

Ω

g(uN
t )(-∆uN

t )−
∫

Ω

f(uN)(-∆uN
t ),

1

2

d

dt
‖uN

t ‖2H1 +
1

2

d

dt
‖uN‖2Hn+1 = −

∫

Ω

g(uN
t )(-∆uN

t )−
∫

Ω

f(uN)(-∆uN
t ) ≤

= −
∫

Ω

∇g(uN
t )∇uN

t +

∫

Ω

∇f(uN)(∇uN
t ) ≤

≤ cα‖uN
t ‖2H1 + γ‖uN‖H0‖uN

t ‖H0 ≤
≤ cα(‖uN

t ‖2H1 + ‖uN‖2Hn+1 +
γ

2
(‖uN‖2H1 + ‖uN

t ‖H1) ≤

≤ cαẼ[uN ](t) +
γ

2
(λ−n−1

1 ‖uN‖2Hn + ‖uN
t ‖H1).

Z (4.26) v́ıme, že existuje C > 0 tak, že sup
t∈[0,T ]

(‖uN
t ‖H0 +‖uN‖Hn) ≤ C < ∞.

Předchoźı řetězec nerovnost́ı dává:

d

dt
Ẽ[uN ](t) ≤ C1 + C2Ẽ[uN ](t)

Gronwall⇒ sup
t∈[0,T ]

Ẽ[uN ](t) ≤ C̃ < ∞. (4.29)

Vol w ∈ Hn, ‖w‖Hn ≤ 1 a rozložme w = w1+w2 tak, že w1 ∈ span{ω1, · · · , ωN}
a (w2, ωk)L2(Ω) = 0 pro k = 1, · · · , N . Potom ‖w1‖Hn ≤ ‖w‖Hn .
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〈uN
tt ;w〉 = (uN

tt ;w
1) = −((-∆n)uN ;w1)− (g(uN

t );w)− (f(uN);w)

|(uN
tt ;w

1)L2(Ω)| ≤ ‖uN‖Hn‖w1‖Hn + cα‖uN
t ‖H0 + γ‖uN‖Hs‖w‖H0

≤ C(α, c, γ, λ1, n)(‖uN‖2Hn + ‖uN
t ‖2H0)‖w‖H0

sup
‖w‖

H0≤1

|(uN
tt ;w)L2(Ω)| = ‖uN

tt ‖2L2(Ω) ≤ C(α, c, γ, λ1, n)(‖uN‖2Hn + ‖uN
t ‖2Hn)

(4.22)

≤ C3(‖u‖2Hn(0) + ‖ut‖2H0(0)). (4.30)

Z předchoźıho sledu nerovnost́ı a duálńıho vyjádřeńı normy v Banachových
prostorech dostaneme:

‖uN
tt ‖H−n = sup

‖w‖Hn≤1

|(uN
tt ;w)L2(Ω)| ≤ C3(‖u‖2Hn(0) + ‖ut‖2H0(0)). (4.31)

Nyńı stač́ı posledńı nerovnost integrovat přes (0, T ) a obdrž́ıme

T
∫

0

‖uN
tt ‖2H−ndt ≤ TC3(‖u‖2Hn(0) + ‖ut‖2H0(0)) ≤ C4 < ∞. (4.32)

Nerovnosti (4.29) a (4.32) ř́ıkaj́ı pro ∀N :

‖uN
t ‖L∞(0,T ;H1) ≤ C1 < ∞, (4.33)

‖uN‖L∞(0,T ;Hn+1) ≤ C1 < ∞, (4.34)

‖uN
tt ‖L2(0,T ;H−n) ≤ C4 < ∞. (4.35)

Existuje podposloupnost (značená stejně) tak, že

uN ⇀∗ u v L∞(0, T ;Hn+1), (4.36)

uN
t ⇀∗ ut v L∞(0, T ;H1), (4.37)

uN
tt ⇀ utt v L2(0, T ;H−n). (4.38)

Krok 3:
Na limitńı přechod v lineárńıch členech mi stač́ı slabá konvergence, na přechod
v nelinearitách potřebujeme silnou konvergenci (spojitost nelinearit). K tomu
nám poslouž́ı Aubin-Lionsovo lemma. Jen stač́ı ověřit předpoklady:
Z věty o hierarchii prostor̊u Hα 3.22 dostáváme:

Hn+1 →֒→֒ Hn+1−ε →֒ H1,

H1 →֒→֒ H1−ε →֒ H−n,

kde ε ∈ (0, 1). Pro 0 < T < ∞ dostáváme:
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L∞(0, T ) →֒ Lp(0, T ), p < ∞.

Z definice prostor̊u Hα (pro α > 0) máme, že jsou separabilńı (Lemma 3.16)
a reflexivńı Banachovy prostory (Hα jsou Hilbertovy prostory. Prostor H−α

je separabilńı a reflexivńı - duálńı prostor k Hilbertově prostoru. Potom
položme v Aubin-Lionsově lemmatu:

1) X0 := Hn+1, X1 := H1, X := Hn+1−ε,

2) X0 := H1, X1 := H−n, X := H1−ε.

Potom Aubins-Lionsovo lemma ř́ıká:

{u ∈ Lp(0, T ;Hn+1); ut ∈ Lp(0, T ;H1) →֒→֒ Lp(0, T ;Hn+1−ε),

{ut ∈ Lp(0, T ;H1); utt ∈ L2(0, T ;H−n) →֒→֒ Lp(0, T ;H1−ε).

Z těchto kompaktńıch vnořeńı dostáváme existenci vybrané konvergentńı
podposloupnosti (značené stejně) tak, že:

uN → u v Lp(0, T ;Hn+1−ε), ∀p < ∞; ε > 0, (4.39)

uN
t → ut v Lp(0, T ;H1−ε), ∀p < ∞; ε > 0. (4.40)

Limitńı přechod v rovnici (4.1):
uvažujme slabou formulaci pro [uN , uN

t ] a pod́ıvejme se na limitńı přechody
v nelineárńıch členech (v lineárńıch členech nám stač́ı slabá konvergence):

lim
N→∞

|
∫

Ω

(g(uN
t )− g(ut))ω| ≤ lim

N→∞
cα‖uN

t − ut‖H0‖ω‖H0 = 0,

pro s.v. t ∈ [0, T ], ∀ω ∈ Hn.

lim
N→∞

|
∫

Ω

(f(uN)− f(u))ω| ≤ lim
N→∞

γ‖uN
t − ut‖Hs‖ω‖H0 = 0,

pro s.v. t ∈ [0, T ], ∀ω ∈ Hn, s ∈ [0, n).

Tyto limitńı přechody dávaj́ı existenci řešeńı pro počátečńı podmı́nky [u0, u1] ∈
Hn+1 × H1 na [0, T ], protože T bylo libovolné, dostáváme existenci řešeńı
na [0,∞).

Krok 4:
Existence řešeńı pro [u0, u1] ∈ Hn ×H0

Z hustého vnořeńı Hn+1 →֒ Hn a hustého vnořeńı H1 →֒ H0, existuje:
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uk
0 ∈ Hn+1; uk

0 → u0,

uk
1 ∈ H1; uk

1 → u1.

Dle Kroku 2 existuje řešeńı uk rovnice (4.1) s počátečńımi podmı́nkami
[uk

0, u
k
1]. Dle (4.22) je uk cauchyovská v normách

uk ∈ C([0, T ];Hn),

uk
t ∈ C([0, T ];H0).

Prostory L∞(0, T ;Hn) a L∞(0, T ;H0) jsou Banachovy a tud́ıž uk má limity
v těchto prostorech. Silná konvergence stač́ı na přechod v rovnici (lineárńı
členy jsou bez problému, nelinearity jsou spojité funkce), tedy [u, ut] je
řešeńım pro p̊uvodńı počátečńı podmı́nky [u0, u1].

Poznámka 4.15. V d̊ukazu Věty 4.9 jsme dokázali nav́ıc regularitu slabé
řešeńı, tj. pro ”hladš́ı”počátečńı podmı́nky máme ”hladš́ı”slabé řešeńı.

Věta 4.16. (spojitá závislost na počátečńıch podmı́nkách) Necht’ u a v

jsou řešeńı (4.1) s počátečńımi podmı́nkami [u0, u1] a [v0, v1]. Potom pro
w := u− v plat́ı:

sup
[0,T ]

(‖w(t)‖Hn + ‖wt(t))‖H0) ≤ K(‖w0‖Hn + ‖w1‖H0).

D̊ukaz. Užijme (4.22)

sup
t∈[0,T ]

E[w](t) ≤ C(‖wt‖2H0(0) + ‖w‖2Hn(0)). (4.41)
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Kapitola 5

Disipace

V předchoźı kapitole jsme dokázali, že rovnice (4.1) má řešeńı pro každou
př́ıpustnou počátečńı podmı́nku. Označme X := Hn×H0 a uvažujme na X

dvě ekvivalentńı metriky: ρ(u, v) :=
√

E[u− v] a ρ̃(u, v) :=
√

Eδ[u, v], kde
Eδ je definováno v Lemmatu 4.8. Řeš́ıćı semigrupa S(t) : X → X je dána
vztahem S(t) : [u0, u1] → [u(t), ut(t)].

Definice 5.1. Necht’ X je metrický prostor, potom vzdálenost́ı množin
A,B ⊂ X nazveme č́ıslo

distX(A,B) = sup
b∈B

inf
a∈A

{||b− a||X}

Poznámka 5.2. Funkce distance neńı symetrická, tj.distX(A,B) 6= distX(B,A)
obecně

Definice 5.3. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor, potom množinu
A ⊂ X nazveme globálńım atraktorem pro dynamický systém (S(t), X),
je-li splněno:

1 A ⊂ X je kompakt,

2 S(t)A ⊂ A pro všechna t ≥ 0, t.j. A je positivně invariantńı,

3 dist(S(t)B,A) → 0 pro t → ∞ pro libovolnou B ⊂ X omezenou.

Definice 5.4. Necht’ X je metrický prostor, necht’ A ⊂ X, potom fraktálńı
dimenze A je definována jako

dimX
f (A) = lim sup

ε→0+

NX(A, ε)

− log ε
, (5.1)

kde NX(A, ε) je nejmenš́ı počet kouĺı v X o poloměru ε pokrývaj́ıćı A se
středy v A
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Definice 5.5. Dynamický systém (S(t), X) se nazve disipativńı, jestliže
existuje W ⊂ X omezená množina, jež je uniformně pohlcuj́ıćı, t.j. pro
každou B ⊂ X omezenou existuje t0 = t0(B) tak, že S(t)B ⊂ W pro
všechny t ≥ t0.

Věta 5.6. Dynamický systém (S(t), X) indukovaný řeš́ıćım operátorem
úlohy (4.1) s podmı́nkami (4.5) - (4.9) je disipativńı.

D̊ukaz. Označme Ẽ[u](t) := ‖u‖2Hn+‖ut‖2H0+2
∫

Ω
F (u)dx, potom za předpokladu

(4.9) je E[u](t) srovnatelná s Ẽ[u](t) tj. ∃C1, C2, C3, C4 > 0;
C1E[u](t)− C2 ≤ Ẽ[u](t) ≤ C3E[u](t) + C4

Ẽ[u](t) ≥ ‖u‖2Hn + ‖ut‖2H0 − (1− ελ−n
1 )‖u‖2Hn −C2 ≥ C1E[u](t)−C2 (5.2)

, kde C1 := min{1, ελ−n
1 } a C2 = C5|Ω| z d̊usledku 4.13.

Z lipschitzovskovosti f dostáváme: F (u) ≤ γ|u|2+C. Tento odhad použijeme
v d̊ukazu nerovnosti:

Ẽ[u](t) ≤ ‖u‖2Hn + ‖ut‖2H0 + 2γ

∫

Ω

|u|2 + C|Ω| ≤ C3E[u](t) + C4, (5.3)

kde C3 := 1 + 2λn
1γ a C4 := C|Ω|.

Otestujme (4.1) ”ut”:

1

2

d

dt
E[u](t) +

∫

Ω

g(ut)ut +
d

dt

∫

F (u)dx = 0, (5.4)

použit́ım Ẽ[u](t) dostáváme:

1

2

d

dt
Ẽ[u](t) + α‖ut‖2H0 ≤ 0. (5.5)

Otestujme (4.1) pomoćı ”u”:

d

dt
(ut, u)L2(Ω) + ‖u‖2Hn +

∫

Ω

g(ut)u+

∫

Ω

f(u)u = −‖ut‖2H0 . (5.6)

Pomocné odhady: Z předpokladu (4.9) dostáváme:

‖u‖2Hn +

∫

Ω

f(u)u ≥ θ‖u‖2Hn − C|Ω|. (5.7)

|
∫

Ω

g(ut)u| ≤ cαλ
−n

2
1 ‖u‖Hn‖u‖H0 ≤ θ

2
‖u‖2H0 +

λ−n
1 c2α2

2θ
‖ut‖2H0 . (5.8)

Nyńı použijeme pomocné odhady do rovnice (5.6):
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1

2

d

dt
(ut, u)L2(Ω) +

θ

2
‖u‖2Hn ≤ C1 + (1 +

λ−n
1 c2α2

2θ
)‖ut‖2H0 . (5.9)

Označme Ẽη[u](t) := Ẽ[u](t) + η(ut, u)L2(Ω), kde η := 1
2
min{λ

n
2
1 ;

α

1+ c2α2

2θ

}.

Dı́ky podmı́nce η ≤ λ
n
2
1

2
a s přihlednut́ım k Lemmatu 4.8 dostáváme, že

∃C̃1, C̃2, C̃3, C̃4 > 0, tak že C̃1Ẽ[u](t) − C̃2 ≤ Ẽη[u](t) ≤ C̃3Ẽ[u](t) + C̃4.
Přenásobme (5.9) η a přičtěme k (5.5):

1

2

d

dt
(Ẽ[u](t) + η(ut, u)) +

ηθ

2
‖u‖2Hn + α‖ut‖2H0 ≤ ηC1 + η(1 +

c2α2

2θ
)‖ut‖2H0

1

2

d

dt
Ẽη[u](t) +

ηθ

2
‖u‖2Hn + (α− η(1 +

c2α2

2θ
))‖ut‖2H0 ≤ ηC1

1

2

d

dt
Ẽη[u](t) + aẼη[u](t) ≤ B. (5.10)

Z posledńı nerovnosti nám plyne existence omezené přitahuj́ıćı množiny -
disipace.
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Kapitola 6

Exponenciálńı atraktor

6.1 Exponenciálńı atraktor

V této kapitole dokážeme, že dynamický systém vytvořený řeš́ıćı semigrupou
rovnice (4.1) má exponenciálńı atraktor, odhadneme jeho fraktálńı dimenzi
a rychlost přitahováńı.

Definice 6.1. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor, množina M ⊂ X se
nazývá exponenciálńı atraktor pro dynamický systém (S(t), X), jestliže je
splněno:

1 M ⊂ X je kompakt,

2 S(t)M ⊂ M ∀t ≥ 0, tj. M je positivně invariantńı,

3 pro libovolnou B ⊂ X omezenou, existuje konstanta C, t0 tak, že
distX [S(t)B,M ] ≤ C e−β(t−t0), kde β > 0 je konstanta nezávislá na
volbě množiny B,

4 dimX
f (M ) < ∞.

Definice 6.2. Množina M∗ se nazve exponenciálńı atraktor pro diskrétńı
dynamický systém (Sk,W ), jestliže je splněno:

1 M∗ ⊂ X je kompakt

2 SM∗ ⊂ M∗, tj. M∗ je positivně invariantńı,

3 existuj́ı konstanty β, C > 0 tak, že [distX SkW,M∗] ≤ C e−βk,

4 dimX
f (M ) < ∞.

Věta 6.3. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

I dynamický systém (Sk,W ) má exponenciálńı atraktor,
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II existuj́ı konstanty a, b > 0,θ ∈ (0, 1), K ≥ 1 tak, že

NX(S
kW, aθk) ≤ bKk, ∀k ∈ N. (6.1)

Nav́ıc z existence M∗ vyplývá, že θ = e−β a K = edβ, kde β je kon-
stanta přitahováńı a d > 0 libovolné č́ıslo takové, že d > dimX

f (M∗). Za
předpokladu, že (6.1) je splněna se dá zkonstruovat exponenciálńı atraktor,
tak, že

dimX
f (M∗) ≤

logK

− log θ
(6.2)

a β = − log θ z definice exponenciálńıho atraktoru.

d̊ukaz lze nalézt Feireisl, Pražák [2, Theorem 2.35, str.31].

6.1.1 Konstrukce exponenciálńıho atraktoru a expli-

citńı odhad fraktálńı dimenze

Nyńı přejdeme k d̊ukazu existence exponenciálńıho atraktoru a explicitńıho
odhadu jeho fraktálńı dimenze. Jádro této konstrukce lež́ı v ověřeńı II. části
Věty 6.3 a k tomuto účelu použijeme metodu z článku [3]. V celém d̊ukazu
budeme použ́ıvat a odkazovat se na nerovnosti, jež jsme źıskali v d̊ukazu
existence řešeńı (4.1).

Z nerovnosti (4.20) dostáváme

1

2

d

dt
Eδ[w](t) ≤ Kλs−n

1 ‖w‖2Hn ≤ 2Kλs−n
1 Eδ[w](t). (6.3)

Použijeme-li Gronwallovo lemma na předchoźı nerovnost na [0, t∗], obdrž́ıme
tento odhad:

Eδ[w](t
∗) ≤ e4Kλs−n

1 t∗Eδ[w](0). (6.4)

Nyńı volme t∗ tak, aby 4Kλs−n
1 t∗ ≤ 1 v nerovnosti (6.4). Potom nerovnost

(6.4) ř́ıká:

Eδ[w](t) ≤ eEδ[w](0), t ∈ (0, t∗). (6.5)

Z integrujeme-li nerovnost (4.20) přes (0, t∗)
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Eδ[w](t
∗)− Eδ[w](0) + δt∗

2

3 e
Eδ[w](t

∗) ≤ K

t∗
∫

0

‖w‖2Hs ,

(1 + δt∗
2

3 e
)E[w]δ(t

∗) ≤ Eδ[w](0) +K

t∗
∫

0

‖w‖2Hs ,

E[w]δ(t
∗) ≤ (1− θ)Eδ[w](0) + K̃

t∗
∫

0

‖w‖2Hs , (6.6)

kde 1− θ = (1 + δt∗ 2
3 e
)−1, K̃ = K(1 + δt∗ 2

3 e
)−1. Důležité je si uvědomit, že

veškera informace o w a wt je nesena E[w](t) a energii kontrolujeme pomoćı
w v prostoru L2(0, t∗;Hs).

Označme W ⊂ Xδ omezenou přitahuj́ıćı množinu, kterou jsme źıskali v
d̊ukazu disipace. Vezměmě B ⊂ W libovolnou kouli, diamB = R Nyńı
ukážeme, že dokážeme S(t∗)B pokrýt pomoćıN množin o pr̊uměru (1− θ

2
)
1
2R

v prostoru Hs, kde pokrývaćı č́ıslo N nezáviśı na B a R. Definujme:
Bt∗ := {u : [u(0), ut(0)] ∈ B, u řeš́ı (4.1) na [0, t∗]}.

Potom diamBt∗ ≤ C
√
t∗R v normě prostoru L2(0, t∗, Xδ). Z nerovnosti (6.5)

dostáváme:

sup
u,v∈Bt∗

t∗
∫

0

Eδ[u− v](t)dt ≤ C sup
u,v∈B

t∗
∫

0

Eδ[u− v](0)dt = Ct∗R2. (6.7)

Bt∗ je omezená, tedy existuje u0 a Ũ tak, že Bt∗ ⊂ u+ Ũ . Kde
Ũ = {v : ‖v‖L2(0,t∗;Hn) ≤ C(t∗)

1
2R; ‖vt‖L2(0,t∗;H0) ≤ C(t∗)

1
2R}. Problém po-

kryt́ı se redukuje na problém pokrýt Ũ pomoćı množin F
j
t∗ ⊂ L2(0, t∗;Hs)

j = 1, · · ·N a diamF
j
t∗ ≤ ηR, kde η je dáno rovnost́ı K̃η2 = θ

2
. Konečný

počet množin je z kompaktńıho vnořeńı z Aubin-Lionsova lemmatu:

{u ∈ L2(0, t∗;Hn), ut ∈ L2(0, t∗;H0)} →֒→֒ L2(0, t∗;Hs), s ∈ [0, n).

Pro splněńı předpoklad̊u v druhé části věty muśıme pokrýt S(t∗)B. K tomuto
účelu si zadefinujeme množiny:
Gj ⊂ Xδ, G

j := {[v(t∗), vt(t∗); v ∈ F
j
t∗ ]. Množiny Gj pokrývaj́ı S(t∗)B z

definice těchto množin. Z (6.6) dostáváme

(diamGj)2 ≤ (1− θ)R2 + K̃η2R2 =
(

1− θ

2

)

R2. (6.8)

Tedy množiny Gj maj́ı požadované pr̊uměry. Nyńı vše přeškálujeme tak,
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abychom pokrývali 1-koulemi v prostoru L2(0, t∗;Hs):

A = B = C(t∗)
1
2

R
ηR

= C

√

t∗K̃
θ

a

U := {v : ‖v‖L2(0,t∗;Hn) ≤ A; ‖vt‖L2(0,t∗;H0) ≤ B}. Je vidět, že problém

pokryt́ı nyńı nezáviśı na R. Dále z Věty 3.8 v́ıme, že λj ∼ λ1j
2n
d . Nyńı jsou

splněny všechny předpoklady pro použ́ıt́ı pokrývaćıho Lemmatu [4], Lemma
4.2, které ř́ıká, že se U dá pokrýt N koulemi a plat́ı odhad pro N :

lnN ≤ Ct∗λ
− d

2n
1 A

(

d
n
+s

)

1
n−s

B ln(λ1A+ 1). (6.9)

Kde C záviśı na Ω a d Nyńı jsme vyřešili problém pokryt́ı S(t∗)B pomoćı

množin o pr̊uměru (1 − θ
2
)
1
2R. Nyńı budeme předchoźı metodu iterovat a

budeme pokrývat S(kt∗)B pomoćı množin a pr̊uměru menš́ım jak (1− θ
2
)
k
2R.

Předchoźı proces nám dá toto:

NHs(S(kt∗)B, (1− θ

2
)
k
2R) ≤ Nk. (6.10)

Dle Věty (6.3) dostáváme existenci exponenciálńıho atraktoru, jehož fraktálńı
dimenze je odhadnuta:

dimHs

f (M∗) ≤
logN

− log((1− θ
2
)
1
2 )
. (6.11)

Pomoćı jednoduchých odhad̊u dostáváme:
1

− log(1− θ
2
)
≤ 2θ−1, a z konvexity funkce y = x − log(1 + x) dostáváme:

log(1 + x) ≤ x, x ≥ 0; dostáváme lépe vypadaj́ıćı odhad:

dimHs

f (M∗) ≤ Ct∗λ
− d

2n
1 A

(

d
n
+s

)

1
n−s

Bλ1Aθ
−1. (6.12)

Když dosad́ıme za θ,A,B,K̃ a použijeme jednoduché odhady a vzorce odvo-
zené z Taylorova polynomu dostaneme mnohem utř́ıděněǰśı vzorec:

dimHs

f (M∗) ≤ Cλ
− d

2n
+1

1

(2δ e

3

)− d+4n2
−3ns

2n(n−s)
K

d+2n2
−ns

2n(n−s) . (6.13)

Kde δ := 1
2
min{ α

cα2+1
, λ

n
2
1 } a K := γ2

α
+ δ(cλ−s

1 + γλ
−s
2

1 ). Pro porovnáńı
s výsledky z jiných metod budeme uvažovat, že α << 1, γ > 1 a pro
jednoduchost λ1 = 1. Potom δ = α

2
, K = γ2

α
. Potom obdrž́ıme tento odhad:

dimHs

f (M∗) ≤ C
(e

3

)− d+4n2
−3ns

2n(n−s)
γ

d+2n2
−ns

n(n−s) α
− d+3n2

−2ns
n(n−s) . (6.14)

T́ımto jsme zkonstruovali exponenciálńı atraktor pro diskrétńı dynamický
systém. Globálńı atraktor je z definice podmnožinou diskrétńıho exponenciálńıho
atraktoru. Z vlastnost́ı fraktálńı dimenze dostáváme explicitńı odhad fraktálńı
dimenze globálńıho atraktoru A :
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dimHs

f (A ) ≤ C
(e

3

)− d+4n2
−3ns

2n(n−s)
γ

d+2n2
−ns

n(n−s) α
− d+3n2

−2ns
n(n−s) . (6.15)

6.2 Aplikace výsledk̊u na rovnici kmitáńı tyče

se slabým třeńım

V této kapitolce aplikujeme předchoźı obecné výsledky na rovnici:

utt + uxxxx + g(ut) + f(u) = 0 na(0, π)× (0,∞),

u(., 0) = u0 ut(., 0) = u1,

u(0, .) = u(π.0) = uxx(0, .) = uxx(π, .) = 0,

kde g, f : R → R jsou diferencovatelné funkce a splňuj́ı r̊ustové podmı́nky:

(g(u)− g(v), u− v) ≥ α‖u− v‖H0
2
,

‖g(u)− g(v)‖H0 ≤ αc‖u− v‖H0 ,

‖f(u)− f(v)‖H0 ≤ γ‖u− v‖Hs , s ∈ [0, n),

g(0) = 0,

lim inf
x→∞

f(x)

x
> −λn

1 .

Vlastńı funkce -∆ na intervalu (0, π) jsou ωk = sin kx a λk = k2. Prostory

Hα := {f ∈ L2(Ω);
∞
∑

k=1

k2α(f, sin kx)2L2(0,π) < ∞}. Dle Věty 4.9 existuje

jednoznačné slabé řešeńı rovnice (6.16) s podmı́nkami na nelinearity. Dle
Věty 5.6 je dynamický systém indukovaný řeš́ıćı semigrupou disipativńı a
dle kapitoly o konstrukci exponenciálńıho atraktoru dostáváme existenci ex-
ponenciálńıho atraktoru pro diskrétńı dynamický systém a explicitńı odhad
pro fraktálńı dimenzi:

dimHs

f (M ) ≤ C
(2δ e

3

)− 17−6s
8−2s

K
9−2s
8−4s , (6.16)

kde δ := 1
2
min{ α

cα2+1
, 1} a K := γ2

α
+ δ(c+ γ).
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Kapitola 7

Závěr

V práci jsme dokázali existenci a jednoznačnost slabého řešeńı rovnice (4.1)
za velmi speciálńıch podmı́nek a výsledky aplikovali na rovnici (6.16). Ale
zde práce na tomto tématu nekonč́ı, práce se dá dále rozš́ı̌rit uvažováńım
”horš́ı”hranice množiny Ω v př́ıpadě, že Ω neńı krychle. Předpoklad
∂Ω ∈ C∞ by se dal oslabit na ∂Ω ∈ Cn, dále by se daly oslabit předpoklady
na nelinearity g, f : uvažovat tyto funkce jako globálně lipschitzovské. V práci
se ukazovalo, že předpoklad koercivity a monotonie funkce g jsou nezbytné
pro použit́ı použitých metod při d̊ukazu existence a jednoznačnosti slabého
řešeńı, d̊ukazu disipace a při konstrukci exponenciálńıho atraktoru. Otázka
zńı: Dá se předpoklad koercivity vypustit a nalézt explicitńı odhad fraktálńı
dimenze globálńıho atraktoru pomoćı dat z rovnice?

Předpoklad globálńı lipschitzovskovosti či globálně omezených derivaćı je
velmi silný a v rovnićıch matematické fyziky se často vyskytuj́ı polynomiálńı
r̊usty nelinearit. Otázka by potom zněla: Za jakých předpoklad̊u na Ω, d
existuje jednoznačné řešeńı rovnice (4.1), kde g je monotonńı a f, g : R → R

jsou lokálně lipschitzovské funkce, a existuje globálńı atraktor a zda se dá
explicitně odhadnout jeho fraktálńı dimenze pomoćı dat rovnice. Částečnou
odpověd’ na tuto otázku, v př́ıpadě 1-dimenze a g globálně lipschitzovská,
dává diplomová práce Mgr. Evy Fašangově [11] - globálńı atraktor existuje.

Otázek je mnoho a ty nyńı čekaj́ı na své řešitele.

Po mnoha zrodech splývá moudrý člověk nakonec se Mnou, nebot’ v́ı, že Já
jsem př́ıčinou všech př́ıčin. Zř́ıdka se však lidská duše pozvedne k takové

vznešenosti.

Kršna, Bragavadǵıta - zpěv vznešeného
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[3] Pražák D., Buĺıček M.: A note on the dimension of the global attrac-
tor for an abstract semilinear hyperbolic problem, Applied Mathematics
Letters 22,(2009) 1025-1028
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