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Uvod

Tému nekomutativnej Choquetovej teodrie otvoril v roku 1969 William Arveson,
ked vo svojej praci 2| zaviedol pojmy hranicnd reprezentdcia a Silov idedl pre roz-
Sirenie pojmu Choquetovej hranice pre nekomutativne C*-algebry. Pocas d'alsich
takmer Styridsat rokov na jeho pracu naviazalo mnoho d'alsich, ale problematika
existencie tychto objektov zostala otvorena. Az v roku 2007 vychadza ¢lanok [4],
v ktorom sam Arveson podéva dokaz existencie Silovho idealu pre separabilny
operatorovy systém. Cielom tejto prace je predstavit metddy, ktoré boli pouzité
v tomto dokaze.

V prvej kapitole zavedieme zakladné pojmy, s ktorymi budeme pracovat. Pred-
pokladé sa, ze ¢itatel ma znalosti pokryté prednaskami z funkcionélnej analyzy.
Z tejto oblasti pripomenieme len niektoré klicové pojmy a tvrdenia.

Druhé kapitola ma za tdlohu predstavit pojmy stuvisiace s nekomutativnym
pripadom a presne sformulovat danti problematiku. Podrobne sa venujeme vzta-
hu k znamej komutativnej Choquetovej teorii. Zhrnieme tu tiez vysledky z [2] o
existencii Silovho idealu pre tzv. pripustné podpriestory.

V tretej kapitole sa venujeme tzv. dplne pozitivnym zobrazeniam, ktoré za-
chovévaju jednotku. Predstavime ich vlastnosti ako maximalita a vlastnost jed-
noznacného rozsirenia a ukazeme, ze su ekvivalentné. Z definicie vlastnosti jed-
noznac¢ného rozsirenia sa da tuSit, Ze zobrazenie s touto vlastnostou bude mat
blizko k hrani¢nej reprezentécii.

Stvrta kapitola sa nesie takmer cela v abstraktnejSom duchu, opustime nasu
situéciu a venujeme sa zavedeniu vhodnej slabej topolégie na priestore B(X, Y™)
pre Banachove priestory X, Y. Pomocou nej ukazeme niekolko potrebnych vlast-
nosti pre tzv. BW-topoldgiu.

Dalsia kapitola potrebuje nejaké znalosti z deskriptivnej teérie mnozin, pre-
to jednu sekciu vyhradime pre zhrnutie potrebnych pojmov a vysledkov z tejto
oblasti. f)alej predstavime opéat o Cosi komplikovanejsie objekty, a to hilbertov-
ské zvazky a meratelné systémy operdtorov. Pojmy st zavadzané v ¢o najvyssej
miere abstraktnosti, ale suc¢asne ukaZzeme ako je mozné pohlad na ne zjednodusit
(Tvrdenie 5.26). Vratime sa k tplne pozitivnym zobrazeniam zachovéavajucich
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jednotku a vytvorime z nich zvazok, na ktorom pomocou Stvrtej kapitoly zave-
dieme Struktiru standardného borelovského priestoru. Tym ziskame prostredie
pre vytvorenie dalsieho kIi¢ového néastroja, ktorym bude Veta 5.39.

Posledny néastroj, ktory predstavime, nam da v istom zmysle zachovavanie
vlastnosti jednoznac¢ného rozsirenia na zlozky rozkladu zobrazenia. Vyzaduje sa
praca s direktnym integralom Hilbertovych priestorov a zobrazeni, preto opat
najskor v jednej sekcii nacrtneme o ¢o ide.

Konecne, posledna kapitola obsahuje hlavny vysledok ¢lanku [4]. Uplny dékaz
vyzaduje netrivialne znalosti dalsich oblasti matematiky, ktorym sme sa v tejto
praci nevenovali. Preto predkladédme len postup dokazu, v ktorom nie su vSetky
kroky riadne zdovodnené. Cielom je ukézat aplikidciu nastrojov vytvorenych v
predoslych kapitolach.



Kapitola 1

Pojmy a potrebné vlastnosti

1.1 PouzZité znacenia a amluvy

V celej praci budeme predpokladat, ze vSetky C*-algebry obsahuji jednotku.
Tento predpoklad neubera na vSeobecnosti vdaka Standardnému pridavaniu jed-
notky, vid napriklad [12, str. 228|.

Skalarny sucin na Hilbertovom priestore H budeme znacit ( , )y, v pripa-
doch ked bude jasné o aky Hilbertov priestor sa jedna, budeme index vynechévat.

Pri vypoctoch s projekciami budeme bez dalsich slov vyuzivat tieto Standard-

né rovnosti:
(Pz,2) = (P?z,r) = (P*Px,7z) = (Px, Px),

kde z je prvkom uvazovaného Hilbertovho priestoru a P je projekcia na nejaky
jeho podpriestor.

Matice typu n x n nad telesom /priestorom/algebrou A budeme skratene za-
pisovat (a;;)j, kde a;; € A. Opét v pripade, ze nemo6ze dojst k nedorozumeniu
budeme indexy pri zatvorke vynechavat, teda budeme pisat (a;;).

Stretneme sa tiez so symbolom | J,, H,,. Tym budeme rozumiet ztplnenie pries-
toru @, H,.
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Prehl'ad standardnych symbolov

Symbol  Popis

R redlne ¢isla

N prirodzené ¢isla

C komplexné ¢isla

T jednotkova kruznica v C, tj. {A € C: |A\| =1}
B(z,r)  uzavretda gula so stredom v bode x a polomerom r
By jednotkové gul'a priestoru X

M uzaver mnoziny M

M uzaver mnoziny M vzhladom k topologii T

X duélny priestor k X

X algebraicky dual k X (tj. linedrne funkcionaly na X)
ext X extremalne body mnoziny X

C(K) spojité funkcie na kompakte K
MYK)  pravdepodobnostné miery na kompakte K

B(H) spojité linedrne operéatory na Hilbertovom priestore H
Py ortogonalna projekcia na H

A’ komutant C*-algebry A

M, matice typu n X n nad uvazovanym ¢iselnym telesom

M,(A)  matice typu n X n s prvkami C*-algebry A
X xY kartézsky sicin priestorov X a Y.

XpY direktny sucet priestorov X a Y

span{A} lindrny obal mnoziny A

span{A} uzavrety linarny obal mnoziny A

Re(z) realna Cast ¢isla z € C.

I,id identita

1.2 Zakladné nastroje

Definicia 1.1. Pozitivny prvok C*-algebry A je prvok a € A, ktory je samo-
adjungovany, tzn. a* = a, a jeho spektrum lezi v nezapornej polosi realnych

Cisel.

Priklad 1.2. Pripomenme, ze B(H), tj. priestor obmedzenych operatorov na
Hilbertovom priestore H, tvori nekomutativnu C*-algebru, kde nasobenim je
skladanie operatorov a involtuciou je adjunkcia. Jej pozitivne prvky sa préave
tie operatory T € B(H), ktoré spliiaju

(T€,6) >0, €EeHd.

Tato charakteristika je Standardnou aplikaciou spektralneho rozkladu normalnych
operatorov.
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Definicia 1.3. Linearny podpriestor C*-algebry A nazveme operdtorovy systém,
ak je uzavrety na operaciu involucia. C*-algebru generovani systémom .S budeme
znacit C*(S) (tzn. najmensiu C*-algebru obsahujicu ).

Definicia 1.4. Nech A je C*-algebra, H je Hilbertov priestor. Reprezentdciou
C*-algebry A rozumieme *-homomorfizmus 7 : A — B(H), tj. 7 je multiplika-
tivne linedrne zobrazenie do B(H) zachovavajice involiciu, ktoré nie je identicky
nulové.

Poznamka 1.5. Pripomenieme zakladné vlastnosti reprezentécii, ktoré budeme
¢asto vyuzivat:

(i) Kazda reprezentacia m C*-algebry A s jednotkou e zachovava jednotku. K
tomu stac¢i vziat Tuvovolny prvok a € A, pre ktory m(a) # 0. Potom z
vypoctu m(a) = w(ae) = m(a)m(e) mame ihned m(e) = I.

(ii) Norma reprezentacie 7 : A — B(H) je vzdy mensia alebo rovna 1 a teda
reprezentacie su automaticky spojité. Dokaz je napriklad v [7, Theorem
7.1.8.(1)].

Definicia 1.6. Nech A je C*-algebra s jednotkou. Pozitivny funkciondl na A
je zobrazenie w : A — C také, ze pre kazdé a € A,a > 0 plati w(a) > 0.
Potom piseme w > 0. Stav na A je pozitivny linearny funkcional na .4 s normou
1. Mnozinu stavov na A oznazime S(A).

Vseobecnejsie, zobrazenie ¢ : A — A’ medzi C*-algebrami A, A’ je pozitivne,
ak ¢(a) je pozitivny prvok v A’ pre kazdy pozitivny prvok z A.

Pozndmka 1.7. Pretoze pozitivny prvok C*-algebry A sa da napisat v tvare a*a
pre nejaké a € A (vid [14, Theorem 6.1]), mozeme pozitivitu funkcionalov, resp.
zobrazeni, testovat len na prvkoch tvaru a*a, a € A.

Pozndmka 1.8. Pozitivne funkcionaly na A st automaticky spojité a plati
lwl| =w(e),  w=>0,
kde e je jednotka A. Dokaz sa da néjst napriklad v [3, Proposition 1.6.2].

Priklad 1.9. Nech 7 : A — B(H) je reprezentacia a & je jednotkovy vektor v
H. Potom funkcional definovany vztahom

w(a) = (r(a)§,§), acA

je stav na A. Porzitivita plynie ihned z toho, Ze reprezentécie st pozitivne zobra-
zenia (vid Poznamka 1.35) a podla Poznamky 1.8 normu w vypoé¢itame

lwll = w(e) = (m(e)€, &) = (I&,€) = [IE* = 1.

Konvexna kombinacia stavov je zrejme opét stav, takze mnozina stavov na C*-
algebre A je konvexna v A*. Preto mé zmysel zaoberat sa extremalnymi bodmi
mnoziny S(A).
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Definicia 1.10. éisty’m stavom na C*-algebre A rozumieme extremalny bod
mnoziny stavov S(A), tzn. funkciondl w € S(A), pre ktory plati

w=aw; + (1 —a)ws, a€(0,1), w,w€SA) = wi=wy=w.

Priklad 1.11. V pripade, ze A = C(X) pre nejaky kompaktny Hausdorffov
priestor X, podla Rieszovej vety o reprezentacii mnozinu stavov na C(X) tvoria
nezaporné Radonove miery na X s jednotkovou normou a teda st to pravdepo-
dobnostné miery na X. Cisté stavy st potom

ext M'(X) = {e, : 2 € X}.

Tento znamy vysledok je mozné dosiahnut napriklad ako désledok [7, Theorem
3.4.7] a odstavca pred touto vetou.

1.3 Direktné sumy

Budeme potrebovat pracovat s direktnymi sumami réznych objektov, preto bude
uzitocné, aby zékladné vysledky boli na jednom mieste. V tejto sekcii zavedie-
me potrebné pojmy a zhrnieme ich najzékladnejsie vlastnosti. VSetky uvedené
vysledky st podrobne odévodnené v |7, p.121-124].

Nech Hiy,...,H,, n € N, st Hilbertove priestory. Na mnozine K := H; X
... X H, sa da zaviest struktira Hilbertovho priestoru s operaciami definovanymi
nasledovne:

(xla"wxn)—’_(ylv'”?yn) - (‘Il—i_yl?"'?xn—’_yn)a

a(xy,...,x,) = (axy,...,ax,),
n

((Ila . ,$n), (yla cee 7yn)) = Z(ajiayi)v

i=1

n 2
(@1, mn)ll = (ZII%IF) :
i=1

pre (z1,...,2n), (Y1,.-.,Yn) € K a a € C. Vysledny Hilbertov priestor sa nazyva
direkind suma priestorov Hy, ..., H, a budeme ho znacit e H;.

Dalej uvazujme operatory T; € B(H;, K;), i = 1,...,n, kde K,..., K, su
dalsie Hilbertove priestory. Potom operator T : & | H; — &' | K; definovany
vztahom

T(x1,...,2,) = (Thay, ..., Thxy)

nazyvame direktnd suma operdtorov T, ..., T, a znac¢ime ho @} ,T;. Tento ope-
rator je opét linearny, spojity a ma nasledujice vlastnosti:

| @iy Till = sup{||Tif| - i = 1,...,n},

(@ Th)" = oL 17,

Oy (T; + S) = &\ Ti + O, T, (1.1)
@?:1(17} =a (@?:ITZ') )
(@?:11%1') (EB?:lSi) = &= RiSi,
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pre R;, S; € B(HZ,KZ), R; € B(Kz, Lz), i=1,...,n,aa€C.

Rovnakt myslienku teraz pouzijeme pre zavedenie direktnej sumy nekonecne
vela Hilbertovych priestorov, resp. operatorov medzi nimi. Nech {H,}ocq st
Hilbertove priestory, potom ich direktna suma je priestor

PacaHo = {{xa}aeA €[] Ho: o€ Hoo Y lzal® < oo} :

a€cA a€A

Je to priestor s algebraickou $truktirou, skalarnym sic¢inom a kompatibilnou
normou, ktoré st definované nasledovne:

{za} +{va} = {za+ual},
a{za} = {aza},
({ma}a{ya}) = Z(mmya)a

acA

Hza}l = (ZII%II2> :

acA

pre {To}, {¥a} € Daca a a € C. Priestor ®neaH, s takto definovanou normou
vyjde tplny, takze je to opat Hilbertov priestor.

Napokon, ak méame operatory T, € B(H,, K,), a € A, medzi Hilbertovymi
priestormi splhajtce sup{||T.|/,a € A} < oo, potom ich direktnou sumou je
operator T € B(®,H,, DK, ) definovany

T{za} = {Toxa}, {7a} € Bacaly

a ma vlastnosti analogické (1.1).

Co budeme potrebovat v tejto praci je direktna suma reprezentécii C*-algebry A:
Uvazujme teraz Hilbertove priestory { Hy }pe, kde B je nejaké indexova mnozina,
a reprezentacie ¢, : A — B(H,), b € B, C*-algebry A. Pretoze pre kazdy
prvok a € A je podla Poznamky 1.5 ||¢p(a)]| < |la]| pre vSetky b € B, je podla
predchadzajuceho direktna suma @®yp,(a) obmedzeny lineédrny operator na @, Hy,.
Potom zobrazenie

p:a€A— @btpb(a) € B(@be)

je priamo z vlastnosti (1.1) reprezentaciou C*-algebry A. Nazyvame ho direktnou
sumou reprezentdcii {¢y} a znac¢ime Gppp.

1.4 O reprezentaciach C*-algebier

Definicia 1.12. Nech 7 : A — B(H), 0 : A — B(K) su dve reprezentacie
C*-algebry A. Hovorime, Ze 7 a o su ekvivalentné, ak existuje unitarny operator
U:H— K tak, 7e

o(z) =Un(x)U", ze€A
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Definicia 1.13. Reprezentacia 7 : A — B(H) je vernd, ak m4 trivialne jadro,
tj. ker p = {0}.

Pozndmka 1.14. Verna reprezentacia m C*-algebry A je izometria A na 7w(A).
Z Poznamky 1.5 uz vieme, ze ||w(x)|| < ||z||, pre kazdé = € A. Zaujima nas
opa¢né nerovnost. Z linearity je verna reprezentacia bijekcia medzi A a w(A).
Stadi si rozmysliet, Ze 771 je tieZ homomorfizmus: Pre yi,y» € 7(A) oznacéme
xy =7 (1), ra = 7' (y2), potom

T yiye) = 7 () (ae)) = 7 (w(2122)) = 2axy = 71 ()7 (1),

Opit podla Poznamky 1.5 potom plati |7~ (y)|| < ||y||, pre kazdé y € w(A), ¢o
znamena ||z|| < ||7(x)]|, pre kazdé x € A.

Definicia 1.15. Nech A je C*-algebra, = : A — B(H) je jej reprezentacia.
Uvazujme M uzavrety podpriestor H, ktory je m(A)-invariantny, tj. =(A)M C
M. Podpriestor M nazveme cyklicky pre m, ak existuje vektor & € M taky, Ze

m(A)§ = M. Reprezentacia 7 je cyklickd, ak H je cyklicky podpriestor pre .
Napokon vektor ¢ prislusny cyklickej reprezentacii nazveme cyklicky vektor.

Veta 1.16 (GNS-konstrukcia). Nech w je stav na C*-algebre A. Potom existuje
cyklickd reprezentdcia 7, algebry A na Hilbertov priestor H,, a jednotkovy cyklickyj
vektor &, prislusny k m, tak, Ze plati

w(a) = (Ww(a)€w>£w)a ac A.

Podrobne spracovany dokaz je napriklad v |7, Theorem 4.5.2|.

Prave GNS-konstrukcia je zadkladnym stavebnym kamehom pre dokaz existencie
vernej reprezentacie 'ubovolnej C*-algebry. Jedné sa o jednu z najdélezitejSich
viet tedrie C*-algebier, takze ju je mozné najst s kompletnym ddkazom v kazdej
ucebnici v obore. Napriklad [7, Theorem 4.5.6].

Veta 1.17 (Gelfand-Naimark). KaZdd C*-algebra md verni reprezentdciu.

Pozndmka 1.18. Je uzitoéné aspon vediet, ako sa hladand verna reprezentacia
zostroji. Vezmeme mnozinu stavov na danej C*-algebre obsahujicu vSetky dis-
té stavy, oznacme ju M. Ku kazdému stavu w € M nédjdeme pomocou GNS-
konstrukcie cyklicki reprezentaciu 7w,. Potom je potrebné si uvedomit, Ze re-
prezentacia @G e, je verna. To vyjde vdaka tomu, Ze mnoZina M obsahuje
vietky cisté stavy a da sa ukézat, Ze mnozina reprezentacii, ktoré dostaneme
GNS-konstrukciou z ¢istych stavov na danej C*-algebre, oddeluje body tejto al-
gebry (vid |7, Proposition 4.5.5]).

Definicia 1.19. Pre mnozinu M C B(H) definujeme komutant k M ako mnozinu
M ={T eB(H):TS=S5T,S e M}.

Definicia 1.20. Reprezentéaciu 7 : A — B(H) nazveme ireducibilnd, ak w(A)" =
span{[l}.
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Casto sa za definiciu ireducibility povazuje nasledujica ekvivalentnd podmienka.
Pre dokaz vid |7, Theorem 5.4.1].

Veta 1.21. Reprezentdcia m: A — B(H) je ireducibilnd prdve vtedy, ked pries-
tor H neobsahuje Ziadne 7(A)-invariantné uzavreté podpriestory.

Pozorovanie 1.22. [reducibilnd reprezenticia m: A — B(H) je cyklickd.

Dokaz. Zvolme & € H a predpokladajme pre spor, Ze m nie je cyklickd. To
znamend, ze M = 7(A)¢&' je uzavrety vlastny podpriestor v H. Pre m' € w(A)¢’
najdeme o’ € A, ze w(a’)¢’ = m’ a potom

m(a)m' = w(a)n(a)¢ = w(ad" )¢ € M, a€ A.

Limitnym prechodom dostaneme, ze i pre [ubovolné m’ € M je w(a)m’' prvkom
M pre kazdé a € A a teda, ze M je mw(A)-invariantny podpriestor. To je ale
podla Vety 1.21 v spore s ireducibilitou reprezentacie . O]

Dalsou standardnou vetou v tejto oblasti je veta davajuca do vztahu ireducibilitu
reprezentéacie a Cistotu stavu z Prikladu 1.9. Dokaz sa da najst napriklad v |3,
Theorem 1.1.6].

Veta 1.23. Nech 7 je reprezentdcia C*-algebry A, ktorda md jednotkovy cyklicky
vektor £. Potom stav w(a) = (m(a)&, &) je cisty prave vtedy, ked je 7 ireducibilnd.

Pozndmka 1.24 (Komutativny pripad). Pozrime sa ako vyzeraju ireducibilné re-
prezentacie v komutativnom pripade. Nech ¢ : C(X) — B(H) je ireducibilna
reprezentacia C*-algebry C(X), kde X je kompaktny Hausdorffov priestor. Pre-
toze ¢ je ireducibilné, podla definicie je ¢(C(X)) = span{I}, a pretoze C(X) je
komutativna, méame

@(C(X)) € ¢(C(X))" = span{I}.

Takze T € o(C(X)) je operator tvaru a € C +— ca pre ¢ € C. Dalej, vdaka
Pozorovaniu 1.22 uz vieme, ze existuje A € C jednotkovy cyklicky vektor pre .
Potom podla vety 1.23 je stav definovany

p(f) = (e(HANe,  feC(X),

Cisty. Uz vieme, Ze Cisté stavy na C(X) su prave Dirakove miery ¢,, z € X (vid
Priklad 1.11). To znamené, ze existuje x € X tak, Ze u = €,. Dostavame, Ze pre
f € C(X) plati

eo(f) = (P(HINNe = o(FIN* = o(f)
a teda o(f) = f(x). Takze kazda ireducibilné reprezentacia C*-algebry C(X) je
pre nejaké x € X ekvivalentné reprezentacii

pz o [ € C(X) = f(2),
kde f(z) chapeme ako operator A € C — f(z)\ € C.
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1.5 Tenzorovy sucin

Dalsim délezitym pojmom pre nés bude tzv. dplne pozitivne zobrazenie. K tomu,
aby sme ho mohli definovat budeme potrebovat nejaky aparat z teérie tenzorového
sucinu.

Tenzorovy stiucin vektorovych priestorov

Veta 1.25. Nech X,Y su vektorové priestory nad C. Potom existuje jeding
(aZ na izomorfizmus) vektorovy priestor X ® Y a jediné bilinedrne zobrazenie
mT: X XY — XQ®Y tak, Ze plati:

Pre kaZdy vektorovy priestor Z a bilinedrne zobrazenie ¢ : X XY — Z existuje
prdave jedno linedrne zobrazenie $ : X x Y — Z spliiagiice ¢ = @ o .

Definicia 1.26. Dvojicu (X ® Y, 7) z predchadzajucej vety nazyvame algebraicky
tenzorovy sucin priestorov X a Y. Pre x € X,y € Y piSeme
r®y:=7(x,y).
Pozndmka 1.27. Nech x, 21,29 € X, y,y1,y2 € Y a A € C. Z bilinearity zobraze-
nia 7 dostavame okamzite vztahy:
(T1+12) Ry = 11QY+1201Y,
TR (Y +1) = TRy +T @y,
() @y = Mz®y)
= =@ (A\y).

f)alej, kazdy prvok £ suc¢inu X ® Y mé tvar
£:Zxk®yk, z ..., tn€X, Y1,...,yn €Y, neN.
k=1

Pozndmka 1.28. Tenzorovy sucin priestorov sice nie je komutativna operacia, ¢ize
priestory X ® Y a Y ® X nie st vo vSeobecnosti zhodné. V kazdom pripade su
aspon izomorfné. Pre vektorové priestory X, Y, Z platia vztahy:
XY 2 Y®JX,
XYz = (XY)® 2.

Uvedieme si zékladny dolezity priklad tenzorového sucinu vektorovych priestorov
a jeho dosledky, ktoré budeme neskor vyuzivat.

Priklad 1.29. Nech X je nejaky vektorovy priestor. Potom tenzorovy sucin
C" ® X moézme stotoznit s priestorom X" := X x ... x X (n-krat) pomocou
linearnych zobrazeni

[ X" — (C®X
) Yo,
i=1
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kde e; = (0,...,0,1,0,...,0) st bazové vektory v C" - s jednickou na i-tej surad-
nici,
resp. na druhu stranu
J:C"eX — X"
(Cly.ohn) @z = (Cm,...,cT).

Tieto zobrazenia st zrejme prosté, na a zlozenim .J o I dostaneme identitu na X".
Budeme potrebovat tieto Specialne pripady:

(a) X = C", potom dostavame stotoznenie C" @ C" = (C™)™ = M, ¢o si
matice typu n x n nad C.

(b) Pomocou (a) a Poznamky 1.28 dostavame
M, X 2 (C"C"X2C"(C"X)ZC'e X" = (X")" = M,(X),
¢o st matice typu n X n nad X.

(c) Napokon Specialnym pripadom (b) je suc¢in M,, x M,, = M, (M,,) = M,,,.

Tenzorovy sucin algebier
Tvrdenie 1.30. Pre algebry A, B nad telesom C existuje asociativne ndsobenie

na sucine A ® B tak, Ze pre kaZdé x1,x5 € A a y1,y2 € B plati

(11 @ Y1) (12 ® Y2) = (2172) @ (Y192)-

V' pripade, Ze obidve algebry A, B maji jednotku 14, resp. 1g, aj A ® B md
jednotku, a to 14 ® 1g. Napokon, ak A, B su algebry s involiuciou, potom

(Z%@??/z)*:Zx:@y:: $1,...,$n€X, yla"'ayneya
i=1 i=1

definuje involiciu na A ® B.
Tvrdenie 1.31. Majme dané algebry Ay, As, By, By a linedrne zobrazenia
QDIA1—>A2, @Z)ZBl—>B2.

Potom ezistuje prdve jedno linedrne zobrazenie ¢ @ ¢ : Ay ® By — Ay ® By
spliajice
(p@1)(a®b) = pa® b, ac A, bebB.

Ak su zobrazenia p, 1) prosté (resp. na), potom aj ¢ ® 1 je prosté (resp. na). V
pripade, Ze v, si homomorfizmy algebier (tj. si naviac multiplikativne), je i
Y ®1Y homomorfizmus. Dalej, ak mdme na vietkjch danych algebrdch definovanii
involiciu a @,y su *-homomorfizmy, je @ @ ¥ opdt *-homomorfizmus. Napo-
kon, pre algebry s jednotkou a zobrazenia p,1), ktoré ju zachovdvaji, dostaneme
zobrazenie ¢ @ 1, ktoré prislusni jednotku z Ay ® By taktieZ zachovdva.
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Z Tvrdenia 1.30 uz vieme, Ze tenzorovym suc¢inom dvoch algebier s involiciou
je opét algebra s involuciou. D& sa ocakavat, Ze tenzorovym nasobenim dvoch
C*-algebier dostaneme opéat C*-algebru. Problematika zavedenia C*-normy na
A1 ® Ay pre vSeobecné C*-algebry A;, As je uz rozsiahlejSia a pre tuto pracu
nepotrebna. Venuje sa jej detailne druhéd kapitola v [9]. Pre nasSe ucely nam
bude stacit poznat Specidlny pripad, a to tenzorovy sucin C*-albery A a M, tj.
algebry matic nad C typu n x n, kde nésobenie je klasické maticové nasobenie a
involicia je definovana

(zij)" = (2};), (@) € M.

Uvazujme najsor Specidlny pripad C*-algebry, konkrétne algebru obmedze-
nych operatorov na Hilbertovom priestore:

Priklad 1.32. Sa¢in M, ® B(H) = M,(B(H)) sa da stotoznit s B(H™), kde
H"=H®...® H (n-krat), pomocou (1;;) € M,(B(H)) — T € B(H"), kde

> it T1k
T¢ = : eH", ¢(=(&,...,&,)€ H,

Y vt Toke

a na druhua stranu 7" € B(H") — (T};) € M,(B(H)), kde operatory T;; € B(H)
definujeme pomocou T;; := P,/ TP;, kde P, P; st projekcie na i-ta (j-t) zlozku
priestoru H". Ak oznac¢ime T; i-tu zlozku zobrazenia 7', tzn.

T,:¢ € H — (T¢), € H.

potom pre £ = (&1, ...,&,) € H™ plati

T k=1
re ={ o ot
Dostévame
&1 > ket Tikd T11& (T
Ty | | = : = : |=| : |=re

o) \svmee) \mme) \@o.

Priklad 1.33 (C*-norma na M, ®.A). Uvazujme ubovolnia C*-algebru A a nech
je dané n € N. Podla Gelfand-Naimarkovej vety (Veta 1.17) existuje verna repre-
zentacia ¢ : A — B(H) C*-algebry A na Hilbertovom priestore H. Definujme
zobrazenie @, :=idy;, @, tj.
on M, @ A — M, ®B(H)
(aij) —  (p(aij)).

Potom podl'a Tvrdenia 1.31 je zobrazenie ,, prosty *~homomorfizmus M, ® A do
M, ® B(H) = B(H"). Ukazeme, ze C*-norma na B(H") definuje C*-normu na
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algebre M, @ A.
Definujme

[(@ij)lln = lln(aij)l B, (aij) € M, @ A= M,(A),

tzn.
1(@ij)lln = sup{(z I Zson ai;)& | ) (&, -, &) € Ban} (1.2)

Pre (a;;) € M,,(A) najskor dokazeme nasledujiice nerovnosti:

gl < ii )llns 1.3
g}gfg”%” < [(aij)ll (1.3)

i)l <> llagll: (1.4)

ij=1
Volme k,l € {1...,n} ae > 0. Z definicie suprema existuje prvok £ € By
tak, ze
le(ar)€ll > (1 —e)lle(an)ll

PretozZe ¢ je verna, je to podla Poznamky 1.14 izometria a teda mame || (ag )€|| >
(1—¢)||ak||- Definujme vektor (&1,...,&,) € H" takto: {; :=0prej #lag§ =¢&.
Potom (&1,...,&,) € Byn a

Z | Zson aij)§* = Z len(a)&ll* > lln(an)él® > (1 —e)llax*.

Pretoze € bolo Tubovolné kladné, dostavame -7, | Y77 ¢n(ai&;)[I> > [law|® a

prechodom k maximu cez k,l € {1...,n} a nasledne k supremu cez (&,...,&,) €
By, ziskame pozadovant nerovnost (1.3).
Nech (&1,...,&,) € Bpgn je Tubovolné. Pouzitim trojuholnikovj nerovnosti

dostdvame medzivypocet

1Y enlai)&ll < llenlai)&ll < llen(ag) ]
i=1 j=1 =1

1 (1.5)

< Zuson ai)|?) %anjn ’

_,_/
=1

kde posledné nerovnost je Holderova nerovnost. Odtial vdaka faktu, Ze ¢ je
izometria plati

ZHZ% aij) @HQ ' Z lpn @iy I* = Z s I*
=1 7=1

i,7=1 2,j=1

< ( z": ||%‘||>27

ij=1
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kde posledna nerovnost je zo vztahu

(Zri)2zzrirjzz7“?, r,eRr;>0,i=1...,n.
i=1 ij=1 i—1
Potom nerovnost (1.4) dostaneme opét prechodom k supremu cez (&,...,&,) €

BH"L.

Potrebujeme dokéazat tplnost (M, ® A,|.|[,). Nech teda mame danu ||.||,-
cauchyovskt postupnost matic {(agf))},;“;l v M, ® A= M,(A). To znamena, ze
k e > 0 existuje ky € N takeé, ze pre kazdé k,l > ko plati H(aff)) — (ag))Hn < e.
Potom podla (1.3) plati pre kazdé 7,5 € {1,...,n}

k l k l k [
lal — a2l < I(af — )l = 11(a) — @)l <&, kil > Ko

a teda postupnost {al(f)}zozl je cauchyovska v A a teda konvergentné. Pre kazdé

i,j € {1,...,n} nijdeme a;; € A spliajice (a,gf))

— a;;, pre k — oo. Potom
tiez > Hag?) —a;;|| — 0, pre k — oo, pretoze je to kone¢na suma. Odtial s

pouzitim (1.4) je

k k k
1(al) = (aip)lln = 10l — ai)lla < D" llaly — ag|| = 0,k — oo,
i,j=1

Takze M, ® A je algebra s involiciou tplna v norme ||.||,. PretoZe norma na
priestore obmedzenych operatorov na Hilbertovom priestore je C*-norma, je i
||.]l», C*-norma a teda M, ® A je C*-algebra.

1.6 Uplne pozitivne zobrazenia, tiplna kontrakcia
a uplna izometria

Stadium pozitivnych funkcionalov, resp. stavov, v teorii C*-algebier prinasa mno-
ho zaujimavych myslienok. Je prirodzenou otazkou, ¢i je ich mozné v nejakom
zmysle zovSeobecnit a ziskat tak eSte dalekosiahlejsie vysledky.

Prva myslienka pada na pozitivne operatory. Ako motivaciu vezmime Krei-
novu vetu. Mame C*-algebru A a samoadjungovany linearny podpriestor S C A,
e € S. Kreinova veta hovori, ze kazdy pozitivny linedarny funkcionél na S mé
pozitivne linedrne rozsirenie na celt algebru A. Ak by sme sa pokusili dokazat
analogicku vetu pre pozitivne operatory, kladného vysledku by sme sa nedockali.
Neskor si uvedieme priklad pozitivneho linearneho operatoru bez rozsirenia.

Naopak, ako dobry napad sa ukazuje hladat analdégiu medzi pozitivnymi fun-
kciondlmi a tzv. uplne pozitivnymi zobrazeniami. V tejto sekcii sa budeme za-
oberat préave tymito zobrazeniami a ich vlastnostami.
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Definicia 1.34. Nech A, A’ su C*-algebry, ¢ : A — A’ je linearne. Uvazujme
zobrazenia ¢, definované predpisom

on: AR M, — A @ M,

en((aij)) = (plai;)), neN.
Hovorime, Ze ¢ je uplne pozitivne (resp. tuplne kontraktivne, resp. uplnd izomet-
ria), ak je ¢, pozitivne (resp. kontraktivne, resp. izometria), pre kazdy index
n € N.

Poznamka 1.35. VSimnime si, Ze reprezentacie st Uplne pozitivne zobrazenia.
Nech 7 : A — B(H) je reprezentacia C*-algebry A a a € A je Tubovolny prvok
A. Potom pre kazdé £ € H priamo z definicie reprezentécie dostavame

(m(a”a)¢, §) = (w(a)"m(a)¢, &) = (w(a)¢, m(a)§) = |7 (a)é]* > 0.

To znamen4, 7ze mw(a*a) je pozitivny operator v B(H) a teda 7 je pozitivne zobra-

zenie.

Pre uplnu pozitivitu volme Tubovolné n € N a uvazujme prvok a € M,(A), te-

da maticu a = (a;5), a;; € A. Potom adjungovany prvok k a je matica tvaru
* ) a nasobenim tychto matic dostaneme

a* = (a
n n
a‘a = < E a}’;jaki)

k=1 1,j=1

*
ji

Podla definicie 7, je

mo(a*a) = (w(ia,’;jaki)y =( y w(a@)w(%)n

k=1 t,j=1

_ (W<a;i>):j_l (mj));_l

= ma(a")mu(a) = mu(a) ma(a),
odkial rovnako ako v prvej ¢asti dostaneme pre kazdy vektor £ € H”

(Ta(a*a)§, &) = (u(a) ma(a)§, &) = (Tu(a)é, ma(a)$) = [[ma(a)]* > 0.

Takze m,(a*a) je pozitivny operator na H™ pre kazda volbu a € M, (A) a to pre
kazdé n € N, ¢o bolo treba dokazat.
Poznamka 1.36. V predchadzajtucej poznamke sme mimochodom dokazali, ze ak
m: A — B(H) je reprezentacia C*-algebry A na H, potom pre kazdé n € N
je m, reprezentaciou C*-algebry M, ® A na H". K tomu sta¢i urobit analogicky
vypocet so vieobecnou maticou (b;;) € M, (A) namiesto (a;).

Budeme ¢asto vyuzivat nasledujicu vetu, ktora charakterizuje uplne pozitiv-
ne linedrne zobrazenia C*-algebry do priestoru spojitych linearnych operétorov.

Povodny dokaz sa da najst napriklad v [13, Theorem 1|, mierne zjednoduseny je
v [3, Theorem 1.1.1].
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Veta 1.37 (Stinespring). Nech A je C*-algebra, e € A je jednotka a H je Hilber-
tov priestor. Potom pre kaZdé tuplne pozitivne linedrne zobrazenie ¢ : A — B(H)
existuje reprezentdicia m : A — B(K) na Hilberovom priestore K a operdtor
V € B(H, K) tak, Ze

olx) =V*r(z)V, ze€ A

Naviac pre normu operdtoru V' plati |VE|* < [|p(e)|[|€]]?, € € H.

Pozndamka 1.38. Na tomto mieste je dobré si uvedomit dalsi blizky vztah uplne
pozitivnych zobrazeni k pozitivnym funkciondlom. Uvazujme vo Vete 1.37 jedno-
dimenzionalny Hilbertov priestor H, teda teleso komplexnych ¢isel, a pozitivny
funkcional w : A — C. Potom w je tplne pozitivne zobrazenie (vid Tvrdenie
1.41). Nech ma naviac w normu jedna, teda je to stav na A. Stinespringova veta
hovort, ze existuje Hilbertov priestor K, reprezentacia m : A — B(K) a operator
V € B(C, K) tak, 7ze w(a) = V*r(a)V, pre a € A. Oznatme £ := V1. Potom
dostavame

w(a) =V*r(a)V = (V*'71(a)V1,1)c = (m(a)V1, V1) g = (7(a)&, )k, a€ A

Inymi slovami, dostali sme GNS-konstrukciu pre stav w, kde H, := K, m, ===
a &, := £ Takze Stinespringovu vetu mozeme vnimat ako zovSeobecnenie GNS-
konstrukcie pre tplne pozitivne zobraznenia.

Pojem tplne pozitivneho zobrazenia je mozné zovSeobecnit pre zobrazenia
definované nie nutne na celej C*-algebre. Pre operatorovy systém S C Aan € N
je linearny priestor S ® M, = M,(S) linedrnym podpriestorom v A ® M, =
M, (A). Pre linearne zobrazenie ¢ : S — A’ mozeme teda analogicky Definicii
1.34 definovat zobrazenie

©Pn - S ® Mn — -A/ & Mn
(aij)i; = (plaij))i-
Definicia 1.39. Hovorime, Ze linearne zobrazenie ¢ : S — A’ je Upne pozi-

tivne/uplne kontraktivne/iplnd izometria, ak pre kazdé n € N je zobrazenie ¢,
pozitivne/kontraktivne/izometria.

Priklad 1.40 (pozitivny operator, ktory nie je dplne pozitivny). Pre n > 2
uvazujme operator
p: M, — M,
(aij) —  (a;)
Potom ¢ je pozitivny operator, pretoze spekrum matice je vzdy rovnaké ako

spekrum k nej transponovanej matice. Ukdzeme, Ze tento operator nie je uplne
pozitivny. Potrebujeme néjst k € N, pre ktoré operéator

((ai)n)r = (plai))
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nie je pozitivny. UkéZeme, Ze ¢, nie je pozitivny. UvaZujme matice Fj;;, pre
1 <i,7 < n, ktoré maji na mieste (7, j) hodnotu 1 a inde 0 a definujme maticu
E := (Ej;)};—,. Potom (1E)* = (LE}) = (+E;;) = +E a nasobenim matic je
jednoduché ukézat, ze (1E)? = LE. Takze 2E je pozitivny prvok v M, @ M,,
pretoze pre kazdé x € (M,)" je

2
(lEq:,x) = ((1E> x,x) = (lEx,lEx> >0

n n n n
atedaaj £/ > 0. f)alej oznacme [ identitu v M,, ® M, tj. maticu s jednotkovymi
maticami na diagonéle a nulovymi maticami inde. Opé&t nasobenim matic ihned
dostaneme, 7e (p,(E))? = I. To znamena, Ze spektrum matice (p,(E))? je
rovnaké ako spektrum identity 7, ¢o je {1}. Podla vety o obraze spektra je potom
spektrum o (¢, (E)) € {—1,1}. Ak by ¢,(E) bol pozitivny prvok v M, & M,,
muselo by byt o(¢,(E)) nezaporné a teda rovné {1}. Pretoze ¢, (E)(pn(E))* =
(pn(E))? = I a teda ¢,(F) je normélna matica, existuje spektralna miera F,
ktord borelovskej podmnozine B C o(p,(E)) priradi operdtor », _p P, kde P,
st projekcie na prislusné vlastné podpriestory, tj. na ker(A\;/ —T'). Podla definicie
spektréalnej miery v pripade o(p,(F)) = {1} dostavame

on(E) = / (id)dF = 1.P,
o(en(E))

takze ¢, (F) je projekcia, ¢o je potrebny spor, pretoze (¢,(E))? = I # pu(E).
Takze o(¢,(E)) € [0,00) a teda ¢, (E) nie je pozitivnym prvkom M, @ M,,.

V uvedenom priklade je dolezité, ze C*-algebry, medzi ktorymi operator posobi, sii
nekomutativne. Totiz postacujicou podmienkou k tomu, aby pozitivne linearne
zobrazenie medzi C*-algebrami bolo tplne pozitivne, je komutativita aspon jednej
z tychto algebier:

Tvrdenie 1.41. Nech A, A" si C*-algebry, A’ je komutativna, S C A, S = S*.
Potom kazdé pozitivne linedrne zobrazenie p : S — A’ je dplne pozitivne.

Tvrdenie 1.42. Nech A je komutativna C*-algebra. Potom kazZdé pozitivne line-
drne zobrazenie v : A — B(H) je tuplne pozitivne.

Dokaz Tvrdenia 1.41 je mozné najst v [2, Proposition 1.2.2] a Dokaz Tvrdenia
1.42 v [13, Theorem 4| alebo v [6, Lemma 5.1.5].

Vratme sa spat k otézke rozSirovania zobrazeni. Prave tu sa totiz ukazuje
dalsie plus uplnej pozitivity zobrazeni oproti klasickej pozitivite. Spominanu
Kreinovu vetu sa pre tplne pozitivne zobrazenia uz zovSeobecnit da:

Veta 1.43 (Extension Theorem). Nech S je samoadjungovany normovo uzavrety
linedrny podpriestor C*-algebry A. Potom pre kaZdé uplne pozitivne linedrne
zobrazenie ¢ : S — B(H) existuje uplne pozitivne linedrne zobrazenie ¢y :
A — B(H) tak, Ze @1 [s= .
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Tato veta je Standardnym vysledkom teoérie tplne pozitivnych zobrazeni a jej
samotny dokaz nie je pre tuto précu nijak prinosny, preto ho vynechdme. Pod-
robne je spracovany napr. v |2, Theorem 1.2.3]. Uvedenu verziu vety je mozné
eSte zovSeobecnit pre nie nutne samoadjungovany podpriestor S. I tento vysledok
je obsiahnuty v [2| - Theorem 1.2.9.

Veta 1.44. Nech M je linedrny podpriestor C*-algebry A, ktory obsahuje jednot-
ku. Potom pre kaZdé uplne kontraktivne linedrne zobrazenie ¢ : M — B(H),
pre ktoré p(e) = I, existuje iplne pozitivne linedrne rozsirenie na A.

Tvrdenie 1.45. Nech A, A, si C*-algebry, e € S je jednotka v A a S C A
je operdtorvy systém. Dalej nech linedrne zobrazenie ¢ : S — A; je tplne
pozitivne. Potom pre kazdé n € N plati ||@,| = ||¢(e)]l-

Dokaz. Uvazujme A; ako C*-podalgebru v B(H), pre nejaky Hilbertov priestor
H. Podla Stinespringovej vety existuje reprezentacia 7 : A — B(K), kde K je
Hilbertov priestor, a existuje operator V' € B(H, K) tak, Ze

pla) =V*r(a)V, a€s.

Pretoze 7 je reprezentacia, mame |[|7|| < 1 (Poznamka 1.5). Potom pre £ € H je
[VEII? = (VEVE) = (VHVEE) < ||[VFV|||€]]?. Tento vypocet spolu s vlastnostou
adjungovan¢ho operatoru |V| = |[V*|| vedie k ||V[[|[V*|| = |[VI* = |[V*V].
Odtial dostavame nerovnosti:

le@)l| < IVE[lIx @IV < flallVVIE = llalllle (],

pricom posledna rovnost plati pretoze p(e) = V*r(e)V a 7 je uz homomorfizmus
takze 7(e) je identicky operator na K.

V&imnime si, Ze pre ¢ tplne pozitivne st ¢, : A® M, — A; ® M, tiez tplne
pozitivne:
K tomu potrebujeme aby pre pevné n € N boli zobrazenia

(Pn)k : AR M, @ My — Ay @ M,, @ My,

pozitivne pre kazdé k € N. Ale pretoze M, ® My = M,(My) = M,x, pre
kazdé k € N je (pn)r = ¢nr a o tychto zobrazeniach z predpokladu vieme, Ze
su pozitivne.

Mézme teda aplikovat prvi ¢ast dokazu na ¢, ¢im dostaneme ||, || = ||en(en)l,
kde e, je jednotka v A ® M, tj. diagonalna matica s jednotkou e € A na diago-
nale. Napokon, pretoze ¢, (e,) je opat diagonalna matica, ktord ma na diagonale
hodnoty ¢(e), je zrejme ||pn(en)| = ||¢(e)| pre kazdé n € N. Odtial uz dostéava-
me pozadovant rovnost

l@nll = llen(en)l = ()], n €N,
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Dokaz tohto Tvrdenia je podla [2, Proposition 1.2.10]. Teraz je uz na rade slu-
bovany priklad na problém rozsirovania pozitivnych operatorov. Pochéadza z |2,
Appendix A.2.].

Priklad 1.46. Ozna¢me T jednotkovd kruznicu v C, tj. T ={\ € C: |A\| = 1}.
Uvazujme C*-albegru A = C(T) spojitych funkcii na T a jej samoadjungovany
podpriestor S = span{1, id, id}. Dalej uvazujme Mo, (C) ako priestor obmedzenych
operatorov na Hilbertovom priestore. Definujme linedrne zobrazenie ¢ : S —

M5 vztahom

a 2b

@(al + b(id) + c(id)) := (26 a) ., a,bceC.

Ukézeme, Ze zobrazenie ¢ je pozitivne a nema pozitivne rozsirenie na celt algebru
)
Pozrime sa najskor ako vyzeraju pozitivne prvky v S. Nech s je samoadjun-
govany prvok S, tj. s = s*. Potom nasledujtce riedky sa rovnaji

»

= al + b(id) + c(id)
s* = (al +b(d) + c(id))* = al + b(id) + ¢(id),

a teda a = @,c = b. Takze kazdy samoadjungovany prvok moézeme napisat v

s = t1+b(id) + b(id)
1 N

— 1+ (2b(id) + Zb(id)>

= 1+ Re(2b(id)), teR,beC.
Prvok s je pozitivny, prave vtedy ked pre kazdé A € T je s(A) > 0, ¢o je podla
predchéadzajucich avah prave vtedy ked je t + Re(2bA\) > 0 pre kazdé A € T, tj.
prave vtedy ked t > |2b].

Teraz ukazeme, ze ¢ je pozitivne zobrazenie, takze pre kazdy pozitivny prvok

s € S je ¢(s) pozitivny prvok v Ms. Volme s € S pozitivny, potom podla
definicie a predchadzajuceho odstavca je

) - — t 2b
5) = 01+ b6i0) +500) = (7 7).
takze je to samoadjungovany prvok v M,. Pozrime sa na spektrum tejto matice:
det (P22 2P ) S 2P =0 = (A =t—[28 VA=t [20]).
20 t— A\
Odtial vidime, ze spektrum matice ¢(s) lezi v nezapornej polosi realnych ¢isel

prave vtedy, ked ¢ > |2b|, pretoZe v tom pripade je i ¢islo ¢ 4 |2b| nezédporné. Ako
sme ukazali vyssie, pre pozitivne prvky z S tato podmienka plati vzdy.
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Nech existuje pozitivne lineédrne zobrazenie ¢; : C(T) — M, ktoré rozsiruje
¢. Pretoze C(T) je komutativna C*-algebra, podla Tvrdenia 1.42 je ¢; tplne
pozitivne a podla Tvrdenia 1.45 musi pre jeho normu platit 1] = [j¢1(1)]].

Dostavame
1 0
el =i = (5 9)] =1

il = | (3 5) ] =2

¢o je v spore s definiciou normy.

ale

Tvrdenie 1.47. UvaZujme C*-algebru A a operdtorovy systém S, e € S. Nech
© S — B(H) je linedrne zobrazenie, ¢(e) = I. Potom ¢ je tplne pozitivne
prdave vtedy, ked je uplne kontraktivne.

Dékaz. Ak je ¢ tplne pozitivne, potom podla Tvrdenia 1.45 je ||¢,|| = ||¢(e)|| =
|I]] = 1, pre kazdé n € N, takZe je uplne kontraktivne. Naopak, podla Vety 1.44
mé uplna kontrakcia, ktora zachovava jednotku, uplne pozitivne rozsirenie na A.
Jeho restrikcia na S je teda tuplne pozitivna a je to . [



Kapitola 2

Nekomutativny pohlad

2.1 Nekomutativna Choquetova hranica

Definicia 2.1. Nech A je C*-algebra generovana systémom S C A. Ireducibilnt
reprezentaciu 7 : A — B(H) nazveme hranicnd reprezentdcia vzhladom k S,
ak restrikcia m [¢ ma jediné uplne pozitivne linearne rozsirenie na celu algebru
A. Mnozinu vSetkych hrani¢nych reprezentacii danej C*-algebry vzhladom k S
budeme znacit 05

Uz vieme, Ze reprezentacie st tplne pozitivne zobrazenia (vid Poznamka 1.35),
takze uplne pozitivne rozsirenie restringovanej reprezentécie existuje vzdy. V defi-
nicii hrani¢nej reprezentacie je teda kli¢ova prave jednoznacnost tohto rozsirenia.

Definicia 2.2. Nech {0, : © € A} je mnozina ireducibilnych reprezentécii C*-
algebry C*(S). Hovorime, ze mnozina {0, : * € A} je dostatocnd pre S, ak
plati

I(aii)iill = sup (o= (ai)isll, — (aij)ij € Ma(S), n€eN. (2.1)

Dalej hovorime, Ze systém S méa dostatocne mnoho hranicniych reprezentdcii, ak
je mnozina vSetkych hrani¢nych reprezentécii vzhladom k S dostato¢na pre S,
tj.
[1(ais)isl| = sup I(m(ais))isll,  (ai)i; € Ma(S), neN,
K

kde 0S zna¢i mnozinu hrani¢nych reprezentacii pre S.

Budeme potrebovat nasledujticu vetu, ktora dava do vztahu hrani¢né reprezenté-
cie uplne izometrickych C*-algebier. Jej dokaz je podrobne spisany v |2, Theorem
2.1.2|.

Veta 2.3. Nech A, A, su C*-algebry s jednotkou e € A, resp. e; € Ay, a S C A,
Sy C Ay s ich linedrne podpriestory, C*(S) = A, C*(S;) = 1. Dalej nech
v : S — Ay je dplnd izometria na, ¢(e) = e; a nech w je hranicnd reprezentdcia
algebry A vzhladom k S. Potom existuje hraniénd reprezentdcia wy algebry Ay
vzhladom k Sy tak, Ze

wiop(a) =w(a), ac€bs.

22
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Definicia 2.4. Uvazujme C*-algebru A = C*(S), e € S, anech J C A je
obojstranny ideal v A, tj. pre kazdy prvok a € A a j € J lezia prvky aj,
ja opat v J. Ideédl J nazveme hranicny idedl pre S, ak kvocientové zobrazenie
q: A— A/J je uplna izometria na S. Dalej hrani¢ny ideal, ktory obsahuje
vSetky ostatné hrani¢né idedly, sa nazyva Silov idedl pre systém S.

Komutativny pripad:

Definicia 2.5. Nech A = C(X) je komutativna C*-algebra, X je kompaktny
Hausdorffov priestor. Nech S je podpriestor v C(X) obsahujuci konstanty, ktory

oddeluje body X. Potom hranicou pre S sa nazyva najmensia uzavretd mnozina
K C X taka, ze

sup{|f(z)| : x € K} =sup{|f(x)|:z € X}, fe€S. (2.2)

Najmensia uzavretd mnozina K C X splhajica (2.2) sa nazyva Silova hranica
pre S.

Ukézeme si, ze Silov ideal je zovSeobecnenim Silovej hranice pre nekomutativne
C*-algebry.

Tvrdenie 2.6. Nech X, A, S si ako v predpokladoch Definicie 2.5 a K C X je
uzavretd mnozina. Definujme

Ji ={f€C(X): f(z) =0,z € K}. (2.3)

Potom Jg je hranicny idedl pre S prave vitedy, ked K je hranica pre S. Dale],
JK je Silov idedl pre S prdave vtedy, ked K je Silova hranica pre S.

Dékaz. V prvom rade, Ji je zrejme uzavrety ideal v C(X). Nech Jg je hrani¢ny
ideél pre S, takze kvocientové zobrazenie

¢ eCX) = [fleC(X)/Jk

je uplna izometria na S. Potom pre f € S plati
swp [f(2)] = [ llec = 1LAlleco
= nf{|lgllecx) : 9 € C(X),9(x) = f(z),2 € K} = sup|f(z)],

zeK

kde posledna rovnost plati pretoze k funkcii f [x€ C(K) podla Tietzeho vety
existuje g € C(X) tak, ze na K je g = f [k= f asup|g(X)| = sup|f(K)|.
Naopak, ak plati podmienka sup |f(K)| = sup|f(X)|, potom dostéavame, ze
q je izometria S na svoj obraz v C(X)/Jk. Naviac, kvocientové zobrazenie je
pozitivne a obraz ¢ je komutativna C*-algebra C(X)/J, takze podla Tvrdenia
1.41 je g uplne pozitivne a pretoze zachovava jednotku, je to tplna kontrakcia
(Tvrdenie 1.47). PouZijeme rovnaké tivahy pre zobrazenie ¢!, ¢o je opit pozitivne
zobrazenie do komutativnej C*-algebry C(X), takze je uplne pozitivne a teda
tplne kontraktivne. Mame, Ze ¢ i ¢! st tplne kontraktivne a teda ¢ : C(X) —
C(X)/Jk je uplna izometria na S, ¢o znamena, Ze Jx je hraniény ideal. Napokon
priamo z definicie Jx je vidiet, Ze mnozina K je najmensia prave vtedy, ked je
ideal Jx najvacsi. O
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2.2 Formulacia problému

Motivéacia - komutativny pripad:

Definicia 2.7. Nech S C C(X), X je kompaktny Hausdorffov priestor. Pre
x € X definujme mnozinu reprezentujicich mier na S

My ={p € MN(X): f(z) = u(f),f € S},

kde M!(X) je priestor pravdepodobnostnych mier na X a zapisom u(f) myslime
/ + fdu. Pre S definujeme Choquetovu hranicu ako mnoZzinu tych bodov z € X,
pre ktoré je Dirakova miera jediné reprezentujica miera na S. PiSeme

che X ={r e X : M, ={e.}}.

O existencii Choquetovej hranice hovori nasledujice tvrdenie, dokaz sa da
najst napriklad v [1, Tvrdenie 1.5.4].

Tvrdenie 2.8. Choquetova hranica chg X je vZdy neprdazdna mnozina.

Vysledok, ktory chceme zovieobecnit pre nekomutativne C*-algebry (da sa najst
napriklad v [11, Proposition 6.4]):

Veta 2.9. Nech M je linedrny podpriestor v C(X), ktory obsahuje konstanty a
oddeluge body X . Potom uzdver Choquetovej hranice je Silova hranica pre M.

Pozndamka 2.10. Veta 2.9 v sebe okrem iného obsahuje informéaciu o existencii
Silovej hranice.

Nagim ciefom teraz bude rozsirit problematiku Vety 2.9 pre nekomutativne
C*-algebry. Uvazujme nasu situéciu, tj. mame operatorovy systém S generujuci
C*-algebru A = C*(S). Bude nas zaujimat, ¢i

prienik jadier vSetkych hranicngch reprezentdcii algebry A vzhladom
k S je Silov idedl pre S. (2.4)

I ked to tak na prvy pohlad nevyzeré, ukdZeme si, ze prave tato otézka je neko-
mutativnou formuléciou uvedeného vysledku z tedrie komutativnych C*-algebier
(Vety 2.9).

Uvazujme teda A = C(X), S C A je ako v predpokladoch Vety 2.9. Uz vieme,
ze ireducibilné reprezentacie su préave zobrazenia ¢, : f € A — f(x), v € X (v
zmysle Poznamky 1.24). Z nich hrani¢né reprezentacie vzhladom k S si ¢,
prisliuchajice tym bodom z € X, pre ktoré existuje jedina reprezentujica miera
vzhladom k S, tj. M, = {e,}. Totiz, ak pre nejaké z € X existuje p, € M,,
fe 7 €, potom . (f) = f(z) = €.(f) pre f € S, a teda p,, €, st dve pozitivne
rozsirenia ¢, [¢ na A. A pretoze A je komutativna C*-algebra, st tiplne pozitivne
podla Tvrdenia 1.42. Takze hrani¢né reprezentacie C(X) vzhladom k S st

0S = {p, : x € chg X}.
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Oznacme

K:= () kerw={f€C(X): flasx =0} ={f €C(X): [ lagzx =0}

w€eDS

Takze K je presne idedl Jg—~ prislichajuci uzavretej mnozine chg X definovany
vztahom (2.3). Podla Tvrdenia 2.6 je K Silov ide4l pre S prave vtedy, ked chg X
je Silova hranica pre S. Cize znenie Vety 2.9 preformulované do nekomutativ-
neho jazyka je nasledovné: Pre linedrny podpriestor M v C(X), ktory obsahuje
konstanty a oddeluje body X plati, Ze prienik vsetkyjch hraniénijch reprezentdcii
C*-algebry C(X) wvzhladom S je Silov idedl pre S.

Spolu s Poznamkou 2.10 teda mame existenciu Silovho idealu pre komutativne
C*-algebry. Nés bude zaujimat, pre aké podpriestory S nekomutativnych C*-
algebier tento vyrok zostane v platnosti. Staré vysledky déavaju kladnia odpoved
pre tzv. pripustné podpriestory- vid Veta 2.14. Tieto vysledky publikoval William
Arveson uz v roku 1969 v [2, Sekcia 2.2].

2.3 Pripustné podpriestory

Definicia 2.11. Nech S je linearny podpriestor generujici C*-algebru A. S
nazyvame pripustny podpriestor A, ak prienik jadier hrani¢nych reprezentécii
algebry A vzhladom k S je hrani¢ny ideal.

Tvrdenie 2.12. S je pripustny podpriestor v A prdve vtedy ked plati

1(aij)l| s, a) = sup. [(wlag) e, (ay) € Ma(S), n €N, (2.5)

kde H, je Hilbertov priestor prislichajici reprezentdcii w : A — B(H,,).
Dokaz. Oznac¢me K := () .o kerw. Potom K je ideal v A a teda kvocient A/K
je C*-algebra. Ukazeme, Ze pre kazdé n € N plati rovnost

IglaisD i = sup [(@ai)llsar), — (ai;) € MalA), - (26)

kde ¢ : A — A/ K znaci kvocientové zobrazenie.

K tomu vezmime direktnt sumu vSetkych hrani¢nych reprezentécii 7 = ®{w :
w € 0S8}, tzn. T zobrazuje A do B(®,H,). Vdaka vztahom (1.1) je 7 tiez
reprezentaciou C*-algebry A. Definujme dalej zobrazenie 7 pomocou

7 A/K — B(&,H.,)
g(a) —  7(a).

Potom 7 je dobre definované. Totiz ak 7(a) # 7(b) pre nejaké a,b € A, podla
definicie 7 to znamena, Ze existuje w € 0S5, pre ktoré w(a) # w(b) a teda a — b ¢
kerw. Takze prvky a,b lezia v réznych triedach ekvivalencie kvocientu A/K.
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Ked zopakujeme tu ista uvahu odzadu, zistime, Ze 7 je prosté a teda je to verna
reprezentacia C*-algebry A/K. Podla Poznamky 1.14 je to izometria, tj.

lg(a)lla/x = I7(g(@))lB@uny, — a€A

Rovnako to vyjde na vySsich urovniach: Pre pevné n € N je 7, reprezentacia
M, ® A/K na (®,H,)" (vid Pozndmka 1.36), ktora je verna, pretoze

Tu(q(bij)) = Tn(q(aiz)) == (7(bij))i; = (7(aij))i;
= 7(by) =7(ai), i,j=1,.
= qlay) = q(by), i,j=1,.

ij
= (qlai))i; = (q(bi))is-
TakZe T je uplna izometria, ¢ize mame rovnost
(@) llaracarry = [ITnlalai)smy, — (aiy) € Ma(A), (2.7)

kde H := ¢ H,,.
VyuZijeme dalsiu z vlastnosti direktnej sumy operatorov (1.1), konkrétne vlast-
nost normy:

IT(a)]| = sup lw(a)ll,  a€A
weos
Odtial spolu s rovnostou (2.7) dostavame

lg(a)llasx = 17 (a(@)llsun) = lIT(a)llsan = sup [lwla)|lsem), o€ A,

w€edS

¢o je pozadovana rovnost (2.6) pre n = 1.
Pre n > 1 si staci rozmysliet, ze

Tp = Bwy,. (2.8)
Ked to dokazeme, potom rovnako ako pre n = 1 mame

170 ((aij)||Beerny = sup |lwn((@i;)|lBeem
weas

a opat spolu s (2.7) dostaneme rovnost (2.6) vypoctom

IgCai) arcasmy = [1Fala(ai) s
= (7 (alaij)))isll e
= N(r(aip)isll amy

= HTn((az’j)z’j)HB(H")
= sup ||wn((aij)ij) |l Bn)
weds

= sup [[(w(aij))ijllBen)-
weds
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Ukéazme si preco plati (2.8). V prvok kroku si uvedomime, Ze mozeme stotoz-
nit priestory G,(H?) = (B,H,)". Nech € € G (H?), tan. & = {€.}ucas preo
(&, € H", a teda &, = (&L,...,") pre & € H,, i = 1,...,n. Potom prvok

({fjj}w,-- A& Y) lezd v (@, H,)™ a plati:

&Y AN oy = Do IHE ol =D D €,
=1

i=1 wedS
n
= > > €l

weds i=1
= Z waH%Hw)n = Hf”éw(m)n-
w€eaS

Z definicie direktnej sumy Hilbertovych priestorov méme zarucenti konvergenciu
sumy > oo €517, drubd suma je koneéna, takZe sumy vo vypocte sme mohli
prehodit.

V druhom kroku sa pozrieme ako funguju operatory (S,wn)((a;;)) @ ®u(H) —
Du(HD), resp. T,((ai;)) + (BuH,)" — (BuH,)", pre (a;;) € My(A). Pre £ a
jeho zlozky ako vyssie mame:

- 0 0 :
(Bown)((a))§ = | 0 (w(aiy))ij=y O (&)
0 0 RV : y

= | (@) (€,

= | (O wlaeh, | e o

{&};}w {éul)}w Zzzl T(alk)({ff)}w)
Tn((aij)) : = (7(aij))ij=1 : = :
{& e {&te > et T(ank) ({€5}0)
{ZZ:1 W(alk)gﬁ}w
= : € (@ HL)"
{ZZ:1 W(ank)ff;}w

Ked porovname tieto dva vysledky, zistime, Ze st rovnaké vzhladom na rovnost
priestorov @, (H") = (®,H,)" z prvého kroku.

Teraz sa uz venujme dokazovanému tvrdeniu. Ak S je pripustny podpriestor,
podl'a definicie je ¢ Gplna izometria na S a teda pre kazdé n € N a (a;;) € M, (S5)
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méame spolu s rovnostou (2.6)
(@) lamcay = Nlgn (@i llasncarsey = l(alaig)) lamarmy = sup fl(wlas)) o).

Na druhu stranu, ak pre S plati podmienka (2.5), potom vdaka dokdzanej rovnosti
2.6 dostaneme pre kazdé n € N a (a;;) € M, (S) vypocet

lan((assDllasncarscy = @@ llasariy = sup fl(wlasz))lseng) = 1)l ca

a teda pozadované kvocientové zobrazenie je iplna izometria na S. O
Nasledujuce vysledky st prevzaté z |2, Proposition 2.2.3 a Theorem 2.2.3|.

Tvrdenie 2.13. Nech J je hranicny idedl pre systém S C A = C*(S5), w € 0S.
Potom J C kerw.

Dékaz. Podla predpokladu je kvocientové zobrazenie ¢ : A — A/J na systéme
S tuplna izometria. TakZze zobrazenie ¢ [g je uplna izometria S na ¢(S) a plati
(¢ Is)(e) = e. Podla Vety 2.3 k w existuje hrani¢na reprezentécia w; C*-algebry
A/J vzhladom ku ¢(S) tak, ze w = w; o ¢ na S. Pretoze S generuje A a w,
w1 o ¢ st *-homomorfizmy, je w = w; o ¢ na A. Odtial pre z € J = ker ¢ mame
w(z) = wi(g(x)) =0, takze x € kerw. O

Existencia Silovho idealu pre pripustné podpriestory:

Veta 2.14. Nech S je pripustng podpriestor C*-algebry A = C*(S). Oznacme

K = m ker w.
wedS

Potom K je Silov idedl pre S.

Doékaz. Pretoze S je pripustny podpriestor, podla definicie je K hrani¢ny ideal.
Nech J je T'ubovolny hrani¢ny ideal pre S. Podla predchadzajiceho tvrdenia je
J C kerw, pre kazda hrani¢nu reprezenticiu w € 95, takze J C K. O



Kapitola 3

Maximalne UCP zobrazenia

V tejto kapitole sa budeme zaoberat tplne pozitivnymi zobrazeniami, ktoré za-
chovéavaju jednotku. Skratene budeme pisat UCP* zobrazenia. Symbol S bude
znacit vzdy operatorovy systém v C*-algebre A, H bude vyhradené pre Hilber-
tove priestory. Této pasaz je spracovana na zéaklade 2.sekcie ¢lanku [4].

Definicia 3.1. ¢ : S — B(H) nazyvame UCP zobrazenie ak je uplne pozitivne
ape)=1.

Pozorovanie 3.2. Nech ¢ : S — B(H) je UCP zobrazenie. Potom ¢(z*) =
o(z)*, prex € 8S.

Dokaz. Podla Vety 1.43 existuje tiplne pozitivne zobrazenie ¢; : A — B(H) tak,
ze p1 |s= ¢. Pre o1 zo Stinespringovej vety (Veta 1.37) existuje reprezentacia
m: S — B(K), kde K je nejaky Hilbertov priestor, a operator V € B(H, K)
tak, ze p1(a) = V*n(a)V pre kazdé a € A. Kedze ¢, je rozsirenie pre ¢, plati
e(a) = V*m(a)V pre a € S. Napokon, pretoze 7 je *-homomorfizmus, dostavame

pla)" = (V*'r(a)V) =V*r(a)'V =V*r(a")V = ¢(a*), a€b.
[

Pozndmka 3.3. Pozrime sa este, ¢o hovori Stinespringova veta sSpeciélne pre UCP
zobraznia. Nech je teda ¢ : A — B(H) uplne pozitivne zobrazenie zachovavaji-
ce jednotku. Uvazujme reprezentaciu m do operatorov na prislusnom Hilbertovom
priestore K a operator V € B(H, K) splhajtce p(a) = V*r(a)V, pre kazdé a € A.
Potom $pecialne pre jednotku e € A je

I=pe)=V'r(e)V =V"V, (3.1)
takze V' je izometrické vnorenie H do K, pretoze pre x € H je

IVal|* = (Va,Va) = (2,V'Va) = (2,2) = |||

*Skratka UCP pochadza z vyrazu unital completely positive.

29
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To znamena, 7e pomocou V sa mozeme na H divat ako na podpriestor K. Ad-
junkciu V* potom moézeme vnimat ako ortogonélnu projekciu Py : K — H.
Totiz pre vdaka rovnosti (3.1) mame

(VVVE=VVVV*=VIV  =VV*

takze V'V* je ortogonélna projekcia K na V H. Stinespringova veta teda hovori,
ze kazdé UCP zobrazenie ¢ : A — B(H) ma tvar p(a) = Pyr(a) [, a € A, kde
7 je vhodné reprezentéicia C*-algebry A. Napokon, pre normu UCP zobrazenia
to znamena, Ze ||¢|| < ||| a to je podla Poznamky 1.5 nanajvys 1.

Podla Vety 1.43 uz vieme, ze UCP zobrazenie ¢ : S — B(H) ma uplne
pozitivne rozsirenie na C*(S). Dalej nas budi zaujimat také UCP zobrazenia,
pre ktoré je toto rozsirenie multiplikativne a jednoznac¢ne urcené.

Definicia 3.4. Majme C*-algebru A = C*(S). Hovorime, ze UCP zobrazenie
w S — B(H) ma vlastnost jednoznacného rozsirenia, ak ma jediné tuplne
pozitivne rozsirenie ¢ : A — B(H) a toto ¢ je reprezentéaciou algebry A.

Pozndmka 3.5. UCP zobrazenie ¢ : S — B(H) ma vlastnost jednozna¢ného
rozsirenia prave vtedy, ked kazdé tuplne pozitivne rozsirenie zobrazenia ¢ na A je
multiplikativne. Totiz ak ¢ ma vlastnost jednozna¢ného rozsirenia, potom jeho
rozsirenie na A je podla Definicie 3.4 reprezentacia a teda je urcite multiplika-
tivne. Na druhu stranu, ak je nejaké tplne pozitivne rozsirenie pre ¢ multipli-
kativne, je to uz reprezentacia vdaka Pozorovaniu 3.2. Naviac toto rozsirenie je
jednozna¢né, pretoZze podla predpokladu systém S generuje C*-algebru A.

Definicia 3.6. Pre UCP zobrazenia definujeme ¢iasto¢né usporiadanie < takto:
Nech ¢y : S — B(Hy), ¢ : S — B(Hs) su UCP, piSeme ¢; < o, ak

Hi CHy, & Pupa(x) lm=¢i(z), x€S,

kde Py, znaci ortogonéalnu projekciu na podpriestor H;.
V tomto pripade nazveme ¢, kompresiou o a naopak ¢y dilatdiciou ¢;.

Pozorovanie 3.7. Nech ¢ : S — B(K) je UCP zobrazenie, a H je podpriestor
Hilbertovho priestoru K. Potom zobrazenie ¢ : S — B(H) definované

o(x) == Py(z) |, x €S,
je opat UCP zobrazenie.

Dokaz. Okamzite z definicie je vidiet, Ze ¢ zachovava jednotku a tiez Ze je pozi-
tivne, pretoze projekcia je pozitivne zobrazenie:

(Puz,x) = (Pux, Pyx) = || Paz|* >0, z€K.
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Fixujme teda n € N a uvazujme maticu (a;;) € M, (S). Volme ubovolné & € H",
potom potrebujeme ukazat, ze (¢, ((a;;))E, §)pn > 0. Potitajme

> it Plaik)ée &1
(n((aij)&, ) un = ((wlaiy))E &) un = : :

Y

ZZ:1 @(ank)fk

&) ).
= D (plaw)é&)n =Y (Putplan)ér &)n
k=1 k=1

Potom toto ¢islo je nezaporné, pretoze 1 je podla predpokladu uplne pozitivne
takze

n

0 < (¢u((aif)é. ) rn = (W(aig)& e = Y _ ((aw)ér, &) -

k=1
O

Pozndamka 3.8. Pre UCP zobrazenia ¢ : S — B(H), ¢ : S — B(K) uvazujme
zobrazenie ¢ &1 : S — B(H @ K), ktoré bodu = € S priradi operator (p®)(z)
definovany na algebraickom suc¢te Hilbertovych priestorov H, K vztahom

(0 @ ¢)(@)€ = () Pué + ¢ (2) Pk,

kde Py, Pk st projekcie na prislusné podpriestory. Takto definované zobrazenie
w @ ¢ je dilataciou ¢ i ¢, pretoze

(p ®P)(@)€ = p(x) P& + () Pr€
—_——

€H eK

a teda pre z € S je (¢ ® V) () [u= ¢(x) € B(H), takze Pu(o ®v¢)(x) [u= ¢(z).
Analogicky Pk (¢ ® ¥)(z) [k=¢(x), z € S.

Definicia 3.9. Nech ¢ je UCP zobrazenie. Dilatéciu ' = ¢ nazyvame trividlna,
ak existuje UCP zobrazenie 1 tak, Ze ¢’ = ¢ @ 1. Dalej hovorime, Ze zobrazenie
@ je maximdlne, ak je kazda jeho dilatacia trivialna.

Pozndamka 3.10. Maximalne zobrazenie sa da ekvivalentne definovat nasledovne:
UCP zobrazenie ¢ : S — B(H) je maximdlne, ak pre kaZdi jeho dilatdciu
¢ S — B(H') plati, zZe ¢'(S)H C H. Totiz za predpokladu, Ze ¢ maximéalne
v zmysle Definicie 3.9 a ¢’ = ¢, potom existuje Hilbertov priestor K a UCP
zobrazenie ¢ : S — B(K), ze ¢’ = ¢ @1). Podla definicie p &1 je p(S)H C H,
W(S)H = {0}, takze ¢'(S)H = ¢(S)H @ ¢(S)H C H. Na druhd stranu, ak
¢'(S)H C H, potom pre x € S je ¢'(x) [g€ B(H). Najdeme Hilbertov priestor
K, ktory je algebraickym doplnkom H v H’ a polozime ¢ (x) := ¢'(x) k. Potom
¢ = p @Y ateda ¢ je trividlna dilatacia .
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Pozndmka 3.11 (odstavec za definiciou 2.2 v clanku). Obidve uvedené definicie
maximality pozaduji aby prislusnt podmienku splitali vietky dilatacie daného
zobrazenia. VSimnime si, Ze je mozné sa obmedzit na Specidlne dilatacie. UCP
zobrazenie p1 1 S — B(H1) je mazimdlne prave vtedy, ked je splnend podmienka:
Ak o S — B(Hs) je dilatdcia pre @y, pre ktori je Hy = C*(po(S))Hy =
{(&) 1 € C*(pa(S)),& € Hi}, potom Hy = Hy a teda py = ¢1.

Najskor si uvedomme, ze Hy O H; a teda tato podmienka mé zmysel. Ale pretoze
S obsahuje jednotku a ¢y ju zachovava, mnozina C*(p2(S)) C B(Hz) obsahuje
identiticky operator a teda ur¢ite H; C C*(p2(S))H; = Hs. Nech je teda ¢
maximalne a ¢ je jeho dilatacia na Hy = C*(po(S))Hy. Z ekvivalentnej definicie
(Poznamka 3.10) je priestor Hy o(S)-invariantny, ¢ize aj C*(¢2(95))-invariantny.
Takze H, C H; a teda mame rovnost priestorov Hy a H;, ¢o vedie priamo k
rovnosti zobrazeni o1, ©s.

Na druhu stranu, nech pre ¢; plati uvedend podmienka a nech ¢’ : S — B(H’)
je Tubovolna dilatacia pre ¢;. Potrebujeme ukéazat, Ze je trividlna. V pripade,
ze H = C*(¢'(S))H,, plati tvrdenie ihned. Uvazujme teda len pripad H' 2
C*(¢'(S))H;. Polozme Hy = C*(¢'(S))H; a definujme

2(8) = ¢(5) lmys () = @/(5) Iy, sES.

kde H; znaci ortogonalny doplnok H, v H'. Takto definované zobrazenia s, ¢’ st
podl'a Pozorovania 3.7 UCP a st to zobrazenia do B(Hy), respektive B(Hj"), pre-
toZe prietory Ha, Hy st C*(¢'(S))-invariantné. To plynie ihned z definicie pries-
toru Hy. Potom uréite po > ¢1. Zostava si rozmysliet, ze Hy = C*(p2(S))Hy,
odtial uz dostaneme ¢’ = py ® 1) = ¢ B 1. Ale pretoze podla definicie sa pre
kazdé s € S operatory ¢'(s) a ¢a(s) rovnaju Specialne na Hy, plati na H; tiez
rovinost C*(¢'(S)) = C*(pa(S)) a teda C*(¢'(S))Hy = C*(p2(S)) H.

Poznamka 3.12. Nech H je separabilny Hilbertov priestor, S separabilny ope-
ratorovy systém a ¢ : S — B(H) je UCP zobrazenie. Potom kazda jeho ma-
ximalna dilatécia ¢’ : S — B(H’) na Hilbertovom priestore H' sa d& napisat
ako ¢ = @ @ A, kde ¢ je maximalna dilatacia pre ¢ na nejakom separabilnom
Hilbertovom priestore H DO H a A je nejaké UCP zobrazenie. To plynie okam-
zite z tvah v Poznédmke 3.11, pretoze pre separabilny priestor H a separabilny
operatorovy systém S je tiez priestor H := C*(¢/(S))H separabilny. Potom staci
polozit ¢(s) := Pz¢'(s) I a A(s) := Pgr¢'(s) [zL, s € S.

Tvrdenie 3.13. UCP zobrazenie v : S — B(H) je mazimdlne prave vtedy, ked
ma vlastnost jednoznacného rozsirenia.

V doékaze uvedeného tvrdenia vyuzijeme akisi zovSeobecnent Schwarzovu nerov-
nost, ktora je priamym dosledkom Stinespringovej vety. Spisané na zaklade |6,
str. 85|

Lema 3.14. Nech ¢ : A — B(H) je tuplne pozitivne iplne kontraktivne zobra-
zenie. Potom pre kaZdé x € A plati nerovnost

p(a)pla) < pla”a).
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Dékaz. Podla Stinespringovej vety (Veta 1.37) pisme ¢(a) = V*r(a)V, a € A,
kde 7 : A — B(K) je reprezentacia a V € B(H, K). 7 konstrukcie operatoru
V (vid dokaz Vety 1.37) je [|[VE||? = (¢(e)&, &) < [lp(e)||[[€]|* a teda pre tplne
kontraktivne ¢ je V' kontrakcia. Dostdvame

(I =VV*EE = (6,8 — (VVIEE) = 1P = IVeell® = 1€1? = IVEIP > o,

kde I znaci identitu na H. Teda operator I — VV* je pozitivny, ¢o znamena
VV* < I. Vdaka tomu uz ziskame poZzadovanu nerovnost:

ola) p(a) =V (a) ' VVir(a)V < Vir(a)'w(a)V = Vr(a*a)V = p(a*a).
[

Dékaz Tvrdenia 3.13. Predpokladajme, Ze ¢ je maximalne a ¢’ : C*(S) —
B(H) je nejaké jeho tuplne pozitivne rozsirenie. Potrebujeme ukézat, ze ¢’ je
multiplikativne. Podla Stinespringovej vety (Veta 1.37) existuje Hilbertov pries-
tor K, reprezentacia m : C*(S) — B(K) a operator V € B(H, K) tak, ze
o'(x) = V*r(x)V, x € C*(S). Pretoze ¢ zachovava jednotku, je I = p(e) =
V*r(e)V = V*V. Podla Poznamky 3.3 moézeme chapat H ako podpriestor v
K a adjunkciu V* ako projekciu na H ¢ize mame prepis ¢'(x) = Pyw(z) g,
r € C*(9), ¢o znamend, ze m = ¢'. Naviac, bez ujmy na vSeobecnosti mo-
zeme predpokladat, ze K = span{w(C*(S))H}. Totiz ak by sme uvazovali
Ky = span{m(C*(S))H}, potom reprezentacia definovana mo(z) := 7(z) [k,
x € C*(9), by tiez splhala o' (x) = V*my(z)V pre z € C*(S) a prislusny operator
V € B(H, Ky). Z ekvivalentnej definicie maximality ¢ (Poznamka 3.10) mame
7(C*(S))H C H, takze K = H a teda ¢’ = 7 je multiplikativne.

Na druhu stranu, nech ¢ méa vlastnost jednozna¢ného rozsirenia a ¢’ : S —
B(K) je IubovoIna dilatacia . Ukazeme, ze ¢'(S)H C H. Podla Vety 1.44
existuje ¢ : C*(S) — B(K) uplne pozitivne linearne rozsirenie ¢'. Oznacme
V'(z) == Pygy(x) Ty, x € C*(S), kompresiu 1. Potom 9’ je uplne pozitivne
zobrazenie C*(S) do B(H) a pre z € S je

V' (x) = Pup(z) [u= Pu¢'(z) [u= ¢(x).

Takze 1" je uplne pozitivne rozsirenie p. Podla predpokladu ma ¢ vlastnost
jednoznac¢ného rozsirenia, ¢ize ¢’ je multiplikativne. Spolu s pouzitim Lemy 3.14
a Pozorovania 3.2 dostavame pre x € C*(S) nerovnost

Pyip(x)* Ppip(x) Py = ' (x)"' () = ¢ (x"x) = Py (x*x) Py > Pyip(x) ) (x) Py,

Pre tplnost pripomenme, ze predpoklad tplnej kontraktivity ¢ pre pouzitie Le-
my 3.14 je splneny, pretoZe v je rozsirenie ¢, ktoré ako dilatacia ¢ zachovava
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jednotku (vid napriklad Tvrdenie 1.45). Odtial pre x € C*(S) a { € H pocitajme

I(1 = Pr)e(z) Pugll* = ((1— Pu)v(z)Pus, (1 = Pu)() Puf)

= |[¢(x) Pugll? + | Patp(x) Puéll” — 2(¢(2) Pué, Pyt (x) Put)
= |l(x)Pué|]® + | Pato(x) Pué|® — 2(¢, Putb(z)* Putp(x) Pi)
< (@) Puél)® + | Puto (@) Puél]® — 2(&, Puw(z)*y(z) Pyt)

= [0 () Pué|)? + || Putp(x) Putl|* — 2|l (z) Pué|?

= [|Pat(x) Put|)? — [lo(2) Put|?

< 0

Teda (1 — Py)y(x)Py = 0, pre kazdé x € C*(S). To ale znamena, ze podpriestor
H C K je ¢(C*(S))-invariantny a pretoze v je rozsirenie ¢', je ¢'(S) C ¢ (C*(S))
a teda H je tym skor ¢'(S)-invariantny. Takze sme ukazali, ze pre kazdu dilataciu
¢ = @ije ¢ (S)H C H, ¢o je ekvivalentna definicia maximality pre . O

Tvrdenie 3.15. UvaZuyme postupnost podpriestorov Hy C Hy C Hz C ... Hil-
bertovho priestoru H = J;~; H, a postupnost UCP zobrazeni ¢, : S — B(H,,)
takych, Ze pre kazdé n € N je ¢, = ©,41. Potom existuje prave jedno UCP
zobrazenie ¢ : S — B(H) tak, Ze ¢ je dilatdciou p,, pre kazdé n € N.

Pozndmka 3.16. Nech {T},},en je postupnost operatorov, T, € B(H,), kde H,
st podpriestory spliiajuce Hy C Hy C ... v Hilbertovom priestore | J, H,. Nech
tieto operarory spliiaji podmienky

T, = Pu,Tht1 lH,, neEN, a sup ||, < oco.
neN

Potom existuje prave jeden operator 7' € B(|J, H,) tak, ze pre kazdé n € N je
Py, T Tu,= T,. Podrobnejsie, T' definujeme na |J,, H, podla predpokladu pre

operatory T, a potom ho jednonacne rosirime na J, H,. Potom naviac pre jeho
normu zrejme plati ||T']] = sup,,cy || 10 ]]-

Doékaz Tvrdenia 3.15. Dokaz je priamym dosledkom Poznamky 3.16, pretoze pre
kazdé o € S dostaneme z definicie dilatécie postupnost operatorov ¢, () spliajt-
cu predpoklady. Predpoklad o kone¢nosti suprema noriem operatorov ¢, (x) pre
pevné z € S je splueny, pretoze podla Poznamky 3.3 je ||¢,(z)|| < ||z||, pre kazdé

n € N. Pre kazdé = € S tak dostaneme operator T, € B(|J, H,) s patriénymi
vlastnostami. Hladané zobrazenie ¢ definujeme ako p(z) = T,. Z vlastnosti

PHnTx rH7L: Spn(l‘)7 n e N

v kazdom bode x € S sa okamzite overi, Ze ¢ zachovava jednotku a je zrejme
dilataciou kazdého y,. Zostava ndm overit, ze ¢ je uplne pozitivne. V prvom
kroku ukéazeme, Ze ¢ je pozitivne, tj. ze (p(z)&, )y > 0 prekazdé x € Sa € H.
Volme teda x € S, £ € H Tuvovolné a ozna¢me &, := Py, £. Volme ¢ > 0, potom
pretoze H = |J,, H,, existuje ng € N a n € H,, tak, ze || —n|| < e. Potom,
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pretoze projekcia na podpriestor Hy realizuje vzdialenost od tohoto podpriestoru,
dostavame

(I = Pr,, )Ell = 1€ = Pr &Il < [I€ —nll <e. (3.2)
Dalej, pre n > ng je H, 2 H,,, takze Py, > Pp, ateda (I — Py,) < (I — Pg,,).
Odtial pre projekcie (I — Pp,,) dostavame

||f - fDanH2 = ((I - PHn>§a (I - PH,L)f)H = ((I - PH")&@H
< ((I - Pu, )6, n = 1§ = Pu, ElI* <€®, n>ny,

kde posledn4 nerovnost je (3.2). TakZe pre kazdé n > ng je ||€ — &,|| < €2 a teda
&, — &€ pre n — oo v norme priestoru H. Dostavame

(Qp(x)&f)H = nll_{g)(@(x)fnagn)H = nh_)ngo(gpn(x)gnygn)Hn > 0,

pretoze , si pozitivne zobrazenia.

Uplna pozitivitu dostaneme analogickou uvahou na trovni matic: Volme k €
N pevné, maticu (z;;) € My(S) a vektor & = (¢',...,¢%) € H*. Uvazujme
postupnost vektorov {&, bnen, & = {€L,...,&%} € H* kde & = Py &, i =
1,...,k. K zadanému € > 0 ndjdeme pre kazdé¢ i = 1,...,k index n}, € N a
vektor n' € H,; tak, ze €8 — n*|| < e. Polozme

ng :==max{ny :i=1,...,k}.
Potom podobne ako v prvom kroku je
I(1 = P, )& = 1€ = P, &1 < € =0l <&, i=1,... .k

a teda pre kazdé n > ny dostavame
k k
1€ = &all® = DI = P, )ENP < DI = Pr )E|* < ke
i=1 i=1

TakZe opét postupnost &, konverguje v norme priestoru H* k vektoru £. Ozna¢me
vynimo¢ne indexom (k) k-tu troven zobrazenia ¢, tj. pw) : (si5) € Mp(S) —
(¢(si;)) € B(H*). Potom moZeme pisat

() (243))€, ) e = T (k) ((245))Ens €n) e = T () ) ((235)) 5 €n) gy 2 0,

pretoze @, si uplne pozitivne. Takze ¢ je tplne pozitivne zobrazenie, ¢o sme
potrebovali k tomu aby to bolo UCP zobrazenie.
O

Definicia 3.17. Nech ¢ : § — B(H) je UCP zobrazenie, F' je podmnozina
kartézskeho sic¢inu S x H. Hovorime, Ze ¢ je maximdlne na F, ak pre kazdu jeho
dilatéciu ¢ : S — B(K), K O H, plati

Y(2)€ = p(x)¢, (2,€) € F.
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Pozorovanie 3.18. UCP zobrazenie ¢ : S — B(H) je mazimdlne prdve vtedy,
ked je maximdlne na sucine S x H.

Dékaz. Predpokladajme, Ze ¢ je maximélne. Nech ¢ : S — B(K) je Tubovolna
jeho dilatacia a (s, &) Tubovolny prvok sucinu S x H. Z maximality existuje UCP
zobrazenie \ : S — B(H'), K = H® H', 7ze v = ¢ & \. Potom 9(s){ =
o(8) P& + M(s) P& = p(s), pretoze € € H.

Na druhu stranu, nech ¢ : S — B(K) je opat lubovolna dilatécia . Potom
podla predpokladu plati pre kazdé s € S a kazdé & € H rovnost 1(s) = p(s)&, a
©(s)€ je prvkom priestoru H. Takze ¢)(S)H C H, ¢o je ekvivalentna podmienka
maximality pre ¢ (vid Poznamka 3.10). O

Poznamka 3.19. Uvazujme UCP zobrazenie ¢ maximéalne na mnozine F' C S x H
a nejaku jeho dilataciu ¢. Nech ¢/ je dilataciou ¢, potom z tranzitivity je ¢’ > ¢
a z maximality ¢ na F' je

V(2)€ = p(x) =v(x), (2,8 €F.

To hovori, ze kazda dilatacia UCP zobrazenia maximalneho na F' je tiez maxi-
mélna na F.

Lema 3.20. Nech S je separabilng operdtorovy systém, ¢ : S — B(H) je UCP
zobrazenie, kde H je separabilngy Hilbertov priestor, a (x,§) € S x H je peuné.
Potom k ¢ existuje dilatdcia @ @ S — B(K) tak, Ze K O H je tieZ separabilng
Hilbertov priestor a ¢ je maximdlne na (x,§).

Doékaz. Nech v je Tubovolna dilatacia . Pretoze ¢ je tplne pozitivne, je podla
Tvrdenia 1.47 tuplne kontraktivne a teda ||y (z)&|| < ||l (@)]|]I€]l < |l=]|]|€]|. Vdaka
tomu je supremum hodnot [|1(s)€|| cez vSetky dilatacie k ¢ koneéné. Z defini-
cie suprema existuje dilatacia ¢; : S — B(H;) na separabilnom Hilbertovom
priestore H; spliiajuca

lo1(2)€]| = sup [|lP(@)¢]| — 1.
(el

To, ze priestor H; mozeme brat separabilny, plynie z Poznamky 3.12. Rovnakym
sposobom néjdeme k ¢y dilataciu o : S — B(Hs), kde Hj je opét separabilny
Hilbertov priestor, pre ktoru plati

1
lea(2)Ell = sup [ (2)Ell = 3-
Y1

Indukciou najdeme postupnost UCP zobrazeni {y, }°° ,, takd, ze pre kazdé n € N
je @ni1 = @n dilataciou na separabilnom Hilbertovom priestore H, 1 O H,, a plati

1

[nta ()]l = sup lo@)ell = =
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Polozme Hy, :=J.—, H,. Na zéklade Tvrdenia 3.15 existuje jednozna¢ne uréené
¢S — B(Hy) také, ze pre kazdé x € S an € N je Py, ¢(z) [n,= pn(x). Po-
trebujeme ukazat, ze ¢ je maximélne na (x,§). Volme dilataciu ¢ > @, ukadzeme
rovnost @(z)é = ¢(x)€. Vezmime pevné m € N, potom vdaka ¢ = @ = ¢, (pre
kazdé n € N) dostavame okamzite nerovnost

1
le(@)Ell = [Py ()] = llomia ()] Zwstufmﬂt/)( )l =
1

m—l—l

TakZe méame ||@(z)E]| > ||o(x)€||. Dalej kedze € € H C Hy C Hy C ... C Hy, je
podla definicie dilatacie ¢(x)¢ = Py ¢(x)€ a teda dostaneme

le(x)€ — p(@)El* = No(2)§ — P s

)¢
(
= oz €H2—2(PHOO ¢(x
= otz
= |lof
(
(

> o(x)¢ll =

)6, 6(2)6) + || P d(2)€])”
)

)
)
)E|1* = 2(Pu. ¢(2)E, Pu ¢(2)E) + || Pu. d(z)E]?
[p(2)El1* — 2| Prro ¢ (x)[|* + || P d(2)€ 1
= Jl¢(@)El* = [| P, p()€]1?
= Jlo(@)Ell” = llg)€]?

IA

0.

Odtial mame pozadovani rovnost ¢(z)¢ = ¢(x)€ a teda @ je hladana dilatacia zo-
brazenia ¢ na separabilnom Hilbertovom priestore K := H,, ktora je maximalna
na (z,¢). O

Veta 3.21. Nech S je separabilny operdtorovy systém, Hy je separabilny Hilbertov
priestor a ¢y : S — B(Hy) je UCP zobrazenie. Potom existuje ¢ : S —
B(H) dilatdcia vo na separabilng Hilbertov priestor H O Hy, ktord md vlastnost
jednoznacného rozsirenia.

Dékaz. V prvom kroku najdeme UCP zobrazenie ¢y : S — B(H;), kde H; D
Hy je separabilny Hilbertov priestor, ktoré je maximéalne na sicine S x Hj a
o1 = pg. Nech C' C S je spocitatelna hustd podmnozina systému S a D C H,
je spocitatelna husta v priestore Hy. Pisme C' x D = {z1,29,23,...}. K g
a z; najdeme podla Lemy 3.20 zobrazenie w; > g na separabilnom priestore
Ky O H maximélne na z;. Rovnako najdeme k w; a 2o dilataciu wy : S —
B(K,) maximalnu na zo, pre Ky O K separabilny Hilbertov priestor. Indukciou
najdeme postupnost zobrazeni {w, }°°; na prislusnych separabilnych priestoroch

K, C Ky C K3 C ... splhajicu ¢y = w; = wy X ... a w, je maximalne na
Zn, pre kazdé n € N. Naviac, vdaka tranzitivite relacie = a Poznamke 3.19
je kazdé w, maximélne na mnozine {z,...,2,}, n € N. K tejto postupnosti

zobrazeni najdeme podla Tvrdenia 3.15 UCP zobrazenie ¢y : S — B(H;), kde
= U2, K., ktoré pre kazdé n € N splia
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Potom zrejme 1 = ¢ a 1 je maximalne na mnozine C' x D. Z hustoty mnozin
C, D a spojitosti je potom maximalne na celom stuc¢ine S x Hy. Podrobne, volme
(z,€) € Sx Hy, z hustoty ndjdeme postupnost {z,} v C, Ze x,, — x, a postupnost
{&.} v D, ze &, — &. Potom pre kazdé n € N z maximality ¢ na C' x D vieme,
ze plati

©1(Tn)6n = Y(Tn)n, (3.3)

pre kazda dilataciu ¥ > ¢;. Pretoze o1, su UCP, st automaticky spojité, ¢ize
o1(zn) — p1(x) a ¥(x,) — ¥(z). Napokon, pretoze ¢1(x) a 1(z) st obmedzené
linedrne operatory a teda spojité, plati

pr(2)8n — ()€ a  P(@)6 — Y(2)E.

Odtial spolu so vztahom (3.3) dostavame rovnost ¢(x)§ = 1 (x)€ pre kazdé
Y = 1, a teda maximalitu ¢, na S x H.

Indukciou, opakovanim prvého kroku, nadjdeme postupnost separabilnych Hil-
bertovych priestorov Hy C Hy C Hy C ... a postupnost UCP zobrazeni ¢, =
©1 = g =X ... taku, Ze pre kazdé n € N je ¢, : S — B(H,,) maximéalne na stucine
S x H,_1. Opatovnym pouzitim Tvrdenia 3.15 nadjdeme jednozna¢ne uré¢ené UCP
zobrazenie ¢ : S — B(H) pre H = J.~, H,, také, Ze pre kazdé n € N je

Py, o(x) TH,= ¢n(x), z€S.

K dokonceniu dokazu potrebujeme ukazat, ze takto vybrané ¢ ma vlastnost jed-
noznac¢ného rozsirenia. Podl'a kombinacie Tvrdenia 3.13 a Pozorovania 3.18 nam
stac¢i ukazat, Ze ¢ je maximélne na S x H. Ale pretoze pre kazdé n € N je
© = @, a p, je maximalne na S X H,,_1, je ¢ maximalne na S x H,, pre kazdé
n € N (Poznamka 3.19) a teda je maximéalne na S x J 2, H,. Kone¢ne, z hustoty
U2, H, v H je maximalne na S x H, ¢im je dokaz hotovy. ]



Kapitola 4
BW-topoloégia

V tejto kapitolke zavedieme isti slabii topolégiu na priestore operatorovo - hodno-
tovych linedrnych zobrazeni. Konkrétne, uvazujme C*-algebru A a operatorovy
systém S generujuci A. Pre uplnost poznamenajme, ze ako S staci v celej kapito-
le uvazovat I'ubovolny linearny podpriestor, my sa obmedzime na tento $pecialny
pripad len pre jednotnost préace. Nech dalej H znaci stale Hilbertov priestor.
Bude néas zaujimat priestor obmedzenych linearnych zobrazeni z S do B(H ), kto-
ry budeme znacit B(S, H). Cielom je na tomto priestore zaviest nejaka slabu
topologiu, s ktorou bude dualom nejakého Banachovho priestoru.

Slabé topologie na B(H ):

Definicia 4.1. Silnd operdtorovd topolégia (SOT) je generovana systémom pse-
udonoriem

{T — ||T¢|| - € € HY,
slabd operdtorovd topologia (WOT) je generovana systémom pseudonoriem
{T— (T¢n):{me H}

St to teda najslabsie topologie na B(H ), v ktorych s v8etky pseudonormy pri-
slusného systému spojité.

Byva uzito¢né vediet, Ze na konvexnych mnozinych tieto topologie splyvajia. Do-
kaz tohto faktu sa da najst v |7, Theorem 5.1.2].

Tvrdenie 4.2. Nech A C B(H) je konvexnd. Potom mnozina A je WOT-
uzavretd prdve vtedy, ked je SOT-uzavretd.

Dalej budeme potrebovat niekolko vlastnosf jednotkovej gule v B(H) vzhladom
k WOT-topologii. Pre dokaz nasledujiceho faktu vid [7, Theorem 5.1.3].

Tvrdenie 4.3. Jednotkovd gula Bpy je WOT -kompaktnd.

Tvrdenie 4.4. Nech H je separabilny Hilbertov priestor. Potom jednotkovd gula
Bgwy je WOT-metrizovatelnd.

39
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Dékaz. Oznacme {, }nen spocitatelni hustt podmnozinu v By. Potom podla
definicie WOT-topolégie st funkciondly T +— (1, &) pre k,n € N a T € Bpn)
spojité a z hustoty oddeluji body Bpx). Takze

o0

1
p(SaT) = Z W‘((S_T)fnvgk)L SaTGBB(H)a
kn=1
definuje metriku na Bpg. O

BW-topologia:

Definicia 4.5. Pre r > 0 ozna¢me uzavreti gulu s polomerom r priestoru

B(S, H) symbolom B,.(S, H), t.j.
B, (S, H) = {p € B(S, H) : |[p(a)|| < rllal,a € S}.

Na B,.(S, H) zavedieme BW-topoldgiu takto: net {pg,}acr, o € B.(S, H), kon-
verguje v BW-topologii k ¢ € B,.(S, H), ak ¢, (a) konverguje k ¢(a) v slabej ope-
ratorovej topologii, pre kazdé a € S. Potom hovorime, Ze mnozina U € B(S, H)
je BW-otvorend, ak U N B,.(S,H) je otvorena v BW-topologii definovanej na
B,(S, H), pre kazdé r > 0.

Ukazeme si niekol'ko zékladnych vlastnosti tejto topologie. Je jednoduchsie a
nazornejsie odvodzovat ich vo v8eobecnejSom pripade nez na priestore B(S, H) a
to na priestore B(X,Y™), kde X,Y st Banachove priestory. Zavedieme znacenie
L :=B(X,Y") a na tomto priestore budeme uvazovat prislusné topologie:

o : topologia projektivne generovana systémom pseudonoriem {p,, :z € X,y €
Y}, kde
Pey(T) = Tx(y)], Tel,

bo : mnozina U C L je bo-otvorena, ak U NrBy je o-otvorena, pre kazdé r > 0.

Pozndmka 4.6. Priamo z definicie tychto topologii je zrejmé, Ze o je slabsia to-
pologia nez bo a na obmedzenych mnozinach tieto topologie splyvaji.

Tvrdenie 4.7. Jednotkovd gula By je kompaktnd v topologii o.

Dékaz. Uvazujme vnorenie By do suc¢inu kompaktov

p:T € By {Tz(y)}pyexxy € [ BO, [|=]]ly]).

zeX
yey

Potom ¢ je spojité vnorenie do kompaktu, pretoze vsetky jeho zlozky st pod-
[a definicie o-topologie spojité. Staci si teda rozmysliet, Ze By je o-uzavreta
podmnozina v L. Nech {T;};cr je net operatorov z By, aT; — T v o, tzn.

Tix(y) — Tx(y), (v,y) € X xY. (4.1)
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Potom T je zrejme linearny operator z X do Y7#. Dalej pre pevné z € X je Tx
prvkom Y*, lebo
[Tx(y)| < [[T]l[[«]l,  ye By

a pretoze T; su z jednotkovej gule, je |T;z(y)| < 1, pre kazdé x € Bx ay € By
a teda pre tieto z,y je i |[Tz(y)| < 1 vdaka (4.1). Prechodom k supremu cez
Bx x By dostavame, ze | T|| < 1 a teda T lez v By, ¢o bolo treba ukazat. [

Tvrdenie 4.8. Jednotkovd gula By je bo-kompakind.
Dékaz. Dokaz plynie okamzite z predchédzajiceho Tvrdenia a Pozndmky 4.6. [

Tvrdenie 4.9. Nech A je systém takych mnozin A, Ze A = {(x;,y;)}52,, kde
x; € Bx, ay; €Y splnaji y; — 0 pre i — oo. Pre A € A oznacme

A* = {T eL:|Txi(yi)| <1, (x;,y:) € A},
A° = {T e L:|Tz(yi)| <1, (x;,y:) € A}
Potom systém {A*: A € A} tvort bazu okolia nuly v bo-topoldgii.

Dokaz. V prvom kroku ukazeme, 7e pre A € A je A® bo-otvorena. Nech A € A
a mame dané r > 0, potom

A*N rBr = {T erByr: |T:Uz<yz)’ <1, ([Ifl,yl) S A}

Pre T € A*NrByp je |Txy(y:)| < |Txillllyall < rllwallllyall < rllyill, pre kazde
(zi,y;) € A. Pretoze y; — 0, mnozina A, := {(z;,y;) € A [|ys]| > 1} je koneéna.
Potom pre (z;,1;) € A\ A1 je |Txi(y;)| < rllysl| < rt = 1. TakZe mozeme pisat

A*N TBL = {T € T‘BL . |Tmz(yz>| < 1, (l‘z,yz) - Al}

a tato mnozina je bo-otvorena podla definicie bo-topologie.

V druhom kroku dokazeme nasledujtiice tvrdenie: Nech n € N, U C L je
bo-otvorené okolie nuly a A, = {(x,v;) Yier, je koneénd mnoZina splriajica AS N
nBr C U. Potom existuje konecnd mnozina B, = {(x;,y;)}jecs, takd, Ze pre
kazdé j € J, je x; € Bx, |ly;]| < = a

(AL,UB,)°N(n+1)B, CU.
Oznacme B systém vsetkych takychto mnozin, tj.
L 1
B = {{(zj,4j)}jes : J konetnd, z; € Bx, |ly;|| < —,y; € Y}
a predpokladajme pre spor, Ze pre kazdi mnozinu B € B plati
(A, UB)°N(n+1)B,NU°#0, (4.2)

kde U® zna¢i doplnok mnoziny U v L. Z definicie systému B je zrejmé, ze ak
By, By, € B, potom aj mnozina By U By je v systéme B. Dalej, pre B € B
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e (A, UB)° N (n+ 1)B, NU® g-uzavretd mnozina. To plati vdaka tomu, ze
(n+1)B,NU® o-uzavreta priamo z definicie topologie o a (A,,UB)° je o-uzavreta,
pretoze mozme pisat

(AUBY = (] fl01)

(wiy:)€EARUB

kde fiz,y) @ T € L |Tz;i(y;)| st podla definicie o-topologie spojité funkcionaly
pre kazdé (z;,y;) € A, U B. Dostavame, ze {(A,UB)°N(n+1)B,NU°: B € B}
je centrovany systém o-uzavretych mnozin v (n + 1) — By. Totiz pre Tuvovolné
By, ..., By € B je priamo z definicie °

(A,UB))°N...N (A, UB)° = (A, UB U...UBy)°

a pretoze UY_, B; je prvkom systému B, plati podl'a predpokladu (4.2) potrebné

k

f <(An UB) N (n+1)BLN UC) = ((An U QBW N(n+1)Byn Uc) # 0.

i=1

7 tplnosti teda existuje operator T € L taky, ze

Te ) (A UB)°N (n +1)BLﬂUC>.

BeB

Podla definicie systému B a ° to znamen4, Ze pre kazdé © € Bx a kazdé y € Y
spliiajice |ly|| < & plati [T2(y)| < 1. Prechodom k supremu cez vietky takéto
x,1y dostavame

sup sup [Tw(y)| < 1
IeBXyelBy

IN
—

sup IITxll -

rEBx

||T|| <n

a teda T" € nBy. Odtial vdaka tomu, ze priamo z definicie je A7 O (A, U B)°,
plati T'e A, NnBr N U, ¢o je v spore s inklaziou A, NnB, C U.

Teraz sa uz venujme dokazovanému tvrdeniu. Nech U je bo-okolie 0 € L,
hladdme A € A taku, ze A®* C U. Z definicie topologie bo najdeme mnozinu A; =
{(s, ) Yier, , kde I, je konecné, ze A°NB;, C U. Dalej pomocou préave dokazaného
tvrdenia zkonstruujeme pre n > 2 indukciou mnoziny A,, = {(z;, y;) }ier,, kde I,
je konecna pre kazdé n € N, také, ze A, maju prislusné vlastnosti a

(AyU...UA,)°NnBL CU.

Polozme A :=J7, Ay = {(%i,yi) Yier, kde I = U, I,,. Potom pre kazdé i € [
je x; € Bx a vdaka podmienke ||y;|| < % pre i € I, dostavame y; — 0 pre i — oo.
Tato mnozina z konstrukcie spliia A° NnB, C U pre kazdé n € N, takze A° C U
a teda aj A* C U. O
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Désledok 4.10. (L, bo) je lokdlne konvexny priestor.

Doékaz. Podla definicie lokalne konvexného priestoru treba ukézat, ze na priestore
L existuje baza okolia nuly v topologii bo, ktora je tvorena konvexnymi vyvazeny-
mi mnozinami. Vdaka predchadzajicemu Tvrdeniu 4.9 staci ukézat, Zze mnoziny
A® st konvexné a vyvazené, pre A € A. Obidve vlastnosti plynu okamzite z
definicie. ]

Poznamka 4.11. Je jednoduché si rozmysliet, Ze kazdy linearny bo-spojity fun-
kcional f : L — C je obmedzeny: Nech f je bo-spojity ale neobmedzeny. To
znamena, ze existuje postupnost operatorov {T,,} v By, tak, ze |f(71,)| — oo pre
n — oo. Vyberom vhodnej podpostupnoti dokdzeme zariadit, aby |f(T,)| > n?
pre kazdé n € N. Pretoze pre kazdé n € N je [|T,|| < 1, postupnost {7}, } konver-
guje k nule v norme priestoru L. Potom %Tn — 0 aj v bo-topologii, pretoze ta je
slabsia nez normova a teda z predpokladu bo-spojitosti funkciondlu f dostavame
f(£T,) — 0 pre n — oo. Ale pritom mé platit | f(27,)| = L|f(T.)| > in’ =n a
to je v spore s konvergenciou k nule.

Veta 4.12. Linedrny funkciondl f : L — C je bo-spojity prave vtedy, ked sa dd
vyjadrit v tvare

f = Zaifwiyw (43)

kde z; € Bx, vi € Y, yi — 0, a = (a1, 00,...) € (' a fu,,,(T) := Tx;(y;), pre
T e L.

Doékaz. Nech f je bo-spojity funkcional na L, ¢ize je obmedzeny na nejakom bo-
okoli 0 € L. To znamena, Ze existuje mnozina A = {(x;,y;)}52,, x; € By ay; — 0
v Y pre i — oo tak, ze |f(T)| < 1 pre T € A®. Definujme zobrazenie

I:L — ¢
T = A{Tzi(y:) 2

Obor hodnot lezi skutocne v ¢y, pretoze pre T € L je {Tz;}°, je obmedzena
postupnost v Y* a y; — 0. Dalej uvazujme zobrazenie

p:I(L) — C
{Tzi(y)}z, — (1)

Potom ¢ je dobre definované: Nech T),Ty € L su také, ze {Tiz;(y;)}2, =
{Tox;(y;)}52,, tzn. Thxi(y;) = Tow;(y;) pre kazdé (x;,y;) € A. Takze pre kaz-
dé (zs,y;) € A mame (Th — To)z;(y;) = 0 a teda aj m(Ty — Ty)z;(y;) = 0, pre
kazdé m € N. Podla definicie A® potom pre kazdé m € N operator m(T; — T5)
lezi v A* a podla volby A prefi plati | f(m(T) —T3))| < 1. Odtial |f(T1—T3)| < +
pre lubovolne velké m, takze f(T}) = f(T), ¢o sme potrebovali.

Dalej ukézeme, Ze ¢ je spojité. Nech z, = {T,x;(y;)}22, je postupnost v I(L) C
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co, ktora konverguje k 0 € ¢, tj. sup;ey |Txi(yi)| — 0 pre n — oo. Chceme uké-
zat, ze o(T,) — 0, ¢ize ze f(T,) — 0 pre n — oco. Budeme postupovet sporom,
nech teda existuje 6 > 0 a podpostupnost v {7,,} (budeme ju znacit opat {7,,})
tak, ze |f(1,)| > 6, pre kazdé n € N. Pretoze sup,cy |Tn2:(y;)| — 0, bez tjmy na
vBeobecnosti moézeme predpokladat, Ze pre kazdé n € N je sup, ey |Txi(ys)] < 27"
(zariadime d'alsim vyberom dostato¢ne rychlo konvergujicej podpostupnosti z
{T,}). Napokon pre kazdé n € N vezmime a,, € T (= {\ € C: |A\| = 1}), Ze
f(a,T,) = |f(Ty,)]. Potom pre kazdé n € N je operator >, _, oyTy prvkom A,
pretoze

n

" el < 3 Il Tes(w)| < 3275 < 1, (wip) € A

k=1 k=1 k=1

Takze podla volby mnoziny A je |f(3> ,_, auTx)| < 1. Ale tiez plati

|f(z aTy)| = |Zf(04ka)| = Z |f(Tk)| = né,

¢o dava pozadovany spor, pretoze volbou dostatocne velkého n € N dokadZeme
zaistit nerovnost |f(> ;_, apTy)| > 1.

K ¢ teda existuje spojité linedrne rozsirenie ¢ na cely priestor ¢y, takze ¢ € ¢
a @ = pna I(L). PretoZe ¢ je izometricky izomorfny s ¢! pomocou zobrazenia
a=(a,a,...) €L — I, €, kde

o0
I,(z) = Zaizi, z = (z1,29,...) € o,
i=1
existuje a € ¢ tak, ze ¢p(z) = D7, @iz, pre z € ¢g. Potom pre T € L plati:

F(T) = o({Tzi(yi) }i) = ¢(I(T)) = ¢(I(T)) = Z a;T'xi(y:),

¢o je pozadované vyjadrenie.

Na druht stranu, nech funkcional f : L — C ma tvar (4.3). Potom f
je o-spojity, pretoze funkciondly f,,,, : T € L — Tux;(y;) si o-spojité priamo
z definicie o a sCitanie a nasobenie skaldrom su spojité operacie. A pretoze
topologia o je slabsia nez bo, je f urcite bo-spojity.

O

Definicia 4.13. Definujeme
L,:={f:L— C: f je linearny, bo-spojity}.

Tvrdenie 4.14. (i) L, C L*.
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(i1) Na L, je norma definovand

1.f]

1.) je Banachov priestor.

L. =sup{[f(T)|: T € Br}, feL. (4.4)

a (L |||

(111) UvazZujme zobrazenie

I:TelL — pre (L)
or(f) = f(T), feL.

*

Potom I je izometria na (L.)* a je to bo — w*-spojité zobrazenie.

Dokaz. Poznamka 4.11 dava okamzite (i), takZze za¢neme dokazom tvrdenia (ii).
Pretoze podla (i) je kazdy bo-spojity linearny funkcional obmedzeny, norma
|.llz. je dobre definovana. Uvazujme teda postupnost {fi} v L., ktora splia
e Ikl < oo. Potrebujeme néjst funkcional f € L, taky, ze f = > ;o fx.
Definujume

o0
f:TeLr) f(T)eC.
k=1
Potom f je urcite linearny funkcional. Pretoze f; st bo-spojité, su tiez funkcionély
Y r1 fi bo-spojité pre kazdé n € N, ¢o podla definicie znamena, Ze st o-spojité
na r By, pre kazdé r > 0. Fixujme Iubovolné r > 0, potom pre T' € r By, méame

D) = QD=1 Y DI Y 1DI<r Y lIfll-

k=n+1 k=n+1 k=n-+1

Pretoze predpokladame .-, || fx]] < oo, volbou dostatoéne velkého n € N sa
da zariadit, aby hodnota na pravej strane bola lubovolne mala. Dostéavame, Ze
postupnost {>;_, fi}22, konverguje rovnomerne k f na By, a teda f je o-spojity
funkcional na rBy. A pretoze r > 0 bolo Iubovolné, je f bo spojity funkcional
na L a teda f € L,.

(iii) Najskor si rozmyslime, ze I je dobre definované. Nech T' € L je Tubovolné,
potom pre f € L, je

LTV = ler(Hl = LA < ST

a teda || I(T)|| < ||T]|, ¢ize I[(T) € (L.)*.

Ukazeme, ze I je izometria. Uz vieme, ze || I(T)|| < ||T||, potrebujeme este
opacni nerovnost. Funkciondly f,, : 7' € L — Tx(y) (r € X,y € Y) st z
definicie bo-spojité a || foull < ||z|l|ly]| & teda {fs, : © € Bx,y € By} C By,.
Vypoctom

1) = sup [I(T)(f)| = sup |f(T)| = sup sup |fe,(T)|

feBL, feBL, TEB; yEBy

= sup sup [Tz(y)| = ||T
TEBy yEBy
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dostdvame pozadované || I(T)| > ||T'[|.
Dalej dokazeme, ze obraz I je (L,)*. Majme dané ¢ € (L,)*. Definujme
operéator T' pomocou

Tx(y) = ¢(fuy), TEX,YyeY.

Ukazeme, ze T je dobre definovany operator z L: Pre kazdé x € X je

[Tz|| = sup [[Tz(y)|| = sup le(fay)ll < llellll]]
yEBy yEBy

a teda Tz je prvkom Y*. Dalej podobne

IT[| = sup sup [[Tz(y)|| = sup sup [l(fay)ll <[],

z€Bx yeBy z€Bx yeBy

takze T : X — Y™ je spojity, ¢ize T € B(X,Y*) = L. Teraz ukizeme, ze
takto definovany operator 1" splha I(T) = ¢: Nech f € L, je l'ubovolné, pisme
[ =021 aifey (vyjadrenie (4.3) z Vety 4.12). PretoZe ¢ je spojité a linearne,
plati

I(T)(f) = Z 0 [y (T Z o Tx;(y;) Z P ( faiy:)
= (P(Z aifl’iyi) = o(f).

Zostava nam zdovodnit, ze I je bo — w*-spojité. Topologia w* na (L.)* je
podla definicie generovana systémom pseudonoriem P = {p : ¢ € (L,)* —
lo(), f € Ly} a plati, ze zobrazenie I : (L,bo) — ((L.)*,w*) je spojité préave
vtedy, ked zloZenie po I je spojité pre kazdu pseudonormu p € P. Ale pre f € L,
je podla definicie bo-topologie zobrazenie T € L +— I(T')(f) bo-spojité, takze [
je bo — w*-spojité. O]

Za X, resp. Y™ vezmime S, resp. B(H), takze Y je predual k priestoru
obmedzenych operatorov na Hilbertovom priestore H. V tejto chvili nam staci
vediet, Ze existuje taky Banachov priestor, ktorého dudlom je B(H). Jedné sa o
priestor tzv. nuklearnych operatorov - vSetko potrebné k tejto téme sa da najst
v [10], konkrétne vid Proposition 16.26. Potom z predchadzajtaceho vSeobecného
kontextu dostavame okamzite nasledujiice potrebné tvrdenia:

Tvrdenie 4.15. Oznacme B(S, H), priestor BW-spojitych linedrnych funkciond-
lov na B(S, H). Potom

1fIF:= sup{|f ()] : ¢ € Ba(S, H)}

je norma na B(S, H), a (B(S,H),|.||) je Banachov priestor.
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Tvrdenie 4.16. Zobrazenie I : p € B(S,H) — I, € (B(S, H).)* definované

Lp(f) = f(SO), fGB(S,H)*
je BW-w*-spojité prosté zobrazenie na (B(S, H).)*.
Tvrdenie 4.17. BW-uzavreté obmedzené mnoZiny v B(S, H) si BW-kompaktné.

Dékaz. Plynie okamzite z Tvrdenia 4.8, prenesenim do uvazovaného Specidlneho
kontextu B(S, H). O

Tvrdenie 4.18. Pre separabilny operdtorovy systém S a separabilny Hilbertov
priestor H je jednotkovd gula B(S, H) metrizovatelnd v BW-topoldgii.

Dokaz. Oznacme {x, },en husttt podmnozinu v Bg a pre ¢1, ¢ € B1(S, H) defi-
nujme
=1
¢17¢2 = ZQ_TL ¢1 xn ¢2(xn))7

n=1
kde p je metrika na jednotkovej guli v B(H) kompatibilna so slabou operatoro-
vou topoloégiou (Tvrdenie 4.4). Potom p je vdaka hustote {z,, : n € N} v Bg
metrikou na By (S, H). Priamo z definicie BW-topologie net {¢,}aca z B1(S, H)
konverguje k ¢ € B1(S, H) v BW prave vtedy, ked tam konverguje v p, takze p
je kompatibilna s topologiou BW. O]



Kapitola 5

Rezy a systémy UCP zobrazeni

5.1 Vysledky z deskriptivnej tedrie mnozin
Pripomenutie pojmov:
Definicia 5.1. Nech P je topologicky priestor.

e Priestor P sa nazyva polsky, ak je homeomorfny separabilnému tuplnému
metrickému priestoru.

e Nech P je polsky priestor. Mnozinu A C P nazyvame analytickd, ak exis-
tuje pol'sky priestor () a spojité zobrazenie f : Q — P tak, 7e A = f(Q).

e Pod pojmom borelovsky priestor budeme rozumiet topologicky priestor (X, ),
kde B znaci borelovské mnoziny v X, tj. o-algebru generovanu otvorenymi
mnozinami priestoru X.

° f)alej hovorime, Ze borelovsky priestor X je spocitatelne separovanyj, ak
existuje systém borelovskych mnozin {F,}2°,, E, C X, oddelujuci body
X. To znamena, ze pre kazda dvojicu roznych bodov x,y existuje n € N
tak, ze xg, (*) # xg,(y), kde xg, je charakteristickd funkcia mnoziny FE,,.

e Konec¢ne, borelovsky priestor X je standardny, ak je izomorfny borelovskej
podmnozine nejakého polského priestoru. To znamena, Ze existuje polsky
priestor @), borelovska podmnozina M C @ a borelovské bijekcia f: X —
M s borelovskou inverziou.

Pozndmka 5.2. Medzi borelovskymi a analytickymi mnozinami plati nasleduju-
ci vztah: Kazda borelovskd podmnozina nespocitateIného polského priestoru je
analytické, ale nie kazdéa analytickd je borelovskd. Pre dokaz vid [8, Theorem
14.2].

Pozndamka 5.3. Kazdy nespocitatelny Standardny borelovsky priestor je izomort-
ny intervalu [0, 1]. Dokaz je v [8, Theorem 15.6].

48
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Definicia 5.4. Nech X,Y st mnoziny, uvazujme zobrazenie f : X — Y, ktoré
je na. Potom rezom pre f rozumieme zobrazenie g : ¥ — X také, Ze zlozenim
f o g dostaneme identitu na Y.

Definicia 5.5. Uvazujme Standardny borelovsky priestor X. Mnozinu A C X
nazyvame absolitne meratelnd, ak pre kazdu konecnu nezapornt mieru p na X
existuju borelovské mnoziny E,, F), tak, ze £, CACF, a u(F,\ E,) =0.

Definicia 5.6. Nech XY sa Standardné borelovské priestory. Hovorime, Ze
zobrazenie g : X — Y je absolutne meratelné, ak pre kazdu borelovskti mnozinu
A CY jejej vzor g~'(A) absolitne meratelna mnozina v X.

Pozndmka 5.7. Opét ekvivalentne je zobrazenie abolutne meratelné, ak je pu-
meratelné pre kazda konecénii nezdporna mieru na uvazovanom priestore.

Budeme potrebovat nasledujicu vetu o existencii absolutne meratelného rezu.
Jej dokaz sa da najst v [3, Theorem 3.4.3] pre analyticky priestor X, ¢o je slabsi
predpoklad nez potrebujeme my.

Veta 5.8. Nech X je standardnij borelovskij priestor, Y je spocitatelne separovany
borelovsky priestor a f : X — Y je borelovské zobrazenie na. Potom f md
absolitne meratelny rez.

Veta 5.9. Nech X, Y su standardné borelovské priestory, f : X — Y je bore-
lovské zobrazenie na. Nech existuje absolitne meratelny rez g pre f. Potom pre
kazdi konecni nezdaporni mieru pn na'Y existuje borelovskd funkcia g, : Y — X,
ktord sa rovnd p-skoro vsade g.

Doékaz. Nech p je dand nezdporna konec¢né miera na Y. Uvazujme najskor pripad,
ze priestor X je konefny alebo spocitatelny. Oznacme {B, },en systém vietkych
borelovskych podmnozin X. Podla definicie absoltitnej meratelnosti existuju pre
kazdé n € N borelovské mnoziny FE,, F,, C Y tak, ze £, C ¢ '(B,) C F, a
pu(Fy \ E,) = 0. Definujme funkciu g, : Y — X takto:

. g(y), akIneN:yeFE,
9uly) = { T inak

kde Z je Tubovolny prvok mnoziny X \ ¢g(U, E.). (V pripade, ze taky prvok
neexistuje, bolo péovodné zobrazenie g borelovské a teda nie je ¢o dokazovat.)
Potom g,, = g p-skoro viade vdaka tomu, ze g, = gnalJ,, E, a (X \U,, En) =0,
a je to borelovské zobrazenie, pretoze pre lubovolné n € N je

B [ E., T ¢ B,
9u (Bn) = { E,U (U, Fi \U, Ex), 7€ B,

a to je v oboch pripadoch borelovska podmnozina v Y.

V pripade, Ze priestor X je nespocitatelny, podla Poznamky 5.3 je izomorfny
intervalu [0,1]. TakZze zobrazenie g je p-meratelna funkcia s oborom hodnét
v [0,1]. V désledku Luzinovej vety sa musi p-skoro vsade zhodovat s nejakou
borelovskou funkciou g,,. O
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Veta 5.10. Nech X,Y su $tandardné borelovské priestory a f : X — Y je
borelovské zobrazenie. Potom f(X) je absolitne meratelnd mnoZina v'Y .

Naznac¢ime ako je mozné dospiet k tomuto vysledku: Najskor, Tvrdenie |8, Pro-
position 14.4 (ii)| hovori, Ze borelovsky obraz analytickej podmnoziny polského
priestoru je analytickd mnozina. Pretoze mame X Standardny borelovsky pries-
tor, je podla definicie izomorfny borelovskej podmnoZine pol'ského priestoru. A
pretoze borelovské mnoziny st analytické (Poznamka 5.2), dostavame, ze f(X) je
analytickd podmnozina v Y. Napokon, podla Vety [8, Theorem 21.10] je kazda
analytickd podmnoZzina Standardného borelovského priestoru absolatne meratel-
na a teda f(X) je absolitne meratelnad mnozina v Y.

Na zaklade tychto poznatkov teraz dokazeme vysledok, ktory budeme potrebovat
pre tuto pracu:

Veta 5.11. Nech X, Y su standardné borelovské priestory a zobraznie f : X —
Y je borelovské a na. Dalej nech p je konecnd nezdpornd miera na Y. Potom
ezxistuje borelovskda podmnozina N C 'Y nulovej miery p a borelovské zobrazenie
g: Y\ N — X tak, Ze f o g je identita na Y \ N.

Dokaz. Staci si rozmysliet, ze Standardny borelovsky priestor je spocitatelne se-
parovany. Potom totiz podla Vety 5.8 existuje absolitne meratelny rez g pre f.
K danej miere p existuje z Vety 5.9 borelovské funkcia g,,, pre ktord g, = g skoro
vSade, tzn. Ze existuje borelovskd mnozina N C Y, ze u(N) = 0 a g, = g na
Y \ N. Z definicie rezu je f o g identitana Y, tedana Y\ N je fog, = fog tiez
identita. Funkcia g, je teda hladané borelovska funkcia.

Podla definicie je Y izomorfny borelovskej podmnozine separabilného tplneho
metrického priestoru. Oznacme {y,,}5°, hustd podmnozinu v Y. Pre m,n € N
definujme mnoziny

1
Epn = {y ey :dist(y,y,) < —} .
m

Potom systém {E,,,, : m,n € N} oddeluje body Y: Pre dana dvojicu z,y néj-
deme m € N, pre ktoré¢ je dist(z,y) > 2. Potom z hustoty ndjdeme n € N
také, ze dist(z,y,) < %, takze x lezi v E,, ,, ale dist(y, y,) > % z trojuholnikovej

nerovnosti, ¢ize y v E,, ,, nelezi. O

Pozndmka 5.12. V dokaze sme elementarne dokazovali, Ze Standardny borelovsky
priestor je spocitatelne separovany. Tento vysledok je tiez okamZite vidiet z toho,
ze standardny borelovsky priestor ako “podmnozina” separabilného metrického
priestoru ma spocitatelna bazu.

Zvysok kapitoly je postavime podla [4].
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5.2 Hilbertovské zvazky

Definicia 5.13. Nech X je standardny borelovsky priestor. 5tandardny’m 20(2-
kom separabilnijch Hilbertovijch priestorov (skratene hilbertovskym zvizkom) na-
zyvame systém H = {H, : © € X} splhajuci nasledujace podmienky:

(i) Existuje surjektivne borelovské zobrazenie p : H — X také, ze pre kazdé
r € X je p~'(x) = H, separabilny Hilbertov priestor, v ktorom sii operacie
sC¢itanie, nasobenie skalarom a skalarny su¢in borelovsky meratelné (pre
upresnenie vid Poznamka 5.15),

(ii) existuju borelovské rezy {£,}22, pre p, &, : x € X — &, (z) € H,, pre ktoré
plati
H, =span{{(x),&(x),...}, =€ X.

Pozndmka 5.14. Je zvykom predpokladat, ze priestory H, st netrividlne, t.j.
H, # {0}, pre kazdé = € X.

V dalsom budeme stale uvazovat separabilny oparatorovy systém S a Standardny
borelovsky priestor X. Pismeno H bude vyhradené pre hilbertovky zviazok H =
{H, : © € X}, pokial nebude povedané inak.

Poznamka 5.15. Pozrime sa preciznejsie na podmienku borelovskosti operacii na
H,. Definiénym oborom operacii s¢itanie a skalarny sucin je mnozina {(§,n) €
HxH :p(&) =p(n)} a pre nasobenie skalarom je to cely suc¢in C x H. Podmienka
hovori, ze funkcie (§,7n) — & +n, respektive (§,n) — (&, 1) u,, respektive (A, &) —
A&, su borelovsky meratelné.

Pozndmka 5.16. Nech p : H — C je borelovskd funkcia. Definujme funkciu
g : H — H predpisom ¢(§) = u(€)&, pre & € H. Vsimnime si, Ze tuto funkciu
mozeme napisat ako zlozenie g = g1 o g, kde

g1: (N eCxH — NeH,
g:§€H — (u(¢),§) eCxH.

Pretoze ¢g; je podla definicie borelovska a ¢, je borelovskd vdaka predpokladu
borelovskosti funckie u, dostavame Ze takto definovana funkcia g je borelovska.

Désledok 5.17. Nech A : X — C je borelovskd a p : H — X je borelovské

zobrazenie dané Definiciou 5.13. Dalej nech pre p je dany borelovsky rez & : x €
X — &(x) € H,. Potom zobrazenie

p:x € X = Nx)(x)
je tieZ borelovskym rezom pre p.
Doékaz. Podla definicie rezu je p o £ = idx. Pre x € X pocitajme:

p(r) = Ax)€(x) = Aidx (2))§(x) = Mp(€(x))E(x) = (Ao p)(&(x))E(x).
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Funkcia Aop : H — C je ako zlozenie borelovskych zobrazeni borelovské a teda
podla Poznamky 5.16 je ¢ borelovska.

Zostava si uvedomit, Ze o je skuto¢ne rezom pre p, t.j. Ze po ¢ = idyx. Volme
x € X Tubovolné, potom

(po)(x) =p(Mx)(x)) = .
€Hy=p~1(x)

]

Pozndamka 5.18. VSimnime si este, ze ak mame dva borelovské rezy ¢, @9 pre
p: H — X, potom ich sucet je vdaka podmienke (i) Definicie 5.13 borelovské
zobrazenie a naviac je opat rezom pre p, pretoze pre x € X je

(po (o1 + @) () = p(p1(z) + @a(z)) = 2.

Pozndmka 5.19. V&imnime si, Zze vdaka Désledku 5.17 a Poznamke 5.18 je kazda
linearna kombinacia rezov opat rezom pre dany zvazok. Takze pre mnozinu rezov
{&, : n € N} z Definicie 5.13 je mnozina vSetkych ich linedrnych kombinécii s
racionalnymi koeficientami opét spocitatelna mnozina rezov, ozna¢me ju {n, :
n € N}. Potom tieto rezy splhaji

H, = {m(x),ne(x),...}, ze€X.

Miesto rezov danych definiciou Hilbertovského zviazku budeme viacsinou uvazovat
prave mnozinu tychto upravenych rezov.

Lema 5.20. Pre hilbertovsky zvizok H = {H, : x € X} existuji borelovské rezy
My v € X — n,(x) € Hy, také, Ze plati

(o)l € {0,1},  zeX, neN, (5.1)
(mi(x),nj(2)m, = 0, i#j jeN, zeX (5:2)

a tieto rezy generuju priestory H, v zmysle
H, =span{m (z),ns(z), ...}, r e X.

Doékaz. Vezmime borelovské rezy &, s, . . . z definicie hilbertovského zvazku a zor-
togonalizujme ich spdésobom obdobnym Gramm-Schidtovmu ortogonalizacnému
procesu. Konkrétne, polozme

&i(z) = &(z),
€n(x) = fn(:L’) - : (fmé(x))]{gcé(x), n>1neN.

1

[y

1
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Tym dostaneme zobrazenia spliiaujtce (5.2). Potom definujme hladané zobraze-
nia 7, : x € X — n,(z) € H, pomocou

€n(2) ;
m(z) = 4 T 2K (@) #0,
0, inak.

Funkecia z € X — ||€,(z)| je borelovské vdaka borelovskosti rezov & a skalarneho
saéinu na H, z definicie, lebo [|&,(x)||> = (€x(x), &x()),. Podla Désledku 5.17 a
Poznamky 5.18 st teda zobrazenia 7,15, ... opéat borelovskymi rezmi. Tieto uz
spliiaji i podmienku (5.1). O

Pozndmka 5.21. Neskor sa nam bude tiez hodit, Zze pre hilbertovsky zvizok H =

{H, : v € X} existuju borelovské rezy 1y, 12, . . . také, ze mnozina {n, (x), n2(z), ...}
je husta v jednotkovej guli priestoru H, pre kazdé x € X. K tomu staci rezy

£1,&s, ... z Poznamky 5.19 upravit nasledovne:

&n() ak [[&n ()]l < 1,
n\T) = :
(@) { —Hgn%x)”ﬁn(:c) inak.
Ze sa jedna o borelovské rezy sa ukaze pomocou uz popisanych tvah.

Definicia 5.22. Hovorime, Ze hilbertovské zvizky H', H? st izomorfné, ak exis-
tuje izomorfizmus U : H' — H? taky, Ze pre kazdé x € X je U |g,: H: — H?
unitarny operator.

Definicia 5.23. Pre n = 1,2, ..., oo definujeme mnoziny
X, ={r e X :dimH, =n}.
Tvrdenie 5.24. MnoZiny X, su borelovské, pre kaZdé n =1,2,...,00.

Doékaz. Uvazujme najskor konecné n € N. Nech 1,1, ... st rezy z Lemy 5.20.
Podla definicie X,, je pre x € X, dimenzia priestoru H, rovna n a vektory
me(x) (K € N) st navzajom kolmé, moéze byt maximélne n z tychto vektorov
nenulovych. Ale vdaka vlastnosti H, = span{{n;(x),n2(x),...}} je nenulovych
prave n vektorov mnoziny {n(z),n2(x),...}. Odtial dostavame, ze x € X je
prvkom mnoziny X,, prave vtedy, ked existuje n-prvkova mnozina indexov F,, C N
tak, ze n;(x) # 0 prave pre ¢ € F,. Ak k tomu pouZzijeme vlastnost normy, ze
|k (2)|| = 0 prave ked n(x) = 0, mame nasledovni charakteristiku mnoziny X,,:

Xo = {ze X #{i e N:[ni(2)]| > 0} = n}
= U feex:m@l>0ieF & )] =0,jeN\F}

FCN,|F|=n

= U (Mz e X :ln(@)] >0kn () {z€X: )] =0}

FCN,|F|=n \i€F JEN\F
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Pretoze funkcia x € X +— ||nk(x)| je borelovska pre vsetky k € N (vid dokaz
Lemy 5.20), mnozina {x € X : [|n;(x)|| > 0} je ako vzor otvoreného intervalu
(0, 00) pri borelovskej funkcii borelovska a teda aj jej doplnok v X, tj. mnozina
{z € X : ||ni(z)|| = 0} je borelovska (pre Iubovolné i € N). Kedze vsetky
prieniky a zjednotenie v uvedenej charakteristike mnoziny X,, st spocitatelné, je
1 mnozina X,, borelovska.

Zostava nam pripad n = co. Ale pretoze X = |J{X, : n € NU {oo0}}, mozme
X pisat ako rozdiel borelovskych mnozin

Xoo =X\ | X,
neN

takze aj X, je borelovskd mnozina. O]

Lema 5.25. Nech H je standardny borelovsky priestor a H je separabilny Hil-
bertov priestor. Potom siucin X x H tvori hilbertovsky zvdzok.

Doékaz. Potrebujeme overit podmienky z Definicie 5.13. Pozrime sa najskor na
(i): Definujme zobrazenie

p: XxH — X

(z,§) — =
Potom p je zrejme borelovské a je na. f)alej ak pre x € X budeme uvazovat na
priestore p~'(x) = {x} x H operacie definované
+ ((xafl)a (1’,62)) € ({27} X H) X ({ZII} X H) = (xagl +€2) € {$} X H7

(A, (2,6)) € Cx ({a} x H) — (x,A§) € {a} x H,
((z,861), (2, &) € ({z} x H) x ({a} x H) = (§1,&2) € R,
potom tieto operécie st ur¢ite borelovsky meratelné a mame splnent (i). K tomu

aby sme ukézali platnost podmienky (ii) vezmime mnoZinu {n;,7s, ...} husta v
By a definujme zobrazenia

('7 ){:E}XH

&n:x € X — (x,m,) € {a} x H, n € N.
Potom pre kazdé x € X je span{;(x), & (z), ...} = {z} x H a plati
(po&n)(z) =p((x,nn) =2,  neN,
takze po ¢, =idx a teda &, s rezmi pre p. ]

Tvrdenie 5.26. Nech H = {H, : © € X} je hilbertovsky zvizok s prislusnym
borelovskym zobrazenim p : H — X. Potom jeho restrikcia na X, t.j.

Hix,={H,:z€X,}={p '(z): 2 € X,},
je izomorfnd zvizku uréenému zobrazenim

) Xy xC" — X, v pripade n < o0,
- Xoo X 0?2 — X, ak n = 00.
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Doékaz. Rozoberieme najskor pripad, ked n < oco. Vezmime pevné konecné n.
Ukéazeme, ze existuju zobrazenia e; : x € X, — ¢;(x) € H,, i = 1,...,n také,
ze mnozina {e;(z),...,e,(x)} tvori ortonormalnu bazu v H, pre vietky = € X,,.
K tomu vezmime rezy 1,17 ... z Lemy 5.20 a pre kazda n-prvkovi podmnozinu
F C N oznacme

XF={reX,:Yke F n(x)#0}.

Tieto mnoziny su borelovské vd'aka borelovskosti rezov 1y, 19, . . .. PretoZe dimen-
zia priestoru H, je n a rezy 1,12, ... splhaji (5.2), pre kazdé = € X,, existuje
jednozna¢ne urc¢end mnozina indexov F = {ki,..., k,} takych, ze ny,(z) # 0,
t=1,...,n. To znamena, Ze

je spo&itatelny dizjunktny rozklad mnoZiny X, na borelovské podmnoziny X
take, ze pre kazdé x € X! tvorf mnozina {n, (x),...,m, (z)} ortonormélnu bazu
priestoru H,. Mo6zme teda definovat eq, es,... takto: Pre x € X,, ndjdeme F' =
{ki,...,k,} C N taki, ze x € X" a polozime

ei(x) == ng, (x), i=1...,n.
f)alej pre x € X,, uvazujme zobrazenia

v, . H, — C"
& = ((Gel@)n,, - (& enl2))n,).

Ukazeme, 7e hladany izomorfizmus bude zobrazenie definované takto:

U:Hlx, — X,xC"
¢ = (2,Us8),
kde z € X, je také, Ze £ € p~(x).
Najskor overime, ze U [p, je unitarny operator. K tomu potrebujeme, aby bol

unitarny operator U,, pre kazdé x € X,,. Vezmime pevné x € X,, a pozrime sa
ako vyzera adjungovany operator U}. Podla definicie ma platit

Uz, Nen = (6, Ui N, € Hyy A= (A,...,\,) €C™

Pocitajme:

n

(U, Ner = 3Nl ealw)m, = (& Neal@), = (& Y Aei(®)) .

=1

takze UsA = Y 1, Nie;i(z), pre A = (Aq,...,A,) € C". Chceme, ze U,U; = I =
UrU,:
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U;U$€ - U;((f: el(I))Hw s (67 en(I))Hx)

n

= Z(éaei(x))ﬂzei(:v) =¢ €€ H,

i=1

LU = U3 o)
_ ((ZAiei(@,el(x))Hx,...,(inei(;@),en(m))m)
_ <Z/\i(ei(x),el(x))Hx,...,Z)\i(ei(x)7en(x))Hx)

= (el Aallenl?) = Aty A = A, AeCn

Dalej si rozmyslime, %e U je prosté. Nech m # ne st prvky H [x,. Potom
urcite (w1, Uy, m) # (22, Ug,me) v pripade, Ze xy # xo. Nech teda ny,m2 € p~1(2)
pre nejaké x € X,,. Predpokladajme pre spor, ze U,n, = U,neo, t.j. pre kazdé
i=1,...,nje (n,e(x))y, = (n2,€;(x))y,. Pretoze e(x),...,e,(x) tvoria bazu
v H,, plati rovnost (n1,&)n, = (12,&)n, pre vietky prvky =z € H, a teda n; = 19,
¢o je potrebny spor.

K tomu, aby U bolo na treba ukazat, ze U, je na C", pre vsetky z € X,,. K
danému A = (A, ..., \,) € C" prvok definovany £ := 7" \e;() splia U,& = .
Kone¢ne U je spojité, pretoze U, su spojité vdaka spojitosti skalarneho sucinu,
a U™! je spojité, pretoze U, ! = UF a to je spojité z vlastnosti adjungovaného
opratoru.

Zostava nam rozobrat pripad, ked n = oo. Potrebujeme opét zkonstruovat
zobrazenia e, eq, . . . tak, ze pre kazdé x € X, je mnozina {e;(z), ea(x), e3(x), ...}
ortonormélnou bézou priestoru H,. Opét vezmime rezy ny,7s ... z Lemy 5.20 a
postupujme nasledujticou indukciou:

V prvom kroku definujme pre k; € N mnoziny

X i={r € Xoo : (V< k) (@) = 0)&(y () # 0)}.

Potom
Xoo = | J xib
k1eN
je dizjunktné zjednotenie borelovskych mnozin, pretoze rezy 7, s, . . . sit borelov-

ské. Takze pre x € X, ndjdeme jednoznacné k; € N také, ze x € Xofl}. Potom
zobrazenia definované vztahom
en(2) =g 11(z), n=1

st borelovské s vlastnostami (5.1), (5.2) a plati, Ze e;(x) # 0 pre kazdé x € X.
V druhom kroku definujeme mnoziny

Xkt — Lo e XM (VR <k 4+ 14 ko k> K +1)
(m(x) = 0) & (Mhy114kp41(7) # 0)}.
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Dostavame dizjunkny rozklad na borelovské mnoziny

Xifl} - U Xifl’k2}
ko €N

a zobrazenia upravené pomocou
en(T) = epip, (), n>2

st borelovské, spliaju (5.1), (5.2) a pre k = 1,2 je ex(z) # 0 pre kazdé x € X,
V (i + 1)-vom kroku predpokladajme, Ze méame borelovské zobrazenia eq, e, . . .
spliiajiice podmienky (5.1), (5.2) a pre kazdé k = 1,...,i plati ex(x) # 0. Mno-

ziny X3kt 5 teho kroku rozlozime dizjunktne opét na borelovské mnoziny

Xkt = fp e XMkt o (VE <4+t ki ti— Lk >k 4.+ k)
(Me(2) = 0) & (Mgt 4hsriv1 () # 0)}
a polozime
en(x) "= Cntkig (SC), n =i+ 17

kde k; 1 sme nasli k x také, ze x € X(;{fl’”"ki“}.
Nekone¢nou indukciou dostaneme borelovské zobrazenia ey, ey, . . . také, ze ey (x) #
0 pre kazdé k € N a maju vlastnosti (5.1),(5.2) a

H, =span{e;(x), es(x),...}, € X,
¢o sme presne potrebovali. Operator U, v tomto pripade definujeme

Uu,: H, — *
f = ((5,61(33))[{1,(5,62(33))[{1,..-).
Kedze e, ()7, je ortonormélna baza, Parsevalova rovnost Y o |[(€, en(2)) m, ||

€112 zaruci, Ze Uy€ lezi v €2, pre kazdé € € H,. Potom hladany izomorfizmus je
analogicky prvému pripadu definovany

U:Hlx. — Xox/?

§ = (2,U),

kde x € X, je opit také, ze £ € p~!(z). Dokaz, Ze sa jedna o izomorfizmus, je
obdobny kone¢nému pripadu. O]
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5.3 Meratelné systémy operatorov

Majme hilbertovsky zvizok H = {H, : * € X} a borelovské zobrazenie A :
H — H. Ak operatory A, := A |y, lezia v B(H,) pre kazdé 2 € X a spliaju
podmienku sup,¢y [|Az]] < oo, pisSeme A = {A, : * € X} a hovorime, ze A je
meratelny systém operdtorov. Poznamenajme, Ze mnozina vsetkych takychto ope-
ratorovych systémov tvori C*-algebru s jednotkou. My sa budeme podrobnejsie
zaoberat systémami UCP zobrazeni na separabilnom operatorovom systéme S.

Definicia 5.27. Nech H je hilbertovsky zvézok s prislusnym zobrazenim p :
H — X. Systémom UCP zobrazeni na S budeme rozumiet mnozinu ¢ = {¢, :
x € X} UCP zobrazeni ¢, : S — B(H,) takych, ze pre kazdu dvojicu borelov-
skych rezov &, pre p a vietky s € S je

r€ X (¢x(3>§(m)777(x))1{ eC

x

borelovska funkcia na X.
Dalej zavedieme znacenie:

UCP(S,B(H,)) = {¢:S— B(H,): ¢ je UCP},
UCP(X,S,B(H)) = {(x,0):x€ X,6eUCP(S,B(H.))}.

Tvrdenie 5.28. Na mnozine UCP(X,S,B(H)) sa dd zaviest Struktira Standard-
ného borelovského priestoru tak, Ze projekcia

p:UCP(X,S,B(H) — X
(r,¢) —

je borelovské zobrazenie.

V Dokaze budeme potrebovat nasledujtucu vlastnost kovergencie v slabej opera-
torovej topologii:

Lema 5.29. Nech K je Hilbertov priestor a n € N. Nech su pre kaZdé i,j =
1,...,n dané postupnosti operdtorov {T}p>, v B(K) také, Ze postupnost {T};}
konverguje vo WOT k operdtoru T;; € B(K) pre k — oo, i,7 = 1...,n. Potom
matica (T;5)i; € My (B(K)) = B(K"™) WOT-konverguje k matici (T;;);;.

Doékaz. Pre x = (xq,...,2,) € K" ay = (y1,...,ys) € K™ méame

Z?:l lejxj Y1
((Tk)”:v Y)rn = : . Z Z %ayz
i=1 =

z] 1 yTL Kn
k—>oo
= Z(T T, Yi) K Z (T yi)x = ... = ((Tij)ijz, y) kn
i,7=1 i,7=1
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Doékaz Tvrdenia 5.28. V prvom kroku predpokladajme, ze pre kazdé x € X je
H, = K pre nejaky separabilny Hilbertov priestor K. To znamena, Ze
UCP(S,B(H,)) =UCP(S,B(K)), pre vsetky = € X ateda UCP(X,S,B(H)) =
X x UCP(S,B(K)). Na UCP(S,B(K)) uvazujme BW-topolégiu zdedent z
B(S,K) (vid Definicia 4.5). 'V tejto topologii je UCP(S,B(K)) metrizova-
telny, pretoze UCP zobrazenia st tplne kontraktivne (Tvrdenie 1.47) a teda
UCP(S,B(K)) C By(S,K), ¢o je BW-metrizovatelna mnozina (vid Tvrdenie
4.18).

Dalej ukazeme, 7e U CP(S,B(K)) je BW-kompaktny. Opét vyuzijeme znalosti zo
4 kapitoly. A sice, ze B;(S, K) je kompaktna v BW (Tvrdenie 4.17), takze staci
ukazat, ze UCP(S,B(K)) je jej BW-uzavreta podmnozina. Uz méame metrizova-
telnost, uvazujme teda postupnost* {¢*12°, v UCP(S, B(K)) BW-konvergujtcu
k ¢. Potrebujeme ukazat, ze ¢ lezi v UCP(S,B(K)). Podla definicie BW-
topologie teda vieme, Ze pre kazdé s € S plati

(¢"(8)z,9)k — (o(s)x,y)K, Kk — o0, z,y € K.

Odtial ihned dostavame, Ze ¢ zachovava jednotku, totiz
(¢(e)z,y)x = lim (¢"(e)z,y)x = (x,y), =,y €K
a je pozitivne, pretoze pre kazdé s > 0 je
(¢(s)z,y)x = lim (¢"(s)z,y)x 20, z€K.

Pre dokaz tuplnej pozitivity volme n € N a pozitivnu maticu (s;;) € M,(5).
Potom s pouzitim Lemy 5.29 mdZzeme pre x € K" pisat

(Dn((si)ig)T, ®)en = ((9(845))ijT, T) ke ZJLIEO((¢k(Sij))ijxa$)K"

= ,}i_{go@ﬁ((sij)ij)%w)ffn 20

a teda ¢ je UCP zobrazenie z S do B(K), ¢o sme potrebovali.
Takze méame, ze UCP(S, B(K)) je metrizovatelny kompakt, ¢ize je izomorfny bo-
relovskej podmnozine separabilného tiplného metrického priestoru. To znamené,
ze UCP(X,S,B(H)) = X x UCP(S,B(K)) je su¢in standardnych borelovskych
priestorov a teda je to Standardny borelovsky priestor s prislusnym zobrazenim
p: X x UCP(S,B(K)) — X, pre ktoré je p~*(z) = K. Takémuto zvizku
hovorime trividlny zvdzok.

V druhom kroku majme pripad vSeobecného zvizku UCP(X, S, B(H)) s pri-
slusnym zobrazenim p : UCP(X,S,B(H)) — X. Podla Tvrdenia 5.26 je res-
tringovany zvéizok H [y, izomorfny zvizku X, x C" pre n € N, respektive zvizku

*Vynimocne indexujeme postupnost hornym indexom, pretoze dolny index zobrazenia ¢ je
pouzity pre troviiové zobrazenie ¢, : M, (S) — B(H,).



KAPITOLA 5. REZY A SYSTEMY UCP ZOBRAZENI 60

X, x 2 pre n = oo (v zmysle Definicie 5.22). Odtial dostavame izomorfizmy zviz-
kov

UCP(X,,S,B(H |x,)) = UCP(X,,S,B(X,xC"), neN,
UCP(X.,S,B(H x..))) = UCP(X,S,B(X, x ?)).
Ale na pravej strane uz mame pripad z prvého kroku, takze dostavame, ze pre

kazdé n € N U {oo} je zvizok UCP(X,,S,B(H [x,)) izomorfny trividlnemu
zvazku, konkrétne

UCP(X,,S,B(H |x,)) = X,xUCP(S,B(C"), neN,
UCP(Xu,S,B(H x.)) = Xo xUCP(S,B(f?)).

Dalej pretoze priestor X je dizjunktnym zjednotenim mnozin X,,, moézeme zvi-
zok UCP(X,S,B(H)) pisat opit ako spocitatelné dizjunktné zjednotenie tychto
trividlnych zvéazkov:

UCP(X,S,B(H)) = G UCP(X,,S,B(H |x,))
= (X X UOP(S,B(W)); U U (X, x UCP(S,B(C")). (5.3)

neN

Na tychto zvizkoch sme borelovskt struktiru zaviedli v prvom kroku, takze
UCP(X,S,B(H)) je dizjunktnym zjednotenim Standardnych borelovskych pries-
torov a teda je to Standardny borelovsky priestor. O

Pozorovanie 5.30. Nech je dané zobrazenie x € X — A, € B(K), kde A,
je samoadjungovany operdtor na Hilbertovom priestore K. Potom nasledujice
podmienky su ekvivalentné:

(1) Pre kazdé &,n € K je funkcia x € X — (A€, n) € C borelovskd.

(1i) Pre kaZdé borelovské zobrazenia £,m : X — K je funkcia v € X —
(Az&(x),n(z)) borelovskd.

Dékaz. Tvrdenie (ii) zrejme implikuje (i), takZe potrebujeme ukazat, ze (i) im-
plikuje (ii). Nech {ey,es,...} je ortonormalna baza priestoru K. Potom

[e.9]

(Ack(x),n(x)) = Y (Ak(), en)(ens ()

n=1
(o]

= ) (&), Aen)(en, ()

n=1
[eS)

= Z (£(x), em)(em; Azen)(en, n(x)),

m,n=1

a podla predpokladu st &, n borelovské a z (ii) je x — (e, Aze,) tiez borelovska,
takze aj z — (Az&(x),n(x)) je borelovska funkcia. O
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Pozndmka 5.31 (Meratelnost rezov). Uvazujme Hilbertovsky zviazok H = {H, :
r € X} a systém UCP zobrazeni ¢ = {¢, : © € X}. Potom zobrazenie ® :
r e X — (x,¢,) € UCP(X,S,B(H)) je rez pre zvazok UCP(X,S,B(H)) s

prislusnym borelovskym zobrazenim

p:UCP(X,S,B(H)) — X
(x,¢) +— .

Ukézeme, ze meratelnost systému ¢ = {¢, : © € X} dana Definiciou 5.27 je
ekvivalentna meratelnosti rezu ®.

Najskor si situdciu mierne zjednodusime, totiz vdaka dizjunktnému rozkladu
zvizku UCP(X,S,B(H)) na trividlne zvizky (vid vztah (5.3)) mozme bez 0j-
my na vSeobecnosti miesto UCP(X, S, B(H)) uvazovat trividlny zviazok X x
UCP(S,B(K)), kde K je separabilny Hilbertov priestor. Dalej definujme zo-
brazenie

&:X — UCP(S,B(K))

T o Qg

Potom zrejme ® je borelovské prave vtedy, ked @ je borelovské. Budeme te-
da skiumat meratelnost zobrazenia ®. Na UCP(S, B(K)) mame BW-topologiu
zdedent z B (S, B(K)), tzn. topologiu projektivne generovant systémom pse-
udonoriem P = {p : ¢ € B(K) — |[(p(5)¢,n)k| : s € S,&,n € K}. Naviac uz
vieme, ze UCP(S, B(K)) je metrizovatelny kompakt v BW (vid dékaz Tvrdenia
5.28), takze systém pseudonoriem generujici BW topologiu tohto priestoru mo-
7eme brat spocitatelny. Borelovskost zobrazenia ® v tejto topologii znamené, Ze
funkcia po® : X — R je borelovska, pre kazdu pseudonormu p € P, tj. Ze st
borelovské funkcie

r€X i (gu(s)6nk  sES, {neK. (5.4)

Na druht stranu, meratelnost systému ¢ = {¢, : = € X} podla Definicie 5.27
znamena, ze pre kazdé s € S a pre kazda dvojicu rezov £, : X — H je funkcia

z € X = (¢u(s)€(x), n(2))

borelovska. Této podmienka zrejme implikuje podmienku (5.4), zaujima nés teda
obratend implikacia. Pre kazdé x € X existuju samoadjungované zobrazenia

L g2 S — B(H,) take, ze
G2(s) = du(s) +igi(s), seS.

Konkrétne, stadf polorit 61(s) = 2(6.(5) + 6()") a 62(s) = &(6(s) — 6.(5)"),
s € S. Potom ¢, ¢? st urcite opiat UCP zobrazenia a podla predchadzajuceho
Pozorovania 5.30 st uvazované dve definicie meratelnosti pre zobrazenia x €
X +— ¢, j = 1,2, ekvivalentné. PretoZe stucet i nasobenie skaldrom s borelovské
operécie, su tieto definicie ekvivalentné i pre zobrazenia ¢, pre kazdé z € X.
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5.4 Dilatacie systémov UCP zobrazeni a ich rezy

Mame standardny borelovsky zvézok separabilnych Hilbertovych priestorov H =
{H, : x € X} a systém UCP zobrazeni ¢ = {¢, : S — B(H,) : v € X} na
separabilnom operatorovom systéme S.

Definicia 5.32. Dilataciou systému ¢ rozumieme systém ¢ = {1, : x € X} UCP
zobrazeni 1, : S — B(H, @ (?) takych, Ze pre kazdé s € S, v € X a {,n € H,
plati

(¥a(s),m) = (¢a(s)€, M)
Takze dilatacia systému ¢ Zije na zvizku K = {K, : x € X} separabilnych
Hilbertovych priestorov K, = H, @& (%, © € X. Dalej pre z € X definujme
mnozinu

D, ={¢ € UCP(S, B(H, & () : (¥(s)€,n) = (d:(s)§,n), s € S,§,n € Hy}

a potom
D={(z,¥):x€ X,v € D,} CUCP(X,S,B(H® (?)).

Takto definovanéa D tvori tzv. dilataény zvdzok s projekciou p : (x,v¢) € D +— x €
X. Borelovsku struktiru zdedi z UCP(X, S, B(H &(?)), vdaka tomu je projekcia
p borelovska.

Pozndmka 5.33. Prvky mnoziny D, st teda prave vsetky dilatacie ¢ : S —
B(H, & (%) zobrazenia ¢,. Totiz pre ¢ € D, je podla definicie (¢(s)&,n) g, me =
(¢r<8)§’n)Hx7 s € Sa 577] € HCE Potom méame

(Pr,(s) 11,8 mm, = (W(8)E, Pu,m) mee = V()6 M) mee = (02(5)§,1) 5,

pre kazdé £,n € H, a teda Py 1Y(s) [g,= ¢.(s) pre kazdé s € S. Rovnako
dostaneme opacni implikaciu, prehddzanim poradia rovnosti.

Lema 5.34. D je borelovskd podmnozina v UCP(X,S,B(H @ (?)), takZe je to
Standardny borelovsky priestor.

Dékaz. Pre x € X oznacme P, projekciu H, @ ¢* na H, a definujme kompresiu
Y. : UCP(S,B(H, ® (*)) — UCP(S,B(H,))
Y(¥)(s) = Pub(s) lm,, s€S.

Potom =, je borelovské zobrazenie. K tomu podla definicie BW topologie na
UCP(S,B(H,)) potrebujeme overit, ze funkcia

p € UCP(S,B(H, & (%)) = (Pop(s) 11, & n)m, (5.5)

je borelovska pre kazdé £,n € H, akazdé s € S (vysvetlenie je analogické postupu,
ktory viedol k (5.4)). Ale pretoze {,n € H,, dostavame spolu s vlastnostami
projekcie

(Poo(s) T, &) m, = (0(8)(Pe), Pen) vyaer = (0(8)E, 1) 002
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Ale z definicie BW topologie na UC P(S, B(H,®¢?)) je funckia ¢ € UCP(S, B(H,®
?)) = (¢(5)€,m) e borelovska a teda je borelovska i funkcia (5.5).
Dalej definujme zobrazenie

~:UCP(X,S,B(H®?)) — UCP(X,S,B(H))
(z,9) =  (z,7%(@).

Potom zobrazenie ~y je borelovské vd aka meratelnosti zobrazeni +,. V8imnime si,
ze mnozinu D mdzeme tiez charakterizovat pomocou zobrazenia v takto:

D = {(z,v) €e UCP(X,S,B(H, ® (*)) : y(x,9) = (z,¢)}.

Podmienka v(z,v) = (z,¢,) je totiz podla definicie zobrazenia v ekvivalentna
tomu, ze v,(¢) = ¢, tzn. Ze pre kazdé s € S je Pop(s) [u,= ¢.(s). A to je
ekvivalentné tomu, Ze pre kazda dvojicu £, € H, je (¥(s)&,n) = (¢(5),n).
Takze D = v Y(UCP(X,S,B(H))) a teda je vzorom $tandardného borelovského
priestoru pri borelovskom zobrazeni v, ¢o je borelovska mnozina
vUCP(X,S,B(H ® (?)).

O

Pozndmka 5.35. Pre x € X je mnozina D, = p '(z) konvexnd a uzavreta v
UCP(S,B(H, @ (%)). Uzavretost plynie so spojitosti skalarneho stu¢inu a konve-
xita sa overi priamo z definicie:

Nech ¢,99 € D,, a € (0,1). Pre kazdé s € S a kazdu dvojicu §,n € H, mame z
linearity skalarneho stac¢inu v prvej zlozke rovnost

(et +(1=a)ia)(s)8,n) ;. = o (Yi(s)€, m)n, +(1=0) (¥2(5)8, M), = (62(5),n)m. ,
S———— —
(b (5)€:m) Hy (P2 ()&M) b,

takze konvexna kombinacia atpy + (1 — )by lezi v D,.

Tvrdenie 5.36. Majme dané s € S a borelovsky rez £ pre zvizok H = {H, : x €
X}. Potom pre x € X plati, Ze ¢, je mazximdlne na (s,£(x)) prave vtedy, ked
kazdé o € D, splna nerovnost

[ (s)E(@)[| < [|u(s)E(@)]-

Dékaz. Predpokladajme, Ze ¢, je maximalne na (s,£(z)), t.j. podla definicie plati
pre kazdu jeho dilataciu ¢ = ¢, rovnost ¥(s)&(z) = ¢o(s)E(z). Specidlne plati
tato rovnost pre vetky ¢ € D,, pretoze zjavne zobrazenia z D, su dilataciami
pre ¢, takze plati dokonca [|i(s)§(2)[| = [[¢x(s)€(@)]-

Na druhu stranu, nech ||1(s)&(2)]] < ||¢(s)&(x)|| pre ¢ prebiehajuce D,. Vol-
me w dilataciu zobrazenia ¢,, w: S — B(K), K O H,. Na zéklade Poznamky
3.12 existuju UCP zobrazenia wy, A, pricom wy : S — B(K)) je dilatacia ¢, na
separabilnom Hilbertovom priestore Ky, H, C Ky C K, 7¢e w = wg ® A. Vda-
ka separabilite ma K spoc¢itatelni ortonormalnu bazu a z Riesz-Fisherovej vety
existuje izometricky izomorfizmus medzi Ky a H, ® (2, resp. Ky a H, ® CF - v
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pripade, Ze rozdiel Ky © H, ma konec¢ni dimenziu k£ € N. Formalne, ak oznac¢ime
Ky doplnok H, v Ky, spominany izomorfizmus je zobrazenie

I H &Ky, — H,®(* (resp. H, & C")
&n) = (57{(77,61‘);60}@'),

kde {e;}2°, (resp. {e;}F_,) je ortonormalna baza priestoru K. Definujme zobra-
zenie wy, : S — B(H, ® (?) (resp. do B(H, ® C*)) vztahom wj(a) = Iwy(a)I*,
pre a € S. Potom w) = wy na H, a teda

Py,wj(a) [u,= Pu,wo(a) [n,= ¢.(a), a€S,

takze wy je opét dilataciou ¢,. Napokon uvazujme zobrazenie ¢ : S — B(H, &
(%) definované
L W6 K[) H ®€2
b= { wo®p  Ko=H,®Ch

kde p : S — B(£2SCF) je nejaké UCP zobrazenie - moéZme ho zostrojit napriklad
nasledovne: Vezmime Iubovolnu reprezentaciu = : S — B(G) na Hilbertovom
priestore G, to je UCP zobrazenie (Poznamka 1.35) a potom p definujeme ako
kompresiu 7 na podpriestor /2 © C*. Potom opit ¢ = ¢, a teda ¢ € D, (vid
Poznamka 5.33). Naviac, pretoze () je prvkom priestoru H, a Ko 2 H,, plati

lw)E@) = llwo(s)s(@)]l = 1T wp(s) D) ()]
< 1P llwo ()8 (@) = [l ()€ ()]

Pouzili sme, ze [ je izometria a teda || I*|| = ||| = 1 a je to identicky operator
na H,. Odtial dostavame

lw(s)8(@) = du(s)E(@)]* = [lw(s)é(x) — Pr,w(s)¢()]
= [w(s)§@)* = | Pr,w(s)s()]*
< es)e@)* = |1 Pr,w(s)8 (@)
= [¥)s@)I* = 6a(s)é()]1”
< 0

pretoze ¢ lezi v D, a teda podla predpokladu splia nerovnost [[1(s)é(z)|| <
|p(5)E(x)]|. TakZe mame rovnost w(s)é(x) = ¢.(s)E(x), ¢ize maximalitu zobra-
zenia ¢, na (s,£(x)).

[

Definicia 5.37. Nech p je pravdepodobnostna miera na X. Hovorime, Ze systém
UCP zobrazeni ¢ = {¢, : © € X} je mazimdlny p-skoro vsade, ak existuje
borelovskd mnozina N C X p-miery 0 tak, Ze ¢, je maximalne zobrazenie pre
vietky x € X \ N.

V dalsom budeme uvazovat stéle nasledujicu situaciv: ¢ = {¢, : © € X}
bude stale rovnaky systém UCP zobrazeni ako doteraz, 1 bude vzdy znacit prav-
depodobnostni mieru na X.
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Lema 5.38. Nech pre kazdé s € S a pre kaZdy borelovsky rez & : x € X — H,
ezistuje borelovskd podmnozina Ns¢ C X p-miery 0 tak, Ze pre vSetky x € X\ Ny ¢
plati nerovnost

[P(s)E(@) | < ll¢a(s)E(@)ll, ¢ € De.

Potom systém ¢ je maximdlny p-skoro vsade.

Dékaz. Oznaéme C spoéitatelnd husttt podmnozinu systému S. Dalej ozna¢me
D = {&,&, ...} postupnost borelovskych rezov pre zvizok H = {H, : x € X} z
Poznamky 5.19. Pre kazda dvojicu (s,£) € C x D néajdeme podla predpokladu
borelovsktt podmnozinu N, C X tak, ze u(Ns¢) = 0 a pre vietky z € X \ Ny
je [[Y(s)é(x)]| < ||o=(s)E(2)]], pre ¥ € D,. Polozme

N=J N

seC &eD

Potom pretoze tieto zjednotenia su spocitatelné, je u(N) = 0 a pre kazdé = €
X \ N mame

[¥()E(@) || < [|o2(s)E(x)]l, ¢ € Doy (5,6) € O x D.

Zo spojitosti normy a operatorov ¥(s), ¢, (s) dostavame pre kazdé xr € X \ N

lo(s)nll < llgu(s)nll, @ € Dyys € C=S,n€{&() &(2),...} = He

Teda pre kazdé x € X\ N je podla Tvrdenia 5.36 ¢, maximélne na S x H, a teda
na zaklade Pozndmky 3.18 je maximalne. TakZe systém ¢ je maximélny p-skoro
vSade. O

Veta 5.39. Nech systém ¢ nie je p-skoro vsade maximdalny. Potom existuje
s € S, borelovsky rez £ pre zvizok H = {H, : © € X}, borelovskd mnoZina
Xo C X kladnej p-miery a borelovskd funkcia gy : v € Xog — ¢, € D, tak, Ze

[92(s)E(@)|| > l[2(s)E(2)], 2 € Xo. (5.6)

Naviac, pre kazdé x € X je 1, netrividlnou dilatdciou ¢, t.7. ¢, sa nedd napisal
ako sucet ¢, ® N, pre Ziadne UCP zobrazenie \,.

Doékaz. 7 predpokladu, Ze systém ¢ nie je maximalny u-skoro vsade, podla Lemy
5.38 existuje s € S a borelovsky rez £ : x € X — {(z) € H, tak, Ze podmienka
|v(s)é(z)]] < [|o=(s)é(x)]|, ¥ € D,, nie je splnena pre x prebiehajuce nejaku
mnozinu kladnej pg-miery. To znamena, ze ak £ C X je borelovska podmnozina,
pre ktoru plati

Sup [0(s)s(@) < lga(s)s(@)l, @€ E,

potom pu(X \ E) > 0. Vezmime rezy 1y, 1s, ... pre zvazok H z Poznamky 5.21, tj.
borelovské rezy spliajice

{m(x),n(x),...} = Bu,, zeX.
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Pre k& € N definujme funkcie Fy : D — [0, 00) vztahom

Fi(w,1) = |(Y(s)€(x), me(2))m, |, (2, 4) € D.

Takto definované F}, s borelovské funkcie, pretoze podla Definicie 5.27 st zobra-
zenia @y, : & — (¢(5)€(x), me(x)) borelovské a podla definicie mnoziny D, je pre

w € Dz
(W (s)€(x), mk(x)) = (P (s)€(2), ()

a teda Fy(z,v) = |pr(x)| st borelovské, pre vsetky k € N.
Dalej plati, Ze funkcie Fy [(;}xp, s spojité, pre kazdé r € X a k € N, pretoze
st tam konstantné: pre pevné z € X a k € N méame

Fi(z, ) = [(¥()€(x), k()| = [(¢(s)(x), ()| = Fi(z, ¢z), ¢ € D

Dokézeme nasledujuci fakt: pre firované x € X je ¢, je maximdlne na (s,&(x))
prdave vtedy, ked plati nerovnost

Fi(z, ) < |loe(s)6(@)ll, ¢ € Dayk €N (5.7)

Nech je ¢, maximalne na (s,&(x)), potom podla Tvrdenia 5.36 plati pre kazdé
Y € D, nerovnost |[1(s)E(x)]| < ||¢=(s)(x)]|. Pre Tubovolné k € N a ¢ € D,

dostévame

Fi(, ) = [(@(s)€(), mk ()| < 1 (8)E@) [l (@) < Nl (s)E(2)]-

Pouzili sme Cauchy-Schwarzovu nerovnost a fakt, ze 1y (x) lezi v jednotkovej guli
priestoru H,.

Na druha stranu, predpokladajme, ze plati vztah (5.7). Opét podla Tvrdenia
5.36 staci ukazat, ze

[P(s)E(@) < lgu()E(@), ¢ € De.

Volme € > 0 a fixujme ¢ € D,. V pripade, ze [|1(s)é(x)]| = 0 mame pozadovant
nerovnost ihned, predpokladajme teda ||¢(s)é(x)| > 0. Potom zo spojitosti
skalarneho suc¢inu najdeme d-okolie Us bodu ¥ (s)¢(z) v H,, ze pre kazdé n € Us
je (¥(s)&(x),n)m, > 0. Dalej z hustoty {ni(z),n(x),...} v By, existuje ky € N
také, ze

[ = i < e
Potom
e~ 1), Mm@ = @] — l)e). ()]
~ | eI vlsle(e)) — (e)e(a) )
~ |t ey — o)

|
el ((s)¢())

IN

I,
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vdaka Cauchy-Schwarzovej nerovnosti a volby n,. Z tohto vypoc¢tu dostavame,
ze

[ (s)E (@)l = sup (Y (8)€(x), e ()] = sup Fi(2,9) < [l¢=(s)E ()],

kde poslednt nerovnost ziskame z predpokladu. Pretoze 1) € D, sme brali Tu-
bovolné, mame tuto nerovnost pre kazdé ¢ € D, a teda ¢, je maximélne na
(s,&(x)). Tym je dokonceny dokaz faktu.

V dalsom kroku definujme mnozinu

Dy = J{(x,v) € D: Fu(w,¢)) > [|$a(s)é ()|}

Tuato mnozinu mdzeme napisat ako zjednotenie borelovskych mnozin

D+ = U Fl;l((()? OO))
k=1

a teda je to borelovskd podmnozina v D, takze je to standardny borelovsky pries-
tor. Uvazujme projekciu p : (z,v) € D — x € X, potom p [p, je borelovska
funkcia. Ozna¢me X := p(D, ). Tato mnozina nemusi byt borelovska, ale podla
Vety 5.10 je absolttne meratelna, tzn. existuju borelovské podmnoziny E,, F),
priestoru X také , ze £, C X, C F, a u(F, \ E,) = 0. Vdaka dokézanej cha-
rakteristiky maximality ¢, pomocou vztahu (5.7) mézeme mnozinu X, prepisat
takto:
X, ={z € X : ¢, nie je maximalne na (s,{(x))}.

Pretoze F,, O X, urcite st zobrazenia ¢, maximalne na (s,{(x)) pre x € X \ F,.
Odtial podla volby s a ¢ musi mat mnozina F), kladnd p-mieru. TakZe méame
w(E,) = u(F,) > 0. Polozme

Dy :={(z,¢) € Dy :x € E,}.

MnozZiny E,, a Dy st ako borelovské podmnoziny Standardnych borelovskych
priestorov (X resp. UCP(X,S,B(H, @ ¢?))) standardnymi borelovskymi pries-
tormi a projekcia ¢ : (z,¢) € Dy — x € E, je borelovské zobrazenie na E,,.
Takze podla Vety 5.11 existuje borelovskd mnozina N C E,, u(N) = 0, a bo-
relovské zobrazenie g : x € E, \ N — (z,v,) € Dy, ktoré je rezom pre ¢, t.j.
qog = idg, n. Potom mnozina Xy := E, \ N je hladana borelovskd mnozina
kladnej p-miery a zobrazenie x € X — 1, je hladané borelovské zobrazenie gq
splhajtce (5.6).

Zostava ukazat, ze pre kazdé x € X je ¥, netrivialnou dilataciou ¢,. To, Ze je
to dilatacia je jasné, pretoze 1), je z D,. Volme pevné x € Xj a predpokladajme,
ze je tato dilatacia trivialna, teda Ze existuje nejaké UCP zobrazenie A\, : S —
B((?), pre ktoré 1, = ¢, ® \,. Potom pre s € S mame

[92(5)§(2) || = |f2(s) Pr, §(x) +Aa(s) Pré(@) || = |d2(5)€()],
—— ——
() {0}
pretoze £(s) € H,, a to je spor. ]



Kapitola 6

Rozklad zobrazeni s vlastnostou
jednoznac¢ného rozsirenia

6.1 Direktny integral

V tejto sekcii zavedieme pojem direktného integralu a strucne zhrnieme potrebné
znalosti. Zameriame sa na nasu situédciu a v nej vyslovime ideu konstrukcie tohoto
objektu. Pre podrobné vysledky vo vSeobecnejsom kontexte vid [14, sekcia V.8,
pripadne |7, sekcia 14.1].

Definicia 6.1. Nech X je standardny borelovsky priestor, i je zaplnenie bore-
lovskej miery na X a {H,},cx je systém separabilnych Hilbertovych priestorov.
Hilbertov priestor

0= /X ) Hydp(p)

nazveme direktny integrdl {H, : p € X}, ak pre kazdé » € H existuje funkcia
p € X — z(p) € H, tak, ze plati:

(i) Pre kazdu dvojicu x,y € H je funkcia p € X — (z(p),y(p))n,
p-integrovatelna a

(:L",y)H=/X(93(p)7y(p))deu(p)-

(ii) Nech pre kazdé p € X mame prvok u, € H, a nech funkcia p € X
(up,y(p))m, je p-integrovatelna, pre kazdé y € H. Potom existuje u € H
také, ze u(p) = u, pre p-skoro vietky p € X.

Potom hovorime, Ze ff? H,du(p) je rozklad priestoru H a funkcia p — x(p) je
rozklad prvku x.

My budeme potrebovat vediet spravit direktny integral Hilbertovych priesto-
rov tvoriacich Standardny hilbertovky zvézok. Pre tento Specidlny systém pries-
torov budu podmienky Definicie 6.1 splnené vdaka existencii borelovskych rezov

68
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£1,&s, ... z Definicie 5.13. Pre predstavu, vezme sa mnozina

M={e H H,:x v (&(z),&(x)) g, je p-meratelna pre kazdé n € N}

zeX

a Hilbertov priestor H bude potom mnozina tych & € M, pre ktoré plati

1= (/. ||5<x>||2du<x>)"l’ < oo.

Potom H je linearny priestor s operaciami definovanymi prirodzene na jednotli-
vych stradniciach. Skalarny sti¢in je definovany pomocou

(€ ma = /X (@) (@) mdu(e),  EneH.

Napokon stotoznime vektory &, n € H vtedy, ked £(z) = n(x) pre u-skoro vietky
r € X. O tom, ze uvedeny postup je korektny sa podrobne pise v [14, str.
269-272|. Pre hilbertovské zvizky dostavame nasledujtice tvrdenie:

Veta 6.2. Nech X je standardny borelovky priestor s pravdepodobnostnou mierou
pai{H, :x € X} je hilbertovsky zvizok. Potom existuje Hilbertov priestor H,
ktory je direktngm integrdlom Hilbertovijch priestorov H,, v € X.

Ak pre kazdé z € X mame operator T, € B(H,), zavedieme znacenie T' =
fj? T.du(z) pre operator T € B(H) definovany

®
16)i= [ Te@ine),  €e
X
Koneéne, ak mame systém UCP zobrazeni {¢, : S — B(H,) : v € X}, di-
rektnym integralom | f; ¢.dp(z) budeme rozumiet zobrazenie ¢ : S — B(H)
definované

6(s) = /X69 bu(s)du(z),  s€S.

6.2 Potrebny vysledok

Uvazujeme opat separabilny operédtorovy systém S. Ako motivaciu k hlavnému
vysledku tejto kapitoly si najskor rozmyslime jednoduchsiu situaciu:

Pozorovanie 6.3. Nech H je Hilbertov priestor a ¢ : S — B(H) je UCP
zobrazenie, ktoré md vlastnost jednoznacného rozsirenia. Nech ¢ = ©1 & @o je
nejaky rozklad zobrazenia ¢ na sucet UCP zobrazeni. Potom zobrazenia 1, o
maji tieZ vlastnost jednoznacného rozsirenia.
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Dokaz. Podla charakteristiky zobrazeni s vlastnostou jednozna¢ného rozsirenia
z Tvrdenia 3.13 je zobrazenie ¢ maximalne a sta¢i nam ukazat, Ze i @1, @2 st
maximalne. Uvazujme teda ¢; Iubovolnu dilatéciu pre ;. Potom zobrazenie
P1 D @y je zrejme dilataciou pre ¢ a teda z maximality ¢ musi byt trividlna. To
znamenad, ze existuje UCP zobrazenie A, pre ktoré plati

P1PPa=pB A= 1 B s DA

Takze 1 = 1 @ A je trividlna dilatacia, ¢o sme potrebovali pre maximalitu ¢;.
7 analogického dévodu je maximélne 5. n

Veta 6.4. Nech (X, u) je Standardny borelovsky pravdepodobnostny priestor, { H,
x € X} je Standardny zvdzok separabilngch Hilbertovych priestorov a ¢ = {¢, :
x € X} je systém UCP zobrazeni ¢, : S — B(H,), © € X. Oznacme H direkiny
integrdl

H= /X " Hdu(o)

Dalej predpokladajme, Ze zobrazenie ¢ : S — B(H) definované ako

o(s) = /X bu(s)du(z), s€S

ma vlastnost jednoznacného rozsirenia. Potom existuje borelovskd mnoZina N C
X p-miery 0 tak, Ze pre kazdé x € X \ N md zobrazenie ¢, vlastnost jednoznac-
ného rozsirenia.

Dékaz. Budeme postupovat sporom. Nech teda ¢ mé vlastnost jednoznac¢ného
roz8irenia, ale neexistuje takd mnozina N C X, u(N) = 0, aby ¢, mali vlastnost
jednozna¢ného rozsirenia pre x € X \ N. Podla Tvrdenia 3.13 a Definicie 5.37
to znamena, Ze systém {¢, : © € X} nie je maximalny p-skoro vSade. Takze z
Vety 5.39 méame borelovskit mnozinu Xy C X kladnej p-miery a borelovsky rez
VY :x € Xg— ), € UCP(S,B(H, @ %)), ktory je dilatdciou systému {¢, : = €
Xo}- f)alej vieme, ze pre kazdé x € X je 1, netrivialnou dilataciou pre ¢,.
Definujme zvizok {K, : x € X} takto

Km::{Hx@ZZ, QZ'EXO

H,, re X\ Xo
a meratelny systém {@, : S — B(K,) : = € X} takto

qu{q/J:L‘? ':EEXO
v ¢z> IEGX\X[)

Systém {ng :x € X} je zrejme dilatéciou systému {¢, : © € X}. Dalej polozme

®
K::/ K.du(x),
X
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potom zobrazenie definované P := ffg P.du(x), kde P, je projekcia K, na H,, je
zrejme projekcia K — H. Zobrazenie ¢ : S — B(K) definované

O(s) = /X69 bo(s)du(z), se s

je dilataciou pre ¢: K tomu volme s € S a pocitajme
§ ® 3 o
Pats) = ([ P) 306) gy [ Po6ulo) . dua) = o).

Predpokladame, Ze ¢ ma vlastnost jednozna¢ného rozsirenia, takze je maximélne
(Tvrdenie 3.13). To znamen4, Ze existuje UCP zobrazenie ¢ tak, Ze ¢ = ¢ @ .
Potom pre s € S a x € K méme

Po(s)r = P(o(s) + ¢(s))r = (P ¢

B

—~

s)

H

{

+ Pp(s))x = ¢(s)Px = ¢(s) Pz,
{0}

m

—~
~

takze Po(s) = ¢(s)P pre kazdé s € S. Oznacme {a, : n € N} spocitatelna husta
podmnozinu v S, potom &pecidlne Po(a,) = ¢(a,)P pre kazdé n € N. Ukazeme,
ze potom plati nasledujuci fakt: Ezistuje borelovskd podmnozina N C X nulovej
p-miery tak, Ze pre kazdé x € X \ N plati quﬁ;(an) = qu(an)Pm.

K tomu uvazujme operator T}, := P¢(a,) — ¢(a,)P. To je nulovy operator na
K, takze pre kazda dvojicu y, z € K je (T,y, z)k = 0. Podla definicie direktného
integralu je

(&)
(Toy.2) = /X (Tuy)(@), (x))du(z), 4.z € K. (6.1)

Ozna¢me {&1,&s, ...} borelovské rezy z definicie Standardného Hilbertovského
zvizku K, tzn. 7ze splhaji

K, ={60@).6@),. .}, r€X

apre x € X an € N definujme operator

Tn,x = acqgac(an) - ggx(an)Pa:

Potom pre z € X je priamo z definicie prislusnych zobrazeni (7,,&x)(z) = T, &k (),
pre kazdé k € N. Dosadenim y = & a z = T,& do (6.1) dostavame pre kazdé
n,k € N

2

(&)
0 = (Tue Toli)xc = / (T (), Ty (2))dpa(r) = /X | Toiis(@) [P dpz).

X
kde & v skalarnom stcine priestoru K chapeme ako ten prvok z K, ktory méa
rozklad x € X — &(x). Odtial pre kazdé n, k € N existuje mnozina N, C X,
w(Np i) = 0, taka, ze pre vietky x € X \ N, je 1), .&(x) = 0. Pre kazdé n € N
polozme N,, := UkeN N, . Potom toto spocitatelné zjednotenie ma tiez nulovi
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p-mieru a pretoze {&(z),&(x) ...} je hustou podmnozinou v K, je zo spojitosti
pre pevné n € N operator T, , nulovy pre kazdé = € X \ N,,. Napokon uvazujme
mnozinu N := |, . Nn. Potom p(N) = 0 a plati

Th.=0, z€X\N, nelN

Podla definicie operatorov T,,, a vdaka hustote {a, : n € N} v S dostavame
pozadované

Pru(s) = 6u(s)Py, s€S, x€X\N,
Tym je dokonceny dokaz faktu.

f)alej, pretoze podla definicie zobrazeni gzgx je gb; = ¢, pre z € Xy, mame
podla predchadzajuceho kroku pre s € S

Potha(s) = Yu(s)Pey € Xo \ N. (6.2)

Poznamenjame, Ze mnozina Xy ma kladna pg-mieru a teda aj u(Xo\ N) > 0, takze
Xo \ N je neprazdna mnozina. K dokonceniu dokazu nam teda stac¢i ukazat, ze
pre kazdé x € Xy \ N vieme najst UCP zobrazenie ), : S — B(I?) splhajice
Yy = ¢ B Ao To bude v spore s tym, ze 1, je netrivialnou dilataciou ¢, pre
vsetky = € Xj.

Potrebujeme si teda rozmysliet, Ze pre s € S a pevné x € X, \ IV operator 1,(s)
zobrazuje prvky z H, do H, a prvky [ do [2. Fixujme z € X, \ N a volme
z€ K,=H,®I* Piime z = 2z; ® 29, kde 21 € H, a 2, € [*. Potom vdaka (6.2)
dostavame

Ve(s)z1 = U(s)Prz = Puipy(8)z € Hy,
takze v, (s)H, C H,. Podobne

Px¢z(8)22 = 77[}33(8)&’2-2/ = 07

0

odkial mame druhi inklaziu 1, (s)l? C 2.



Kapitola 7

Existencia hraniénych reprezentacii
pre separabilné operatorové
systémy

Vratme sa spét k hlavnej problematike tejto prace, tj. k problému (2.4) sformu-
lovanému v sekeii 2.2. Existnecia Silovho idealu a hrani¢nych reprezentacii pre
vSeobecny operatorovy systém zostava stéle otvorenym problémom. Pomocou
nastrojov vybudovanych v predoslych kapitolach sme uz schopni nac¢trnut dokaz
pre separabilny operéatorovy systém S, ktory publikoval William Arveson v roku
2007 v ¢lanku [4].

Ak chceme dokazat, ze pre S plati vyrok (2.4), podla Vety 2.14 staci vediet,
ze S je pripustny podpriestor v C*-algebre C*(.S), ¢o je podla Tvrdenia 2.12 prave
vtedy, ked systém S mé dostatoéne mnoho hrani¢nych reprezentacii.

Veta 7.1. Kazdy separabilng operdtorovy systém S C C*(S) = A md dostatocne
mmnoho hranicnijch reprezentdcii.

7.1 Co budeme potrebovat

Definicia 7.2. Mnozina A C B(H) sa nazyva von Neumannova algebra, ak je to
C*-algebra a plati A” = A.

Tvrdenie 7.3. Nech M C B(H) je von Neumannova algebra a H je separabilng
Hilbertov priestor. Potom existuje separabilnd C*-algebra A tak, Ze A je WOT-
hustd v M.

Toto Tvrdenie s kompletnym doékazom je v [3, Proposition 1.2.3]. Nasledujtca
veta je vzana z |5, Theorem I1.2, (iii) = (iv)].

Veta 7.4. Nech p:C(X) — B(H) je reprezentdicia C*-algebry C(X) na separa-
bilnom Hilbertovom priestore Ha nech p(C(X))" je maximdlna abelovskd v B(H).
Potom existuje miera i € MY (X) tak, Ze

p(C(X))" = L*(X, p).

73
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Zhrnieme niekol’ko vysledkov, ktoré sa nam budu hodit. Cel4 nasledujica pasaz
je podla [3, sekcia 4.2].

UvaZzujme meratelny priestor (X, pu), u(X) < oo, a nech K je separabilny
Hilbertov priestor. Ozna¢me L*(X, u, K') mnozinu vietkych zobrazeni £ : X —
K takych, ze pre kazdé u € K je funkcia x € X — (£(x),u)x borelovska a plati

HﬁHQ:/XHg(x)H?du(x) < 5.

Dalej ozna¢me

B(X):={f: X —C: su£|f(x)| < oo}
Te
Pre pevné f € B(X) definujme operator Ly na L*(X, u, K) vztahom

(Lfg)(x) = f([L’)f((E), reX, 5€L2<X>/L>K)'

Potom Ly nazyvame diagonalny operator a mnozina Z := {L; : f € B(X)} tvori
komutativnu C*-algebru s jednotkou.
Zobrazenie F': X — B(K) nazyvame borelovské, ak je borelovska funkcia

re X (F(x)u,v)k, u,v € K.
Definujme

B(X,K):={F: X — B(K) borelovska, sup ||F(z)| < oo}, (7.1)
reX

potom B(X, K) je C*-algebra s jednotkou. Pre pevné F' € B(X, K) definujme
operdtor Ly na L*(X, u, K) nasledovne:

(Le€)(@) = F@)e(),  weX, €el(X,nK). (7.2)

Potom F +— Lp je reprezentacia B(X, K) na Hilbertov priestor L*(X, u, K).
Naviac, pre kazdé F € B(X,K) a kazdé T € Z plati, ze LT = TLr a teda
(Lp:FeB(X,K)} C 2.

Veta 7.5 (Theorem 4.2.1). Pre kazdé T € Z' existuje F € B(X,K) tak, Ze
T=F alF(x)| <||T| pre kazdé x € X.

Dosledok 7.6. F' — Lp je *-homomorfizmus B(X, K) na Z'.

Doésledok 7.7. Nech A je separabilng C*-subalgebra v Z'. Potom existuje izo-
metricky *-homomorfizmus m : A — B(X, K) tak, Ze

Ln(T) =T, T e A.
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7.2 Postup dokazu Vety 7.1

Potrebujeme najst mnozinu hrani¢nych reprezentacii {o, : x € A} splhajtcu pre
kazdé n € N rovnost (2.5), tj.

1) llaena) = sup fl(owaig) sy, V@) € MalS).

Uvazujme systém S rovno ako podmnozinu B(Hy) pre separabilny Hilbertov pries-
tor Hy. Pouzitim Vety 3.21 pre zobrazenie ¢y = idg ziskame UCP zobrazenie
¢ : S — B(H), kde H je separabilny Hilbertov priestor, ktoré ma vlastnost
jednoznacného rozsirenia a plati

Prop(s) Tn,=id(s) = s, Vs €S

Potom ¢ je izomorfizmus S na ¢(S) C B(H).
Ozna¢me M maximélnu abelovu von Neumannovu subalgebru komutantu
©(S)". Podla Tvrdenia 7.3 existuje separabilna C*-algebra A obsahujuca jednotku

I € B(H) taka, ze AT — M. Potom A oddeluje body H, pretoze obsahuje
identicky operator a teda pre rozne &;,& € H je zrejme & # [&. Podla vety o

bikomutante dostavame rovnost

AV — (7.3)
Pretoze M je komutativna von Neumannova algebra, je aj C*-algebra A komu-
tativna a teda z Gelfandovej reprezentacie je izomorfna s C(X), kde X je vhodny
kompaktny Hausdorffov priestor. Vdaka volbe M a A a rovnosti (7.3) st splnené
predpoklady Vety 7.4 a teda existuje miera p € M'(X) tak, ze M = L>®(X, p).
Da4 sa ukazat nasledujuce fakty*: Existuje hilbertovsky zvézok {H, : © € X} tak,
e

H = /:9 H,du(x)

a C*-algebra B := C*(¢(S) U A) je separabilnd a husta v .M’ vo WOT i SOT
topologii.

Uvazujme pripad trividlneho zvézku, teda H, = K pre kazdé = € X. Podla
Dosledku 7.7 existuje izometricky *-izomorfizmus 7w : B — BX, K tak, Ze pre
kazdé T' € B je T' = Ly ). Pre kazdé € X definujme

B — B(K)
T — 7(T)(x).

Potom 7, su reprezentacie B na Hilbertovom priestore K - vdaka tomu, ze 7 je
*-homomorfizmus.

*Tieto vysledky vyzaduji znalosti z tedrie multiplicity, ¢o v tejto praci nie je obsiahnuté.
Pre vysvetlenie vid samotny ¢lanok [4] a jeho referencie.
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Uvazujme uz netrivialny zvizok {H, : x € X}, vyuzijeme klasické postupy vy-
uzivajuce Tvrdenie 5.26. Pisme X = J -, X,,, pripomefime

X, ={r € X :dimH, = n}.

Néjdeme zobrazenia " : B — B(X,,C") pre n € N, respektive 7° : B —
B(Xo,?). Pre pevné n € NU {oo} vezmeme pre kazdé x € X,, reprezenticiu
7, : B — B(C") (resp. do B(¢?)) definovani 7, (T) := m,(T)(z). Potom {m, :
x € X} je systém reprezentécii z Definicie 5.27. K tomu potrebujeme ukézat, ze

funkcia
€ X — (m,(T),n)u, € C (7.4)

je borelovska pre kazdé T € B a kazdé £,m € C" (resp. £?). Ale pre pevné n € N
je funkcia

x € X, — (m.(T)E,n)cn, §,neCr, (7.5)

a funkcia
T € Xoo = (m(T)E,n)2,  Em €L, (7.6)

borelovska, pretoze 7, (T) je prvkom B(H,C") (resp. B(H, (?)), ¢o podla definicie
znamené presne borelovskost funkcii (7.5),(7.6). Napokon, pretoze zjednotenie
X =,, X, je spocitatelné, je borelovska i funkcia (7.4) a teda systém {m, : x €
X} je skuto¢ne meratelny.

Dalej, pretoze B je SOT-husta v M’, Désledok 2 Vety 4.2.2 v 3] hovori presne,
ze reprezentacia 7, je ireducibilna pre p-skoro vSetky x € X. Pre x € X definujme

¢S — B(H,)
a —  m(d(a)),

potom sa ukaze, 7e {¢, : * € X} tvori opéat meratelny systém UCP zobrazeni,
pre ktory plati

)= [ T pu@)dule),  acs

Odtial dotdavame rovnost

lall = llg(a)]| = esssup Toex | ds(S)]I-

Podobne na trovni matic typu n x n pre n = 2,3, ... dostaneme vdaka rozkladu
H" = [ Hdu(x) rozklad zobraznenia ¢, : M, (S) — B(H"):

@
Pn((aij)) = (¢(ai;)) = /X (02(aij))du(x),  (ai;) € Mn(S).
Takze pre kazdé n € N plati pre kazda maticu (a;;) € M, (S) vztah

[(aii)l| = [[(@(ai;)Il = esssup,ex [|(¢x(ai;))l- (7.7)

tEsencialne supremum myslime vzhladom k miere f.
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Podla Vety 6.4 existuje borelovskd mnozina N C X, pu(N) = 0 tak, Ze pre
kazdé © € X \ N ma ¢, vlastnost jednoznacného rozsirenia. Potom pre kazdé
r € X \ N vezmime o, : C*(S) — B(H) rozsirenie ¢,. Dostaneme mnozinu
hrani¢nych reprezentéacii {o, : © € X} C*-algebry C*(S) vzhladom k S. Dalej,
vezmime C' spoéitatelnt husti podmnozinu v S. Potom vztah (7.7) plati tym
skor pre matice z M,,C. Z definicie esencidlneho suprema existuje pre kazdy prvok
a = (a;;) € M,(C) (tych je spocitatelne vela) mnozina A, C X, p(A,) =0, ze

esssup,ex [[(¢x(ai)) = sup [[(¢x(ai))]-
z€X\Aq

Polozme A = UaeMn(C) A,, potom vdaka spocitatelnosti tohto zjednotenia je
p(A) =0 a plati

(@il = sup |[(gu(ai)ll, (ay) € Ma(C),

zeX\A

pretoze o, [s = ¢,. Napokon z hustoty C' v S tato rovnost plati pre vSetky
matice z M, (S), ¢o sme potrebovali.



Literattra

1]

2l

3]

4]

[5]

6]

17l

8]

9]

[10]

[11]

[12]

[13]

E. M. Alfsen: Compact convez sets and boundary integrals, Springer-Verlag
New York (1971), Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Band
57. 24

W. Arveson: Subalgebras of C*-algebras, Acta Math., 123:141-224 (1969). 2,
18, 19, 20, 22, 25, 28

W. Arveson: An invitation to C*-algebras, Springer-Verlag New York (1976).
6, 10, 16, 49, 73, 74, 76

W. Arveson: The noncommutative Choquet boundary, Journal Amer. Math.
Soc. (2008), 1065-1084. 2, 3, 29, 50, 73, 75

K. R. Davidson: C*-algebras by example, Fields Institute Monographs, Amer.
Math. Soc. (1996). 73

E. G. Effros and Z.-J. Ruan: Operator Spaces, London Math. Soc. Monog-
raphs, Clarendon Press Oxford (2000). 18, 32

R. V. Kadison and J. R. Ringrose: Fundamentals of the theory of operator
algebras, Academic Press, New York (1983). 6, 7, 9, 10, 39, 68

A. S. Kechris, Classical descriptive set theory, Graduate Texts in Mathema-
tics 156, Springer-Verlag, New York (1995). 48, 50

G. Leobacher: Tensorprodukte von C*-algebren und vollstindig positive Ope-
ratoren (1999). 13

R. Meise and D. Vogt: Introduction to Functional Analysis, Clarendon,
Oxford (1997). 46

P. R. Phelps: Lectures on Choquet’s Theorem, Springer-Verlag Berlin Hei-
delberg (2001). 24

W. Rudin: Functional analysis, second ed, International Series in Pure and
Applied Mathematics, McGraw-Hill Inc., New York, (1991). 4

W. F. Stinespring: Positive Functions on C*-algebras, Amer. Math. Soc.
(1955), 211-216. 16, 18

78



LITERATURA 79

[14] M. Takesaki: Theory of Operator Algebras I, 11, 111, Springer-Verlag (2001).
6, 68, 69



	Úvod
	Pojmy a potrebné vlastnosti
	Použité značenia a úmluvy
	Základné nástroje
	Direktné sumy
	O reprezentáciách C*-algebier
	Tenzorový súčin
	Úplne pozitívne zobrazenia, úplná kontrakcia a úplná izometria

	Nekomutatívny pohľad
	Nekomutatívna Choquetova hranica
	Formulácia problému
	Prípustné podpriestory

	Maximálne UCP zobrazenia
	BW-topológia
	Rezy a systémy UCP zobrazení
	Výsledky z deskriptívnej teórie množín
	Hilbertovské zväzky
	Merateľné systémy operátorov
	Dilatácie systémov UCP zobrazení a ich rezy

	Rozklad zobrazení s vlastnosťou jednoznačného rozšírenia
	Direktný integrál
	Potrebný výsledok

	Existencia hraničných reprezentácií pre separabilné operátorové systémy
	Čo budeme potrebovať
	Postup dôkazu Vety 7.1

	Literatúra

