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Katedra: Katedra matematické analýzy
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Abstrakt: Tato práce se zabývá některými geometrickými vlastnostmi Münt-
zových prostor̊u jakožto podprostor̊u spojitých funkćı. Prvńı kapitola je věno-
vána výčtu několika nejd̊uležitěǰśıch vět Müntzova typu. Jmenovitě se věnuje
klasické Müntzově větě a Úplné Müntzově větě na prostoru spojitých funkćı
na intervalu [0, 1], je v ńı zmı́něno také rozš́ı̌reńı na obecný interval [a, b]
a analogie Úplné Müntzovy věty pro prostory Lp([0, 1]). Druhá kapitola je
rozdělena do tř́ı část́ı. V prvńı části je nejprve uvedeno několik základńıch
vět a pojmů teorie Choquetovy hranice, načež je s jejich využit́ım charakte-
rizována Choquetova hranice Müntzových prostor̊u. Druhá část této kapitoly
obsahuje výsledek o nereflexivitě Müntzových prostor̊u včetně jeho d̊usledku
o nemožnosti zavedeńı ekvivalentńı uniformně konvexńı normy na těchto pro-
storech. Třet́ı část je věnována otázce Radon-Nikodýmovy vlastnosti Münt-
zových prostor̊u. Hlavńım výsledkem této části je nalezeńı speciálńıho typu
Müntzových prostor̊u, který nemá Radon-Nikodýmovu vlastnost. Závěrečná
část obsahuje shrnut́ı některých daľśıch známých výsledk̊u a otevřených pro-
blémů týkaj́ıćıch se Müntzových prostor̊u.
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Abstract: In this thesis we study certain geometric properties of Müntz spa-
ces as subspaces of continuous functions. In the first chapter we present some
of the most important examples of the Müntz type theorems. Namely, we
present the classic Müntz theorem and the Full Müntz theorem in the setting
of the space of continuous functions on the interval [0, 1]. We also mention
several extensions of these theorems to the case of continuous functions on
the general interval [a, b] as well as an analogy of the Full Müntz theorem for
the Lp([0, 1]) spaces. The second chapter is divided into three sections. In the
first section we present some definitions and well-known theorems of Choquet
theory, which we use to characterize the Choquet boundary of Müntz spa-
ces. In the second section we present the result concerning non-reflexivity of
Müntz spaces as well as its corollary describing the non-existence of an equiva-
lent uniformly convex norm on these spaces. In the third section, we concern
ourselves with the question of Müntz spaces having the Radon-Nikodym pro-
perty. As a main result of this part we show that a certain type of Müntz
spaces doesn´t have the Radon-Nikodym property. The final chapter contains
a summary of some known results as well as open problems related to the
theory of Müntz spaces.
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2 Müntzova věta a jej́ı zobecněńı 3
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3.3 Müntzovy prostory a Radon-Nikodýmova vlastnost . . . . . . 41
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Kapitola 1

Úmluva

V daľśım textu budeme prostor spojitých funkćı na omezeném uzavřeném
intervalu [a, b] značit C([a, b]) a budeme na tomto prostoru uvažovat supre-
movou normu

||f ||∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|.

Prostor algebraických polynomů na [a, b] budeme značit P [a, b]. Pro A ⊂
C([a, b]) bude spanA značit uzavřený lineárńı obal prvk̊u množiny A. Pro B
Banach̊uv prostor budeme B∗ značit duálńı prostor k B, neboli prostor všech
lineárńıch operátor̊u na B spojitých tamtéž v̊uči normě B. Pro p ∈ [1,∞)
znač́ıme Lp([0, 1]) př́ıslušný Lebesgue̊uv prostor se standardńı normou

||f ||Lp([0,1]) =

∫
[0,1]

|f(x)|pdx


1
p

, p ∈ [1,∞),

||f ||L∞([0,1]) = inf{C : |f(x)| ≤ C skoro všude na [0, 1]}.

Pro µ nezápornou Radonovu mı́ru na intervalu [0, 1] znač́ıme supt µ nejmenš́ı
uzavřenou množinu A ⊆ [0, 1], pro kterou plat́ı µ([0, 1] \ A) = 0. Symbolem
δx budeme značit Diracovu mı́ru na intervalu [0, 1], tedy mı́ru splňuj́ıćı pro
každou A ⊆ [0, 1]

δx(A) = 1, pokud x ∈ A,
δx(A) = 0, pokud x /∈ A.
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Kapitola 2

Müntzova věta a jej́ı zobecněńı

2.1 Klasická Müntzova věta a jej́ı zobecněńı

na obecný interval

V této kapitole uvedeme d̊ukaz Müntzovy (též Müntz-Szászovy) věty a některá
jej́ı zobecněńı a d̊usledky. Nejdř́ıve však uvedeme několik známých vět a za-
definujeme několik pojmů.

Věta 2.1. Weierstrassova věta
Množina P [a, b] je hustá v množině C[a, b]. Neboli pro každou f ∈ C[a, b]
a pro každé ε > 0 existuje pε ∈ P [a, b] takový polynom, že ||f − pε||∞ < ε.

Uved’me nyńı definici, která nám mimo jiné umožńı Weierstrassovu větu
formulovat ještě jinak.

Definice 2.2. Fundamentálńı posloupnost
Bud’ {fn}n∈N posloupnost v C[a, b]. Posloupnost {fn} nazveme fundamentálńı
posloupnost́ı na intervalu [a, b], pokud span{fn}n∈N = C[a, b].

Můžeme tedy Weierstrassovu větu přeformulovat také takto:
”
Posloupnost

{xn}n∈N0 je na intervalu [a, b] fundamentálńı.“ Nab́ıźı se tak otázka, jestli
fundamentálńıch posloupnost́ı mocnin x neńı v́ıce, a jestli je nelze nějakým
zp̊usobem charakterizovat. Na tuto otázku právě odpov́ıdá Müntzova věta.
Než ji však zformulujeme, připomeneme několik vět z funkcionálńı a kom-
plexńı analýzy, které využijeme při jej́ım d̊ukazu.
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Věta 2.3. Hahn-Banachova věta
Necht’ f je spojitá lineárńı forma na podprostoru M reálného normovaného
lineárńıho prostoru E. Potom existuje F ∈ E∗, pro kterou plat́ı F = f na M
a ||F ||E = ||f ||M .

Zvláště užitečný bude následuj́ıćı d̊usledek této věty.

Důsledek 2.4. Necht’ M je uzavřený podprostor normovaného lineárńıho pro-
storu E a x ∈ E \M . Potom existuje φ ∈ E∗ tak, že φ = 0 na M a φ(x) 6= 0.

Také využijeme následuj́ıćı verzi Hahn-Banachovy věty.

Věta 2.5. Algebraická verze Hahn-Banachovy věty
Necht’ p je konvexńı funkcionál na reálném vektorovém prostoru W a M je

lineárńı podprostor W a f je lineárńı forma na M . Potom existuje lineárńı
forma F na W tak, že F = f na M a F ≤ p na W . Je-li p dokonce pseudo-
norma, lze volit F tak, aby |F |leqp na W .

Následuj́ıćı známou větu neuvád́ıme v plné obecnosti, ale v konkrétńım
tvaru, který použijeme.

Věta 2.6. Rieszova věta o reprezentaci
Bud’ φ ∈ (C([0, 1]))∗, pak existuje µ Borelova mı́ra s omezenou totálńı variaćı
na [0, 1] taková, že pro každou f spojitou funkci na [0, 1] plat́ı

φ(f) =

∫
[0,1]

f(x)dµ(x).

Nakonec uved’me několik tvrzeńı z komplexńı analýzy. Následuj́ıćı tvrzeńı
neuvedeme v plné obecnosti, ale ve tvaru, který vyhov́ı našim potřebám.

Věta 2.7. Blaschkeho věta
Bud’ f omezená analytická funkce na jednotkovém kruhu v komplexńı rovině
s nulovými body {αn}. Pak f neńı identicky nulová právě tehdy, když posloup-
nost nulových bod̊u splňuje podmı́nku

∞∑
n=1

(1− |αn|) konverguje.

Věta 2.8. Residuová věta
Bud’ φ kladně orientovaná Jordanova křivka a f bud’ funkce holomorfńı všude
na Int φ až na izolovanou množinu M . Pak∫

φ

fdz = 2πi
∑

z∈Int φ∩M

res(f, z),

kde Int φ znač́ı vnitřek křivky φ a res(f, z) znač́ı residuum funkce f v bodě z.
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Nyńı již můžeme přistoupit k formulaci Müntzovy věty.

Věta 2.9. Müntzova (Müntz-Szászova) věta
Posloupnost

xλ0 , xλ1 , . . . , xλn , . . .

kde 0 ≤ λ0 < λ1 < λ2 < . . . , je fundamentálńı na [0, 1] právě tehdy, když
λ0 = 0 a

∞∑
n=1

1

λn
diverguje.

D̊ukaz. (Tento d̊ukaz je možno nalézt ve W.Rudin [1]. Původńı d̊ukaz je
možno nalézt kupř́ıkladu v A.Pinkus [2]). Předpokládejme, že plat́ı
0 = λ0 < λ1 < . . . . Pokud posloupnost {xλn}∞n=0 neńı fundamentálńı, pak
neńı fundamentálńı ani posloupnost {xλn}∞n=1. Z Hahn-Banachovy věty (resp.
jej́ıho d̊usledku (2.4)) a Rieszovy věty o reprezentaci (2.6) pak existuje nenu-
lová borelovská mı́ra µ s omezenou totálńı variaćı, pro kterou plat́ı∫

[0,1]

xλndµ(x) = 0, n ∈ N. (2.1)

Ukážeme nyńı, že za předpokladu divergence sumy
∞∑
n=1

1
λn

každá taková mı́ra

splňuje zároveň ∫
[0,1]

xndµ(x) = 0, n ∈ N. (2.2)

To zřejmě plat́ı, pokud µ = c · δ0 pro nějakou nenulovou konstantu c.
V ostatńıch př́ıpadech můžeme dokonce předpokládat, že mı́ra µ neńı koncen-
trovaná v nule. Skutečně, pokud by totiž platilo

µ({0}) = c 6= 0,

stač́ı mı́sto mı́ry µ uvažovat mı́ru ν definovanou následuj́ıćım zp̊usobem

ν := µ− cδ0.

Z našich předpoklad̊u vyplývá, že ν je netriviálńı. Stále přitom splňuje∫
[0,1]

xλndν(x) =

∫
[0,1]

xλndµ(x) = 0, n ∈ N,
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což jsme chtěli. Přitom pokud ν má vlastnost (2.2), pak má tuto vlastnost
i µ. Budeme tedy v daľśım předpokládat, že µ neńı koncentrovaná v nule.
Položme

f(z) =

∫
[0,1]

xzdµ(x), z ∈ {z ∈ C : Re z > 0}. (2.3)

Pro x ∈ (0, 1] a z splňuj́ıćı Re z > 0 plat́ı xz = ez lnx a |xz| = xRe(z) ≤ 1.
Funkce f je tedy analytická a omezená na množině {z ∈ C : Re(z) > 0}.
Značme dále tuto množinu I+. Funkce f dále zřejmě splňuje

f(λn) = 0, n = 1, 2, . . .

Položme nyńı

g(z) = f

(
1 + z

1− z

)
, z ∈ I+.

Zobrazeńı

z 7→ 1 + z

1− z
, |z| < 1

zobrazuje jednotkový kruh v komplexńı rovině na I+. Funkce g je tedy ome-
zená analytická funkce na jednotkovém kruhu splňuj́ıćı g(αn) = 0, kde

αn =
λn − 1

λn + 1
, n = 1, 2, . . .

Použijeme-li nyńı Větu (2.7), dostaneme, že g je netriviálńı právě tehdy, když

∞∑
n=1

(1− |αn|) konverguje. (2.4)

Lze snadno ukázat, že
∞∑
n=1

(1 − |αn|) konverguje právě, když suma
∞∑
n=1

1
λn

di-

verguje. Plat́ı-li tedy, že
∞∑
n=1

1
λn

= je divergentńı, je g ≡ 0 a tedy f ≡ 0. Potom

je ale

0 = f(n) =

∫
[0,1]

xndµ(x), n ∈ N,

a µ tedy splňuje vztah (2.2). Z d̊usledku Banachovy věty (2.4) tedy vyplývá,
že funkce xn lež́ı v span{xλ1 , xλ2 , . . . } pro každé n přirozené. Zkombinujeme-

li tento výsledek s Weierstrassovou větou dostáváme, že je-li suma
∞∑
n=1

1
λn

divergentńı, pak je posloupnost {1, xλ1 , xλ2 , . . . } fundamentálńı.
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Předpokládejme nyńı, že
∞∑
n=1

1
λn

je konvergentńı. Podař́ı-li se nám zkonstru-

ovat netriviálńı nezápornou Borelovu mı́ru s omezenou totálńı variaćı, která
splňuje (2.1), jsme hotovi. Položme tedy

f(z) =
1

(z + 2)2

∞∏
n=0

λn − z
2 + λn + z

. (2.5)

Funkce f je meromorfńı s póly v bodech −2 a −2 − λn a nulovými body
v λn. Funkce f je zároveň omezená na množině {z ∈ C : Rez > −1}, ne-
bot’ každý z člen̊u v (2.5) je tam v absolutńı hodnotě menš́ı než 1. Budeme
tuto množinu značit I−1,+. Pro každé takové z ∈ I−1,+ můžeme s využit́ım
Cauchyovy formule psát

f(z) =
1

2πi

∫
ΓR

f(ω)

ω − z
dω, (2.6)

kde ΓR = {ω ∈ I−1,+ : |−1−ω| = R}∪{ω = −1+ it : t ∈ [−R,R]}. Označme
pro R > 0

I1
−1,+(R) = {ω ∈ I−1,+ : | − 1− ω| = R},
I2
−1,+(R) = {ω = −1 + it : t ∈ [−R,R]}.

Potom pro libobolné pevné z ∈ I−1,+ plat́ı

lim
R→∞

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫
I1
−1,+(R)

f(ω)

ω − z
dω

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ lim
R→∞

R

2
sup

ω∈I1
−1,+(R)

∣∣∣∣ f(ω)

ω − z

∣∣∣∣ = 0. (2.7)

Nebot’ rovnost (2.6) můžeme pro z ∈ I−1,+ a R > (1 + |z|) napsat ve tvaru

f(z) =
1

2πi

∫
I1
−1,+(R)

f(ω)

ω − z
dω +

1

2πi

∫
I2
−1,+(R)

f(ω)

ω − z
dω,

dostaneme limitńım přechodem pro R→∞ s využit́ım vztahu (2.7) rovnost

f(z) =
1

2π

∫ +∞

−∞

f(−1 + is)

1 + z − is
ds. (2.8)

Tu můžeme přepsat jako

f(z) =
1

2π

∫ 1

0

xz
(∫ +∞

−∞
f(−1 + is)e−is lnxds

)
dx,
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využijeme-li vztah
1

1 + z − is
=

∫ 1

0

xz−isdx.

Položme nakonec

dµ(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f(−1 + is)e−is lnxds, x ∈ (0, 1].

Výraz dµ(x) je Fourierova transformace f(−1+ is) v bodě lnx. Takto zadaný
operátor je omezený a spojitý na (0, 1] d́ıky členu 1

(z+2)2 v rovnosti (2.5), který

zaručuje, že f(−1+is) je funkce v L1([0, 1]). Tato mı́ra má všechny vlastnosti,
které jsme požadovali. Skutečně, je totiž

0 = f(λn) =

∫ 1

0

xλndµ(x), n = 0, 1, 2, . . . .

V následuj́ıćım ukážeme, jak zobecnit charakterizaci fundamentálńıch po-
sloupnost́ı v př́ıpadě, že mı́sto intervalu [0, 1] uvažujeme obecný interval [a, b].
Začneme jednoduchým pomocným tvrzeńım.

Lemma 2.10. Bud’ I interval typu [a, b] ⊂ (−∞,∞), přičemž 0 ∈ I a bud’

{λi}i∈N posloupnost kladných reálných č́ısel takových, že množina

A = span{1, xλ1 , xλ2 , . . . }

je hustá v prostoru C(I). Potom množina

A1 = span{xλ1 , xλ2 , . . . }

je hustá v prostoru C0(I) = {f ∈ C(I) : f(0) = 0}.

D̊ukaz. Zvolme pevně libovolnou funkci f ∈ C0(I). Vı́me, že existuje posloup-
nost {ψn} funkćı z A, která konverguje k f stejnoměrně na I. Označme jako
φn funkce z A1 takové, že

ψn ≡ αn · 1 + φn, αn ∈ R.

Potom plat́ı

||f − φn|| ≤ ||f − ψn||+ |αn| = ||f − ψn||+ |(f − ψn)(0)|
≤ 2||f − ψn||

Vid́ıme tedy, že posloupnost funkćı φn lež́ıćıch v A1 konverguje k f stej-
noměrně na I, a nebot’ jsme f volili libovolně, je tvrzeńı dokázáno.
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Právě dokázané tvrzeńı využijeme při d̊ukazu následuj́ıćı věty, která cha-
rakterizuje, kdy je posloupnost polynomů s nezápornými celými exponenty
fundamentálńı v prostoru C([a, b]).

Poznámka 2.11. Následuj́ıćı dvě věty lze nalézt v A. Pinkus [2], kde jsou ale
shrnuty ve větu jedinou. My je zde pro větš́ı přehlednost uvád́ıme odděleně.

Věta 2.12. Müntzova věta na obecném intervalu [a, b]
Necht’ [a, b] ⊂ R je omezený uzavřený interval a N bud’ libovolná posloupnost
navzájem r̊uzných nezáporných celých č́ısel. Označme

MN = span{xn : n ∈ N}.

Potom

i) Je-li a = 0 či b = 0, pak

MN = C[a, b] právě tehdy, když 0 ∈ N a
∑

n∈N\{0}

1

n
diverguje,

ii) Je-li [a, b] ⊂ (−∞, 0) nebo [a, b] ⊂ (0,∞), pak

MN = C[a, b] právě tehdy, když
∑

n∈N\{0}

1

n
diverguje,

iii) je-li a < 0 < b, pak

MN = C[a, b] právě tehdy, když 0 ∈ N a
∑

n∈N\{0}
n sudé

1

n
diverguje,

a zároveň
∑
n∈N
n liché

1

n
diverguje.

D̊ukaz.

i) Důkaz je v tomto př́ıpadě prakticky stejný jako d̊ukaz Müntzovy věty na
intervalu [0, 1], lǐśı se pouze v několika bodech. Za prvé, tam kde jsme
v d̊ukazu Müntzovy věty konstruovali funkci f (viz 2.3), bychom nyńı
konstruovali funkci

fb(z) =

∫
[0,b]

(x
b

)z
dµ(x), z ∈ {z ∈ C : Re(z) > 0}.

9



Tato funkce je opět holomorfńı a omezená na svém definičńım oboru
a zbytek d̊ukazu této implikace pak oproti d̊ukazu Müntzovy věty na
[0, 1] proběhne beze změny, pouze mı́sto s funkćı f pracujeme s funkćı
fb.

Důkaz opačné implikace se shoduje s d̊ukazem Müntzovy věty až do
rovnosti (2.8). Tu můžeme v tomto př́ıpadě přepsat jako

f(z) =
1

2πb

∫ b

0

(x
b

)z (∫ +∞

−∞
f(−1 + is)e−is ln (xb )ds

)
dx,

využijeme-li vztah

1

1 + z − is
=

1

b

∫ b

0

(x
b

)z−is
dx.

Nyńı, analogicky jako v d̊ukazu Müntzovy věty, definujeme mı́ru µ takto:

dµ(x) =
1

2πb

∫ ∞
−∞

f(−1 + is)e−is ln (xb )ds, x ∈ (0, b],

přičemž tato mı́ra má opět přesně ty vlastnosti, které jsme požadovali.

ii) Předpokládejme, že interval je typu [a, b] ⊂ (0,∞), a že zmı́něná řada
diverguje. Pokud nav́ıc plat́ı 0 ∈ N , potom z bodu i) dostáváme, že
posloupnost {xn}n∈N je fundamentálńı v prostoru C([0, b]), a tedy je
zřejmě fundamentálńı i v prostoru C([a, b]). Pokud 0 6∈ N , pak z bodu i)
a Lemmatu (2.10) vyplývá, že posloupnost {xn}n∈N je fundamentálńı v
prostoru C0([0, b]). Pak je ale zřejmě fundamentálńı i v prostoru C([a, b]),
nebot’ každou funkci z tohoto prostoru lze rozš́ı̌rit na funkci z C0([0, b]).
Pokud je interval typu [a, b] ⊂ (−∞, 0), postupujeme analogicky.

Důkaz opačné implikace lze nalézt v Clarskon, Erdös [3]. Jde o silně
netriviálńı d̊ukaz, uvést jej v plném rozsahu bohužel překračuje možnosti
této práce.

iii) Předpokládejme nejprve, že jsou př́ıslušné podmı́nky na N splněny.
Označme dále c := max{−a, b}. Z bodu i) plyne, že jak posloupnost

S := {1, {xn}n∈N\{0}, n sudé},

tak posloupnost
L := {1, {xn}n∈N, n liché},

je fundamentálńı v C([0, c]). Označme dále jako L množinu všech lichých
spojitých funkćı na [−c, c] a jako S množinu všech sudých spojitých
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funkćı na [−c, c]. Nebot’ každá spojitá funkce na [−c, c] je konečnou
lineárńı kombinaćı funkćı z L, S a konstantńı funkce, je posloupnost
{1, {xn}n∈N} fundamentálńı v prostoru C([−c, c]). Ten ale d́ıky naš́ı
volbě c obsahuje i prostor C([a, b]) a posloupnost {1, {xn}n∈N} je tak
zřejmě fundamentálńı i v tomto prostoru.

Předpokládejme nyńı, že posloupnost {xn}n∈N je fundamentálńı v pro-
storu C([a, b]). Pak jistě 0 ∈ N , a označ́ıme-li d := min{−a, b}, je
zmı́něná posloupnost fundamentálńı na C([−d, d]). Z toho už ale plyne,
že posloupnosti S a L jsou každá fundamentálńı v prostoru C([0, d]), ne-
bot’ každou spojitou funkci na intervalu [0, d] můžeme spojitě rozš́ı̌rit na
[−d, d] jako součet konstanty a liché, resp. sudé funkce. Bod i) nám pak
zaručuje, že podmı́nky divergence př́ıslušných řad v iii) jsou splněny.

Věta 2.13. Müntzova věta na obecném intervalu [a, b]
Bud’ [a, b] ⊂ R omezený uzavřený interval. Bud’ g ∈ C(R), která má holo-
morfńı rozš́ıřeńı na celé C. Dále bud’ Λ podmnožina R, která má konečný
hromadný bod. Označme

Ng = {n : g(n)(0) 6= 0},

MNg = span{xn : n ∈ Ng},
OΛ = span{g(λx) : λ ∈ Λ}.

Potom
OΛ = C([a, b]) právě tehdy, když MNg = C([a, b]).

D̊ukaz. Z Hahn-Banachovy věty (resp. d̊usledku (2.4)) a Rieszovy věty o re-
prezentaci (2.6) plyne, že množina OΛ nesplývá s celým prostorem C[a, b]
právě tehdy, když existuje nenulová borelovská mı́ra µ s omezenou totálńı
variaćı na [a,b], která splňuje∫

[a,b]

g(λx)dµ(x) = 0, λ ∈ Λ.

Předpokládejme tedy, že taková mı́ra existuje a zároveň MNg splývá s prosto-
rem C[a, b]. Položme

h(z) =

∫
[a,b]

g(zx)dµ(x). (2.9)

Nebot’ g je holomorfńı na celém C, je taková i h. Nav́ıc h(λ) = 0 pro všechna
λ ∈ Λ. Z předpoklad̊u v́ıme, že Λ má konečný hromadný bod. Muśı tedy
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nutně platit h ≡ 0. Můžeme tedy derivováńım rovnosti (2.9) podle z ukázat,
že plat́ı ∫

[a,b]

xng(n)(zx)dµ(x) = 0, n ∈ N.

Polož́ıme-li nyńı z = 0 dostaneme

g(n)(0)

∫
[a,b]

xndµ(x) = 0, n ∈ N,

a tedy plat́ı ∫
[a,b]

xndµ(x) = 0, n ∈ Ng.

Nebot’ ale MNg splývá s prostorem C[a, b], muśı být mı́ra µ identicky nulová,
což je spor.

Předpokládejme naopak, že MNg nesplývá s prostorem C[a, b] a existuje
tedy nenulová borelovská mı́ra s omezenou totálńı variaćı, která splňuje∫

[a,b]

xndµ(x) = 0, n ∈ Ng.

Nebot’ g je holomorfńı na celém C, plat́ı dále

g(x) =
∑
n∈Ng

g(n)(0)

n!
xn.

Kombinaćı těchto dvou fakt̊u dostáváme∫
[a,b]

g(λx)dµ(x) = 0, λ ∈ R

a MΛ tedy nemůže splývat s prostorem C[a, b].

2.2 Úplná Müntzova věta a jej́ı analogie pro

prostory Lp([0, 1])

Vrat’me se nyńı ještě k př́ıpadu, kdy naš́ım uvažovaným intervalem byl interval
[0, 1]. Doposud jsme uvažovali pouze rostoućı posloupnosti exponent̊u λn.
V této kapitole ukážeme, že této podmı́nky se lze zbavit. Nejprve však uved’me
následuj́ıćı analogii Müntzovy věty pro prostory Lp([0, 1]), kterou dokážeme
pro př́ıpad p = 2.
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Věta 2.14. Úplná Müntzova věta na Lp([0, 1])
Bud’ p ∈ [1,∞) a {λn}∞n=0 bud’ posloupnost navzájem r̊uzných reálných č́ısel
věťśıch než −1/p. Potom

span{xλ0 , xλ1 , . . . }

je hustý v Lp([0, 1]) právě tehdy, když

∞∑
n=0

λn + 1
p

(λn + 1
p
)2 + 1

diverguje.

Poznámka 2.15. V tomto zněńı lze větu i s d̊ukazem nalézt v Borwein,
Erdélyi [4]. V Erdélyi, Johnson [5] je dokázána verze této věty pro prostory
Lp([0, 1]), kde p ∈ (0, 1). V Borwein, Erdélyi [6] je uvedena verze této věty
pro prostory Lp([a, b]) a C([a, b]), kde [a, b] ⊂ (0,∞) a dokonce pro libovolnou
posloupnost navzájem r̊uzných reálných exponent̊u.

Zde dokážeme tuto větu pro konkrétńı př́ıpad p = 2. Než však tak učińıme,
uvedeme dvě pomocná tvrzeńı, z nichž jedno dokážeme a u druhého pouze
odkážeme na př́ıslušnou literaturu, v které je d̊ukaz možno nalézt. Následuj́ıćı
tvrzeńı včetně uvedeného d̊ukazu lze nalézt v Ha Dzung [7].

Lemma 2.16. Bud’ {ak}k∈N posloupnost reálných č́ısel taková, že pro každé
k přirozené plat́ı 0 < ak 6= 1 a nav́ıc plat́ı lim

k→∞
ak = 0. Potom

lim
n→∞

n∑
k=1

ak = diverguje právě tehdy, když lim
n→∞

n∏
k=1

|1− ak| = 0. (2.10)

D̊ukaz. Nebot’ jsme předpokládali, že ak jsou nezáporné a lim
k→∞

ak = 0, plat́ı

následuj́ıćı rovnost

lim
k→∞

ln |1− ak|
ak

= −1.

Existuje tedy N přirozené tak, že

−3

2
ak ≤ ln |1− ak| ≤ −

1

2
ak, k > N.

Z toho vid́ıme, že

∞∑
k=1

ak diverguje právě tehdy, když
∞∑
k=1

ln |1− ak| diverguje,
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neboli

∞∑
k=1

ak diverguje právě tehdy, když lim
n→∞

(
ln

n∏
k=1

|1− ak|

)
=∞.

Z toho již s využit́ım spojitosti exponenciálńı funkce plyne námi požadované
tvrzeńı (2.10).

Jak jsme již předeslali, následuj́ıćı Lemma uvedeme bez d̊ukazu. Ten lze
nalézt v Ha Dzung [8].

Lemma 2.17. Bud’ n libovolné přirozené a bud’te λ1, . . . , λn navzájem r̊uzná
kladná č́ısla. Označme dále Λn = span{xλ1 , . . . , xλn}. Potom pro všechna λ ≥
0 plat́ı

inf
φ∈Λn

∣∣∣∣xλ − φ∣∣∣∣
L2([0,1])

=
1√

2λ+ 1

n∏
j=1

|λj − λ|
λj + λ+ 1

.

Nyńı již přistouṕıme k d̊ukazu Úplné Müntzovy věty na Lp([0, 1]) (2.14)
pro p = 2. Pro přehlednost znovu zformulujeme tuto větu v př́ıslušném tvaru.

Věta 2.18. Úplná Müntzova věta na L2([0, 1])
Bud’ {λn}∞n=0 posloupnost navzájem r̊uzných reálných č́ısel věťśıch než −1/2.
Potom

span{xλ0 , xλ1 , . . . }
je hustý v L2([0, 1]) právě tehdy, když

∞∑
n=0

λn + 1
2

(λn + 1
2
)2 + 1

diverguje.

D̊ukaz. Budeme uvažovat následuj́ıćım zp̊usobem: nebot’

L2([0, 1]) = {f ∈ C([0, 1])}
||·||L2([0,1]) ,

a dle Weierstrassovy věty (2.1) jsou polynomy husté v C([0, 1]) (a tedy také
v L2([0, 1])), stač́ı nám ukázat, že divergence řady je ekvivalentńı se splněńım
následuj́ıćıho vztahu

xm ∈ span{xλ0 , xλ1 , . . . }
||·||L2([0,1]) , m ∈ N, (2.11)

přičemž nám tento vztah zřejmě stač́ı ověřit pro přirozené hodnoty m 6= λi,
i = 0, 1, . . . . Mějme tedy takové m. Lemma 2.17 nám ř́ıká, že

inf
bi∈C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣xm −

n−1∑
i=0

bix
λi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2([0,1])

=
1√

1 + 2m

n−1∏
i=0

∣∣∣∣ m− λi
m+ λi + 1

∣∣∣∣,
14



vztah (2.11) pro námi zvolené m tedy plat́ı právě tehdy, když

lim sup
n

n−1∏
i=0

∣∣∣∣ m− λi
m+ λi + 1

∣∣∣∣ = 0.

Posledńı rovnost můžeme ekvivalentně zapsat také takto:

lim sup
n

n−1∏
i=0
λi>m

∣∣∣∣ m− λi
m+ λi + 1

∣∣∣∣ n−1∏
i=0

−1/2<λi≤m

∣∣∣∣ m− λi
m+ λi + 1

∣∣∣∣ = 0. (2.12)

Tato podmı́nka je splněna právě tehdy, když

∞∑
i=0
λi>m

1

2λi + 1
diverguje, nebo

∞∑
i=0

−1/2<λi≤m

(2λi + 1) diverguje.

Skutečně, rovnost 2.12 plat́ı právě tehdy, pokud plat́ı alespoň jeden z výrok̊u

lim sup
n

n−1∏
i=0
λi>m

∣∣∣∣ m− λi
m+ λi + 1

∣∣∣∣ = 0, (2.13)

nebo

lim sup
n

n−1∏
i=0

−1/2<λi≤m

∣∣∣∣ m− λi
m+ λi + 1

∣∣∣∣ = 0. (2.14)

Tyto výroky mohou platit pouze tehdy, pokud je alespoň jedna z posloupnost́ı
{λi : λi > m}, {λi : −1/2 < λi ≤ m} nekonečná. Je-li nekonečná posloupnost
{λi : λi > m}, potom má jistě alespoň jeden hromadný bod. Můžeme bez
újmy na obecnosti předpokládat, že má právě jeden hromadný bod. Je-li tento
hromadný bod konečný, pak jistě plat́ı výrok 2.13 a stejně tak muśı divergovat

řada
∞∑
i=0
λi>m

1
2λi+1

. Je-li hromadný bod této posloupnosti roven nekonečnu, pak

z Lemmatu 2.10 vyplývá, že platnost výroku 2.13 je ekvivalentńı s divergenćı
řady

∞∑
i=0
λi>m

1

m+ λi + 1
.

Ta ale diverguje právě tehdy, když diverguje řada
∞∑
i=0
λi>m

1
2λi+1

, což jsme chtěli.
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Předpokládejme, že je nekonečná posloupnost {λi : −1/2 < λi ≤ m}.
Opět můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že má právě jeden hro-
madný bod. Lež́ı-li tento hromadný bod v intervalu (−1/2,m], pak plat́ı výrok

2.14 a stejně tak jistě plat́ı, že řada
∞∑
i=0

−1/2<λi≤m

(2λi + 1) diverguje. Zbývá nám

vyšetřit možnost, že hromadný bod této posloupnosti je roven −1/2. Pak ale
z Lemmatu 2.10 vyplývá, že platnost výroku 2.14 je ekvivalentńı s divergenćı
řady

∞∑
i=0

−1/2<λi≤m

2λi + 1

m+ λi + 1
.

Tato řada ale diverguje právě tehdy, když diverguje řada
∞∑
i=0

−1/2<λi≤m

(2λi + 1).

Zopakujme nyńı, pro větš́ı přehlednost, k čemu jsme prozat́ım dospěli. Ukázali
jsme, že platnost inkluze

xm ∈ span{xλ0 , xλ1 , . . . }
||·||L2([0,1]) ,

pro libovolné přirozené m lež́ıćı mimo posloupnost {λi}i∈N je ekvivalentńı se
splněńım rovnosti

lim sup
n

n−1∏
i=0

∣∣∣∣ m− λi
m+ λi + 1

∣∣∣∣ = 0,

přičemž tato rovnost plat́ı právě tehdy, pokud
∞∑
i=0
λi>m

1

2λi + 1
diverguje, nebo

∞∑
i=0

−1/2<λi≤m

(2λi + 1) diverguje.

To je ale ekvivalentńı s divergenćı řady
∞∑
i=0

2λi + 1

(2λi + 1)2 + 1
.

Skutečně, stač́ı si všimnout, že plat́ı následuj́ıćı nerovnosti

∞∑
i=0
λi>m

2λi + 1

(2λi + 1)2 + 1
≤

∞∑
i=0
λi>m

1

2λi + 1
≤ 2

∞∑
i=0
λi>m

2λi + 1

(2λi + 1)2 + 1
,

∞∑
i=0

−1/2<λi≤m

2λi + 1

(2m+ 1)2 + 1
≤

∞∑
i=0

−1/2<λi≤m

2λi + 1

(2λi + 1)2 + 1
≤

∞∑
i=0

−1/2<λi≤m

(2λi + 1).
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Věta 2.19. Úplná Müntzova věta
Necht’ {λi}∞i=1 je posloupnost navzájem r̊uzných kladných reálných č́ısel. Potom
množina

span{1, xλ1 , xλ2 , . . . }
je hustá v prostoru C([0, 1]) právě tehdy, když

∞∑
i=1

λi

λi
2 + 1

diverguje.

Než přistouṕıme k d̊ukazu této věty, všimněme si, že stač́ı d̊ukaz provést
odděleně pro následuj́ıćı př́ıpady:

1.) Pro posloupnost {λi} plat́ı inf
i
λi > 0.

2.) Posloupnost {λi} splňuje lim
i→∞

λi = 0.

3.) Posloupnost {λi} je tvaru {λi}∞i=1 = {αi}∞i=1 ∪ {βi}∞i=1, kde lim
i→∞

αi = 0

a lim
i→∞

βi =∞.

Skutečně, kromě právě uvedených př́ıpad̊u může ješte nastat situace, kdy
posloupnost {λi} obsahuje podposloupnost {αi}, pro kterou lim

i→∞
αi = 0

a zároveň obsahuje podposloupnost {βi}, pro kterou lim
i→∞

βi = c, pro nějaké

c > 0. V tom př́ıpadě ale námi zkoumaná řada jistě diverguje a dle bodu 2)
je v C([0, 1]) hustá množina span{1, xβ1 , xβ2 , . . . }, a tedy zřejmě i množina
span{1, xλ1 , xλ2 , . . . }. Jiné př́ıpady již však nastat nemohou.

Přistupme nyńı k d̊ukazu Věty(2.19). Nejprve dokážeme jej́ı platnost za
předpokladu bodu 1), tedy inf

i
λi > 0. V d̊ukazu využijeme Úplnou Müntzovu

větu na L2([0, 1]) (2.18).

D̊ukaz. (Věty(2.19) pro inf
i
λi > 0.) Předpokládejme nejprve, že dokonce plat́ı

λi ≥ 1, i ∈ N. Potom zřejmě pro všechna x ∈ [0, 1] a n ∈ N plat́ı následuj́ıćı
nerovnosti∣∣∣∣∣xm −

n∑
i=0

aix
λi

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x∫

0

(
mtm−1 −

n∑
i=0

aiλit
λi−1

)
dt

∣∣∣∣∣∣
≤

1∫
0

∣∣∣∣∣mtm−1 −
n∑
i=0

aiλit
λi−1

∣∣∣∣∣ dt
≤

 1∫
0

∣∣∣∣∣mtm−1 −
n∑
i=0

aiλit
λi−1

∣∣∣∣∣
2

dt

1/2

(2.15)
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(v posledńı nerovnosti jsme použili Hölderovu nerovnost) a 1∫
0

∣∣∣∣∣tm −
n∑
i=0

ait
λi

∣∣∣∣∣
2

dt

1/2

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣tm −

n∑
i=0

ait
λi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞

. (2.16)

Dı́ky dodatečnému předpokladu λi ≥ 1, i ∈ N, dále plat́ı následuj́ıćı ekviva-
lence:
∞∑
i=0

λi

λi
2 + 1

diverguje právě tehdy, když
∞∑
i=1

2(λi − 1) + 1

(2(λi − 1) + 1)2 + 1
diverguje

(2.17)
a

∞∑
i=0

λj

λj
2 + 1

diverguje právě tehdy, když
∞∑
i=1

2λi + 1

(2λi + 1)2 + 1
diverguje.

(2.18)

Předpokládejme nyńı, že
∞∑
i=0

λi
λi

2+1
diverguje. Ekvivalence (2.17) v kombinaci

s Větou (2.18) ř́ıká, že span{xλ0−1, xλ1−1, . . . } je hustá v L2([0, 1]), z čehož
ale podle nerovnosti (2.15) a Weierstrassovy věty (2.1) plyne, že množina
span{1, xλ0 , xλ1 , . . . } je hustá v C([0, 1]). Je-li naopak span{1, xλ0 , xλ1 , . . . }
hustá v C([0, 1]), potom nerovnost (2.16) v kombinaci s Weierstrassovou větou
(2.1) implikuje, že je tato hustá i v (C([0, 1]), || · ||L2([0,1])), a tedy i v L2([0, 1]).

Z Věty (2.18) a ekvivalence (2.18) pak plyne, že
∞∑
i=0

λi
λi

2+1
diverguje.

Právě dokázaný výsledek nyńı použijeme k d̊ukazu tvrzeńı pro 0 < inf
i
λi < 1.

Zvolme 0 < δ ≤ inf
i
λi libovolné pevné a definujme zobrazeńı

T : x 7→ xδ, x ∈ [0, 1].

Toto zobrazeńı je spojité, prosté zobrazeńı intervalu [0, 1] na [0, 1], a je to tedy
homeomorfismus. Definujme nyńı zobrazeńı Φ následuj́ıćım zp̊usobem:

Φ : f 7→ f ◦ T, f ∈ C([0, 1]).

Pak z vlastnost́ı T vyplývá, že Φ je isometrický isomorfismus C([0, 1]) na
C([0, 1]). Vid́ıme tedy, že hustota množiny

span{1, xλ1 , xλ2 , . . . }

je ekvivalentńı hustotě množiny

span{Φ(1),Φ(xλ1),Φ(xλ2), . . . }.
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Nyńı si stač́ı všimnout, že Φ(1) ≡ 1 a Φ(xλi) ≡ x
λi
δ , i ∈ N. Označ́ıme-li

λ∗i =
λi
δ
, i ∈ N,

pak inf
i
λ∗i ≥ 1 a k dokončeńı d̊ukazu stač́ı využ́ıt výše dokázaný výsledek

společně s následuj́ıćımi nerovnostmi

δ
∞∑
i=1

λ∗i
(λ∗i )

2 + 1
≤

∞∑
i=1

λi

λi
2 + 1

≤ 1

δ

∞∑
i=1

λ∗i
(λ∗i )

2 + 1
.

Dále se budeme věnovat př́ıpadu lim
i
λi = 0. Nejprve však dokážeme New-

manovu nerovnost, kterou budeme k d̊ukazu potřebovat. K d̊ukazu samotné
Newmanovy nerovnosti však budeme potřebovat ještě následuj́ıćı větu, kterou
uvedeme bez d̊ukazu. Tuto věta byla poprvé publikována v Kolmogorov [9].

Věta 2.20. Kolmogorovova nerovnost
Pro libovolnou funkci f ∈ C2([0,∞)) plat́ı následuj́ıćı nerovnost

||f ′||2∞ ≤ 4||f ′′||∞||f ||∞, (2.19)

kde || · ||∞ v tomto př́ıpadě znač́ı supremovou normu na intervalu [0,∞).

Věta 2.21. Newmanova nerovnost
Bud’ {λi}∞i=1 posloupnost navzájem r̊uzných kladných reálných č́ısel. Označme

Γn = span{1, xλ1 , . . . , xλn}, n ∈ N.

Potom pro všechna přirozená n plat́ı nerovnost

||x · d
dx
γ(x)||∞ ≤ 11

(
n∑
i=1

λi

)
||γ(x)||∞, γ ∈ Γn.

D̊ukaz. Zvolme pevně n přirozené. Nejprve ukážeme, že bez újmy na obecnosti

lze předpokládat, že
n∑
i=1

λi = 1. Neńı li tomu tak, definujme zobrazeńı

T : x 7→ x
1/

n∑
i=1

λi
, x ∈ [0, 1].

Pak T je (podobně jako v předchoźım d̊ukazu) homeomorfismus [0, 1] na [0, 1].
Definujme dále zobrazeńı

Φ : f 7→ f ◦ T, f ∈ C([0, 1]).
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Zobrazeńı Φ je isometrický isomorfismus C([0, 1]) na C([0, 1]) a nav́ıc

Φ(1) ≡ 1,

Φ(xλj) ≡ x
λj/

n∑
i=1

λi
, j = 1, . . . , n.

Označme dále

λ∗j = λj/
n∑
i=1

λi, j = 1, . . . , n.

Potom zřejmě
n∑
j=1

λ∗j = 1 a plat́ı-li dokazovaná nerovnost pro posloupnost

exponent̊u {λ∗1, . . . , λ∗n}, potom plat́ı i pro posloupnost {λ1, . . . , λn}, což plyne
z vlastnost́ı zobrazeńı Φ a následuj́ıćı rovnosti

||x · d
dx
γ(x)|| =

(
n∑
i=1

λi

)
· ||x · d

dx
Φ(γ)(x)||, γ ∈ Γn.

V daľśım tedy budeme uvažovat
n∑
i=1

λi = 1. Definujeme-li zobrazeńı

Ψ : x 7→ − ln(x), x ∈ [0, 1],

pak Ψ je homeomorfismus [0, 1] na [0,∞) a pro libovolné γ(x) = c0 +
n∑
i=1

cix
λi

prvek Γn plat́ı∣∣∣∣x · ddxγ(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ciλix
λi

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ciλie
−λiΨ(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ d

dΨ(x)
γ(Ψ(x))

∣∣∣∣ .
Můžeme se tedy při dokazováńı Newmanovy nerovnosti soustředit na př́ıslušný
odhad supremové normy funkćı tvaru

q(t) =
n∑
i=1

cie
−λit (2.20)

na intervalu [0,∞). Označme Ξ = {z ∈ C : |z − 1| = 1} a definujme

B(z) =
n∏
i=1

z − λk
z + λk

, z ∈ Ξ. (2.21)

Dokážeme následuj́ıćı nerovnost

|B(z)| ≥ 1/3, z ∈ Ξ. (2.22)
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Bud’ i ∈ {1, . . . , n}. Zobrazeńı

z 7→ z − λi
z + λi

zobrazuje Ξ na kruh, jehož pr̊uměr je tvořen intervalem [−1, (2−λi)/(2 +λi)]
a pro všechna z ∈ Ξ tedy plat́ı∣∣∣∣z − λiz + λi

∣∣∣∣ ≥ 2− λi
2 + λi

=
1− λi/2
1 + λi/2

a máme tedy odhad

|B(z)| ≥
n∏
i=1

1− λi/2
1 + λi/2

, z ∈ Ξ. (2.23)

Pro daľśı odhad tohoto výrazu využijeme následuj́ıćı nerovnost: pro všechna
x, y nezáporná plat́ı

1− x
1 + x

· 1− y
1 + y

=
1− (x+ y)

1 + (x+ y)
+

2xy(x+ y)

(1 + x)(1 + y)(1 + (x+ y))
≥ 1− (x+ y)

1 + (x+ y)
.

Opakovaným použit́ım této nerovnosti dostaneme

n∏
n=1

1− λi/2
1 + λi/2

≥
1− 1

2

n∑
i=1

λi

1 + 1
2

n∑
i=1

λi

=
1− 1/2

1 + 1/2
= 1/3,

což v kombinaci s odhadem (2.23) dává požadovanou nerovnost (2.22). Dále
položme

T (t) =
1

2πi

∫
Ξ

e−zt

B(z)
dz, t ∈ [0,∞),

z Residuové věty (2.8) vyplývá, že T (t) je funkce tvaru (2.20), z čehož mimo
jiné plyne, že

T ′′(t) =
1

2πi

∫
Ξ

z2e−zt

B(z)
dz, t ∈ [0,∞).

Parametrizujeme-li nyńı množinu Ξ klasickým zp̊usobem

Ξ = {1 + eiθ, θ ∈ [0, 2π)}
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a využijeme-li nerovnost (2.22) s využit́ım Fubiniovy věty dostaneme

∞∫
0

|T ′′(t)|dt ≤
(

3

2π

) ∞∫
0

2π∫
0

2(1 + cos(θ))e−(1+cos(θ))tdθdt

=

(
3

2π

) 2π∫
0

2(1 + cos(θ))
1

(1 + cos(θ))
dθ = 6. (2.24)

Nyńı se budeme zabývat výrazy tvaru
∞∫
0

e−λktT ′′(t). Využijeme-li opět Fubi-

niovu větu, dostaneme

∞∫
0

e−λktT ′′(t)dt =
1

2πi

∫
Ξ

z2

B(z)(z + λk)
dz. (2.25)

Integrovaná funkce na pravé straně této rovnosti má póly právě v bodech

λi, které jsou obsaženy v Int Ξ (připomeňme, že předpokládáme
n∑
i=1

λi = 1).

Můžeme tedy poč́ıtat

1

2πi

∫
Ξ

z2

B(z)(z + λk)
dz = −res

(
z2

B(z)(z + λk)
,∞
)

= res

(
1

z2

1
z2

B(1
z
)(1
z

+ λk)
, 0

)
.

Hodnotu požadovaného residua na pravé straně rovnosti nám pomohou určit
následuj́ıćı vztahy

1

z4
(
λk + 1

z

) =
1

z3

∞∑
j=0

(−1)j(λkz)
j

=
1

z3
− λk
z2

+
λk

2

z
− · · · ,

1

B(1
z
)

=
n∏
i=1

1 + λkz

1− λkz
=

n∏
i=1

(
1 + 2

∞∑
j=1

(λiz)j

)

= 1 + 2

(
n∑
i=0

λi

)
z + 2

(
n∑
i=0

λi

)2

z2 + · · ·

= 1 + 2z + 2z2 + · · · ,

a tedy

1

z4B(1
z
)(λk + 1

z
)

=
1

z3
+

2− λk
z2

+
λk

2 − 2λk + 2

z
+ · · · .
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Kombinaćı vztahu (2.25) a právě uvedeného tedy dostáváme

∞∫
0

e−λktT ′′(t)dt = λk
2 − 2λk + 2. (2.26)

Uvažujme nyńı funkci q tvaru (2.20) a libovolné a prvkem [0,∞). Rovnost
(2.26) nám pak zaručuje platnost následuj́ıćıho vztahu

∞∫
0

q(t+ a)T ′′(t)dt =

∞∫
0

(
n∑
i=1

cie
−λiae−λit

)
T ′′(t)dt

=
n∑
i=1

cie
−λia

∞∫
0

e−λitT ′′(t)dt

=
n∑
i=1

cie
−λia(λi

2 − 2λi + 2)

= q′′(a)− 2q′(a) + 2q(a).

Plat́ı tedy (pro všechna a prvkem [0,∞))

|q′′(a)− 2q′(a) + 2q(a)| ≤
∞∫

0

|q(t+ a)T ′′(t)|dt ≤ ||q||∞

∞∫
0

|T ′′(t)|dt

≤ 6||q||∞,

kde jsme v posledńım kroku využili nerovnost (2.24). Ihned tedy plyne

||q′′||∞ ≤ 2||q′||∞ + 8||q||∞.

Zkombinujeme-li tuto nerovnost s Kolmogorovovou nerovnost́ı (2.19)

||f ′||2∞ ≤ 4||f ||∞||f ′′||∞, f ∈ C(2)([0,∞)),

dostaneme vztah (
||q′||∞
||q||∞

)2

≤ 8
||q′||∞
||q||∞

+ 32,

z kterého již triviálně plyne námi požadovaná nerovnost

||q′||∞
||q||∞

≤ 11.

Z úvah na začátku d̊ukazu a faktu, že funkce q byla volena jako libovolná
funkce tvaru (2.20) vyplývá, že d̊ukaz je dokončen.
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Poznámka 2.22. Větu v tomto zněńı včetně d̊ukazu lze nalézt v Almira [10],
p̊uvodńı článek viz Newman [11]. Kolmogorovova nerovnost (2.19) využitá na
samém konci d̊ukazu je optimálńı, konstanta 4 je nejmenš́ı možná. Samotná
Newmanova nerovnost optimálńı neńı, dodejme že existuj́ı verze této věty
pro polynomy na obecném intervalu [a, b] ⊂ (0,∞). O tomto zobecněńı se
lze doč́ıst v článku [12], kde autoři jednak odkazuj́ı také na daľśı podobné
výsledky v prostorech Lp([0, 1]), jednak uváděj́ı doměnku o optimálńı kon-
stantě Newmanovy nerovnosti pro prostor spojitých funkćı na intervalu [0, 1],
která je podle nich rovna 4.

Vrat’me se nyńı k d̊ukazu Věty (2.19). Již jsme d̊ukaz provedli při do-
datečném předpokladu inf

i
λi > 0, nyńı provedeme d̊ukaz pro př́ıpad lim

i→∞
λi =

0.

D̊ukaz. (Věty (2.19) pro lim
i→∞

λi = 0.)

Necht’ lim
i→∞

λi = 0. Potom je snadné ověřit, že

∞∑
i=1

λi

λi
2 + 1

diverguje právě tehdy, když
∞∑
i=1

λi diverguje. (2.27)

Předpokládejme tedy, že řada
∞∑
i=1

λi diverguje. Chceme dokázat, že množina

span{1, xλ1 , . . . } je hustá v prostoru C([0, 1]). Důkaz bude prob́ıhat stejně
jako d̊ukaz analogické implikace v Müntzově větě (2.9) až do bodu (2.4).
Podař́ı-li se nám ukázat, že za stávaj́ıćıch předpoklad̊u tento bod splněn neńı,
budeme schopni d̊ukaz požadované implikace dokončit stejně jako ve Větě
(2.9). Chceme tedy dokázat následuj́ıćı: za předpokladu lim

i→∞
λi = 0 plat́ı

pokud
∞∑
i=1

λi diverguje, pak
∞∑
i=1

(
1−

∣∣∣∣λi − 1

λi + 1

∣∣∣∣) diverguje. (2.28)

Najděme za t́ımto účelem i0 přirozené tak, že λi < 1 pro všechna i ≥ i0.
Potom plat́ı

∞∑
i=i0

λi ≤
∞∑
i=i0

2λi
λi + 1

=
∞∑
i=i0

(
1−

∣∣∣∣λi − 1

λi + 1

∣∣∣∣) ≤ ∞∑
i=1

(
1−

∣∣∣∣λi − 1

λi + 1

∣∣∣∣),
z čehož vyplývá, že výrok (2.28) plat́ı.

Pro d̊ukaz opačné implikace v (2.27) předpokládejme pro spor, že množina

span{1, xλ1 , . . . } je hustá v prostoru C([0, 1]) a
∞∑
i=1

λi je konečná. Označme si
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f(x) = (1 − x)1/2. Pak pro každé m přirozené existuje p ∈ span{1, xλ1 , . . . }
tak, že ||p− f ||∞ ≤ 1/m2. Zřejmě pak plat́ı následuj́ıćı odhad

|p(1− 1/m2)− p(1)| ≥ |f(1− 1/m2)− 1/m2 − (f(1) + 1/m2)|
≥ 1/m− 2/m2,

a z Věty o středńı hodnotě tedy plyne existence ξ ∈ (1− 1/m2, 1), pro které
plat́ı

|ξ d
dx
p(ξ)| = ξ

|p(1− 1/m2)− p(1)|
1/m2

≥ (1− 1/m2)
1/m− 1/m2

1/m2
≥ m− 2

2
.

Využijeme-li nyńı Newmanovu nerovnost (2.21) dostaneme

m− 1

2
≤ ||x d

dx
p(x)||∞ ≤ 11

(
∞∑
i=1

λi

)
||p(x)||∞ ≤ 11

(
∞∑
i=1

λi

)
(1/m2+||f ||∞),

přičemž tato nerovnost plat́ı pro každé m přirozené, což je zřejmě spor s naš́ım

předpokladem o konečnosti výrazu
∞∑
i=1

λi.

D̊ukaz. (Věty (2.19) pro {λi}∞i=1 = {αi}∞i=1 ∪ {βi}∞i=1, kde lim
i→∞

αi = 0

a lim
i→∞

βi =∞.)

Důkaz této části tvrzeńı využ́ıvá teorii Čebyševových polynomů a s ńı spojené
výsledky teorie aproximaćı a pro jeho rozsáhlost ho zde neuvedeme. Náznak
d̊ukazu lze nalézt v Almira [13]. Dle předchoźıch úvah je t́ımto d̊ukaz Věty
(2.19) dokončen.

Uved’me nakonec ještě dva známé výsledky rozšǐruj́ıćı právě uvedenou
větu. Následuj́ıćı větu lze nalézt v Borwein [14].

Věta 2.23. Müntzova věta pro kompaktńı podmnožiny [0, 1] kladné mı́ry
Bud’ {λi}∞i=1 posloupnost navzájem r̊uzných kladných reálných č́ısel taková,

že
∞∑
i=1

1
λi

konverguje. Bud’ A ⊆ [0, 1] kompaktńı množina kladné Lebesgueovy

mı́ry. Potom span{1, xλ1 , xλ2 , . . . } ( C([0, 1]) a pokud nav́ıc plat́ı

inf
i
{λi − λi−1} > 0 (2.29)

(tato podmı́nka je v literatuře označována jako gap condition), pak označ́ıme-li

rA = sup{x ∈ [0, 1] : A ∪ (x,∞) má kladnou Lebesgueovu mı́ru},
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potom každou funkci f z span{1, xλ1 , xλ2 , . . . } ( C([0, 1]) lze vyjádřit takto

f(x) =
∞∑
i=1

aix
λi , x ∈ A ∩ [0, rA).

Pokud podmı́nka (2.29) neplat́ı, pak každou funkci z span{1, xλ1 , xλ2 , . . . } lze
rozš́ıřit na funkci analytickou na množině

{z ∈ C \ (−∞, 0] : |z| < rA}.

Nejnověǰśım zobecněńım (jedná se o výsledek publikovaný roku 2003)
právě uvedené věty je věta následuj́ıćı, kterou lze nalézt v Erdélyi [15].

Věta 2.24. Úplná Clarkson-Erdös-Schwartzova věta o Müntzových prostorech
Bud’ {λi}∞i=1 posloupnost navzájem r̊uzných kladných reálných č́ısel splňuj́ıćıch

∞∑
i=1

λi

λi
2 + 1

konverguje.

Potom span{1, xλ1 , xλ2 , . . . } ( C([0, 1]) a každou funkci z této množiny lze
charakterizovat jako zúžeńı funkce analytické na množině

{z ∈ C \ (−∞, 0] : |z| ≤ 1}

na interval (0, 1).

26



Kapitola 3

Geometrické vlastnosti
Müntzových prostor̊u

V předchoźı kapitole jsme se zabývali prostory tvaru span{1, xλ1 , . . . , }.
Konkrétně jsme řešili, jak souviśı výběr posloupnosti λ1, λ2, . . . nezáporných
č́ısel s hustotou takového prostoru v prostoru C([0, 1]) se supremovou normou.
V této kapitole se budeme zabývat př́ıpady, kdy takovýto prostor v C([0, 1])
hustý neńı. Pro

Λ = {λ1, λ2, . . . },
nekonečnou posloupnost navzájem r̊uzných kladných reálných č́ısel takovou,
že span{1, xλ1 , . . . } neńı hustá v C([0, 1]), budeme značit

MΛ = span{1, xλ1 , . . . }
a tento vlastńı uzavřený podprostor C([0, 1]) budeme nazývat Müntzovým
prostorem (př́ıslušným posloupnosti Λ).

Dále budeme značit M1([0, 1]) množinu všech nezáporných Radonových
měr na [0, 1] s variaćı rovnou jedné. Isomorfismem mezi dvěma Banachovými
prostory X a Y rozumı́me vždy spojité lineárńı zobrazeńı T : X 7→ Y , které
je prosté, na Y a inverzńı zobrazeńı je rovněž spojité. Pro Banach̊uv prostor
X znač́ıme BX uzavřenou jednotkovou kouli, tedy

BX = {x ∈ X : ||x|| ≤ 1}.
Symbolem SX dále znač́ıme jednotkovou sféru, neboli

SX = {x ∈ X : ||x|| = 1}.
Jakožto c0 zde standardně znač́ıme prostor všech reálných posloupnost́ı
{ai}∞i=1, pro které lim

i→∞
ai = 0. Na tomto prostoru uvažujeme normu

||{ai}|| = max
i
|ai|, {ai} ∈ c0.
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3.1 Choquetova hranice Müntzových prostor̊u

Na začátek této části uved’me, že veškeré dále uvedené definice lze v literatuře
naj́ıt v obecněǰśım tvaru, kde je interval [0, 1] nahrazen obecným neprázdným
kompaktńım metrickým prostorem K. Pro naše potřeby je omezeńı na př́ıpad
K = [0, 1] plně dostačuj́ıćı. Začněme několika definicemi.

Definice 3.1. Funkčńı prostor H
Množinu H ⊂ C([0, 1]) nazveme funkčńım prostorem, splňuje-li následuj́ıćı
vlastnosti

• f + g ∈ H pro všechny f a g prvky H,

• α · f ∈ H pro libovolné f ∈ H a α ∈ R,

• H obsahuje konstantńı funkce,

• pro každé x, y ∈ [0, 1] existuje funkce f ∈ H taková, že f(x) 6= f(y)
(funkce z H odděluj́ı body).

Je ihned vidět, že libovolný Müntz̊uv prostor MΛ je funkčńım prostorem.

Definice 3.2. Mı́ry reprezentuj́ıćı bod x v̊uči H
Pro libovolný bod x ∈ [0, 1] znač́ıme

Mx(H) = {µ ∈M1([0, 1]) : f(x) =

∫
[0,1]

fdµ, f ∈ H}

a nazýváme tuto množinu množinou měr reprezentuj́ıćıch bod x v̊uči H.

Poznámka 3.3. Poznamenejme pro pořádek, že množina Mx(H) je vždy
neprázdná, nebot’ obsahuje Diracovu mı́ru δx.

Následuj́ıćı tři definice popisuj́ı vlastnosti funkčńıch prostor̊u, které budou
centrem našeho zájmu.

Definice 3.4. Choquetova hranice funkčńıho prostoru H
Bud’ H ⊂ C([0, 1]) funkčńı prostor. Pak znač́ıme

ChH([0, 1]) = {x ∈ [0, 1] :Mx(H) = {δx}}

a nazýváme tuto množinu Choquetovou hranićı funkčńıho prostoru H.
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Definice 3.5. Množina H-afinńıch funkćı
Bud’ H ⊂ C[0, 1] funkčńı prostor. Pak znač́ıme

A(H) = {f ∈ C([0, 1]) : f(x) =

∫
[0,1]

fdµ pro každé x ∈ [0, 1] a µ ∈Mx(H)}

a nazýváme tuto množinu množinou H-afinńıch funkćı.

Definice 3.6. Simpliciálńı prostory
Funkčńı podprostor H ⊂ C[0, 1] nazveme simpliciálńım, pokud pro každé
x ∈ [0, 1] plat́ı

Mx(H) = {εx}.
Nyńı se nab́ızej́ı následuj́ıćı otázky: Jak vypadá Choquetova hranice pro-

stor̊u MΛ? Jak popsat množiny A(MΛ)? A konečně, jsou Müntzovy prostory
simpliciálńı? Než se na tyto otázky pokuśıme odpovědět, uved’me ještě několik
pomocných vět a definic.

Definice 3.7. H-exponovaný bod, funkce exponuj́ıćı bod
Bud’ H ⊂ C([0, 1]) funkčńı prostor. Potom bod x ∈ [0, 1] nazýváme
H-exponovaným, pokud existuje funkce h ∈ H, pro kterou plat́ı h(x) = 0 a
h(y) > 0 pro y ∈ [0, 1] \ {x}. Funkci h nazveme funkćı exponuj́ıćı bod x.

Věta 3.8. Bud’ H ⊂ C([0, 1]) funkčńı prostor a x ∈ [0, 1] H-exponovaný. Pak
x lež́ı v Choquetově hranici H.

D̊ukaz. Vezměme tedy x ∈ [0, 1] H-exponovaný a µ ∈ Mx(H) libovolnou
mı́ru. Nebot’ x je H-exponovaný, existuje funkce h ∈ H exponuj́ıćı bod x,
tedy speciálně plat́ı

0 = h(x) =

∫
[0,1]

hdµ. (3.1)

Z toho už ovšem plyne, že suptµ = {x}. Skutečně, předpokládejme pro spor,
že množina suptµ \ {x} je neprázdná. Pak∫

[0,1]

hdµ =

∫
suptµ

hdµ =

∫
suptµ\{x}

hdµ+ h(x)µ({x}) =

∫
suptµ\{x}

hdµ > 0,

nebot’ funkce h je ostře kladná na [0, 1] \ {x} a µ je netriviálńı nezáporná
mı́ra. To je ovšem spor s rovnost́ı (3.1). Na druhou stranu, nebot’ µ je ne-
triviálńı nezáporná mı́ra, jej́ıž variace je rovna jedné, muśı platit suptµ = {x}
a µ({x}) = 1, neboli µ ≡ δx. Nebot’ jsme brali µ ∈ Mx(H) libovolnou,
dostáváme

Mx(H) = {δx},
což je přesně to, co jsme chtěli dokázat.
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Existuje ještě následuj́ıćı charakterizace Choquetovy hranice (viz Bauer
[16]). Tu sice př́ımo nevyužijeme, pro úplnost ji však uved’me.

Lemma 3.9. Bud’ H ⊂ C([0, 1]) funkčńı prostor. Pak pro libovolnou funkci
f spojitou na [0, 1] a libovolné x ∈ [0, 1] plat́ı

[f∗(x), f ∗(x)] = {
∫

[0,1]

fdµ : µ ∈Mx(H)},

kde

f ∗ = inf{h ∈ H : h ≥ f},
f∗ = sup{h ∈ H : h ≤ f}.

D̊ukaz. Na úvod d̊ukazu si všimněme, že výrazy f ∗ a f∗ dávaj́ı vždy smysl,
nebot’ f je jakožto spojitá funkce na kompaktu omezená a H obsahuje kon-
stanty. Přistupme k samotnému d̊ukazu. Bud’ x libovolný pevně zvolený bod
z [0, 1] a bud’ f libovolná pevně zvolená spojitá funkce na [0, 1].
Vol µ ∈Mx(H) a h ∈ H, h ≥ f . Potom∫

[0,1]

fdµ ≤
∫

[0,1]

hdµ = h(x),

a tedy zřejmě plat́ı nerovnost
∫

[0,1]

fdµ ≤ f ∗(x). Analogicky vid́ıme, že pro

g ∈ H, g ≤ f plat́ı

g(x) =

∫
[0,1]

gdµ ≤
∫

[0,1]

fdµ,

a tedy zároveň plat́ı f∗(x) ≤
∫

[0,1]

fdµ. T́ım jsme dokázali jednu inkluzi.

Pro d̊ukaz opačné inkluze volme opět pevně x libovolný bod [0, 1] a dále
bud’ α ∈ [f∗(x), f ∗(x)]. Chceme naj́ıt µ ∈ Mx(H) takovou, že

∫
[0,1]

fdµ = α.

Definujme za t́ımto účelem zobrazeńı

p : C([0, 1]) 7→ R
p(g) = g∗(x).

Prakticky ihned je vidět, že p(h+g) ≤ p(h)+p(g) pro každou dvojici spojitých
funkćı h, g, a stejně tak p(β · g) = βp(g) pro každé β ≥ 0. Je tedy p kon-
vexńı funkcionál na C([0, 1]). Z Algebraické verze Hahn-Banachovy věty (2.5)
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plyne existence lineárńıho funkcionálu Φ na C([0, 1]), pro který plat́ı Φ ≤ p na
C([0, 1]) a Φ = p na T , lineárńım podprostoru C([0, 1]) generovaném funkćı
f , tedy speciálně Φ(f) = p(f) = α. Funkcionál Φ je však dokonce spojitý.
To plyne z toho, že je omezený. Omezenost shora máme zaručenu, omeze-
nost zdola dostaneme z následuj́ıho odhadu, který ukazuje, že Φ je dokonce
nezáporný. Pro g ∈ C([0, 1]) nezápornou totiž máme

−Φ(−g) ≥ −p(−g) = g∗(x) ≥ 0.

Podle Rieszovy věty o representaci (2.6) pak ale existuje mı́ra µ taková, že

Φ(g) =

∫
[0,1]

gdµ, g ∈ C([0, 1]).

Pokud se nám podař́ı ukázat, že µ ∈ Mx(H), jsme hotovi. Volme tedy libo-
volnou funkci h ∈ H. Pak plat́ı následuj́ıćı nerovnosti∫

[0,1]

hdµ = Φ(h) ≤ p(h) = h∗(x) = h(x)

∫
[0,1]

−hdµ = Φ(−h) ≤ p(−h) = (−h)∗(x) = −h∗(x) = −h(x),

a tedy plat́ı
∫

[0,1]

hdµ = h(x) pro všechny h funkce z H. Z nezápornosti Φ

ihned dostáváme nezápornost µ. Chyb́ı nám již pouze ukázat, že variace µ
je rovna jedné. Nebot’ konstantńı funkce lež́ı v H, podle právě dokázaného je∫
[0,1]

1dµ = 1. Je tedy µ prvkem Mx(H) a
∫

[0,1]

fdµ = Φ(f) = α, což je přesně

to, co jsme chtěli.

Pozorováńı 3.10. Z definice Choquetovy hranice a právě dokázaného Lem-
matu (3.9) okamžitě vyplývá následuj́ıćı vztah

x ∈ ChH([0, 1]) právě tehdy, když {f∗(x) = f ∗(x), pro všechny f ∈ C([0, 1])},

a to pro libovolný funkčńı prostor H.

Nyńı již přejdeme ke sĺıbenému popisu Choquetovy hranice Müntzových
prostor̊u. Následuj́ıćı věta je p̊uvodńım autorovým výsledkem. Připomeňme
ještě, že Müntz̊uv prostor MΛ je vždy funkčńım prostorem.
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Věta 3.11. Choquetova hranice prostor̊u MΛ

Bud’ Λ nekonečná posloupnost navzájem r̊uzných kladných č́ısel a MΛ bud’

př́ıslušný Müntz̊uv prostor. Potom všechny body intervalu [0, 1] jsou
MΛ-exponované. Speciálně plat́ı ChMΛ

([0, 1]) = [0, 1].

D̊ukaz. Dokážeme-li prvńı část tvrzeńı, totiž že každý bod intervalu [0, 1]
je MΛ-exponovaný, pak z Věty (3.8) již ihned vyplývá druhá část tvrzeńı
o Choquetově hranici MΛ. Vyberme λ1, λ2 dva r̊uzné prvky posloupnosti Λ.
Necht’ kupř́ıkladu λ2 > λ1. Funkce xλ1 zřejmě exponuje bod 0, podobně funkce
1 − xλ1 exponuje bod 1. Bud’ nyńı t ∈ (0, 1) libovolný pevný bod. Chceme
naj́ıt funkci z prostoru MΛ exponuj́ıćı bod t. Položme

φ(x) =
λ1

λ2

t(λ1−λ2)xλ2 + (1− xλ1)− (tλ1(
λ1

λ2

− 1) + 1).

Pak φ je zřejmě prvkem MΛ, φ(t) = 0 a nav́ıc má φ v bodě t ostré globálńı
minimum na intervalu [0, 1]. Je tedy φ námi hledaná funkce exponuj́ıćı bod t.

Důsledek 3.12. Simplicialita Müntzových prostor̊u, tvar A(MΛ)
Předcházej́ıćı věta, kromě toho, že popisuje tvar Choquetovy hranice Münt-
zových prostor̊u, zároveň odpov́ıdá na daľśı dvě otázky položené na začátku
této části. Z definice simpliciality ihned plyne, že každý Müntz̊uv prostor MΛ

je simpliciálńı. Př́ımo z definice tak zároveň dostáváme, že

A(MΛ) = C([0, 1]).

Výsledky Věty (3.11) a výše uvedeného d̊usledku bohužel nenaplnily au-
torova očekáváńı. Motivaćı pro vznik této části totiž byly následuj́ıćı věty,
které ze znalosti simpliciality funkčńıch prostor̊u, tvaru Choquetovy hranice
a množiny MΛ-afinńıch funkćı odvozuj́ı některé zaj́ımavé vlastnosti těchto
prostor̊u. Právě dokázané výsledky však řad́ı Müntzovy prostory do skupiny
těch funkčńıch prostor̊u, pro které tyto věty nepřinášej́ı žádné nové informace.

Věta 3.13. Choquetova věta
Bud’ H funkčńı prostor na metrizovatelném kompaktu K a x ∈ K. Potom
ChH(K) je Gδ množina a existuje borelovská mı́ra µ ∈ Mx(H), pro kterou
µ(K \ ChH(K)) = 0.

Tuto známou větu lze nalézt kupř́ıkladu v [17]. Pro Müntzovy prostory
však neř́ıká nic zaj́ımavého. Nebot’ ChMΛ

([0, 1]) = [0, 1], můžeme pro libo-
volné x ∈ [0, 1] za hledanou mı́ru vźıt Diracovu mı́ru δx.
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Věta 3.14. Charakteristika simpliciálńıch prostor̊u
Necht’ H je funkčńı prostor na metrizovatelném kompaktu K. Potom H je
simpliciálńı právě tehdy, když je splněna následuj́ıćı podmı́nka: Kdykoli F je
uzavřená podmnožina Choquetovy hranice ChH(K) a f je spojitá na F , exis-
tuje h ∈ A(H) tak, že h = f na F , max{h(x) : x ∈ K} = max{f(x) : x ∈ F}
a min{h(x) : x ∈ K} = min{f(x) : x ∈ F}.

Tuto charakteristiku lze nalézt v [18]. Pro Müntzovy prostory se však
tvrzeńı této věty redukuje na známou Tietzeho větu.
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3.2 Striktńı a uniformńı konvexita, reflexivita

Müntzových prostor̊u

Pojmy konvexity a reflexivity patř́ı k základńım pojmům studia geometrických
vlastnost́ı Banachových prostor̊u. Uved’me nejprve definice a několik známých
vět jako motivaci.

Definice 3.15. Extremálńı body
Řekneme, že bod x konvexńı podmnožiny C Banachova prostoru X je jej́ım
extremálńım bodem, pokud plat́ı

je-li x =
a+ b

2
, kde a, b ∈ C, pak a = b.

Znač́ıme x ∈ ext C.

Definice 3.16. Striktně konvexńı Banach̊uv prostor
Banach̊uv prostor X nazýváme striktně konvexńım, pokud každý bod jednot-
kové sféry SX je extremálńım bodem BX .

Poznámka 3.17. Poznamenejme, že každý extremálńı bod BX již muśı ležet
na sféře. Zřejmě 0 /∈ ext BX . Pro x ∈ BX , ||x|| < 1, x 6= 0, pak existuje δ > 0,
že prvky (1 + δ)x, (1− δ)x lež́ı v BX . Potom můžeme psát

x =
(1 + δ)x+ (1− δ)x

2
,

a tedy x /∈ ext BX .

Geometrická představa je zde zřejmá: Banach̊uv prostor X je striktně kon-
vexńı, pokud na sféře SX nelež́ı nezdegenerovaná úsečka. Následuj́ıćı pozo-
rováńı zodpov́ıdá otázku striktńı konvexity Müntzových prostor̊u.

Pozorováńı 3.18. Müntzovy prostory nejsou striktně konvexńı
Mějme MΛ Müntz̊uv prostor, a bud’ λ ∈ Λ. Pak funkce xλ, 2xλ − 1, 1 lež́ı
v BMΛ

, přičemž

xλ =
(2xλ − 1) + 1

2
.

Vid́ıme tedy, že prostory MΛ nejsou striktně konvexńı.

Následuj́ıćı Clarksonova věta (viz Lukeš [19]) však ř́ıká, že na MΛ, jakožto
separabilńım Banachově prostoru, lze zavést ekvivalentńı norma, ve které je
již MΛ striktně konvexńı.
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Věta 3.19. Clarksonova věta
Pro každý separabilńı Banach̊uv prostor (X, || · ||1) existuje ekvivalentńı norma
|| · ||2 taková, (X, || · ||2) je striktně konvexńı.

Uved’me nyńı druhý pojem a to sice pojem uniformńı konvexity.

Definice 3.20. Uniformně konvexńı Banach̊uv prostor
Banach̊uv prostor X nazveme uniformně konvexńım, pokud pro každé
ε ∈ (0, 2] existuje δ > 0 tak, že pro každé x, y ∈ SX , ||x− y|| > ε plat́ı
||1

2
(x+ y)|| ≤ 1− δ.

Je ihned vidět, že každý uniformně konvexńı Banach̊uv prostor je i striktně
konvexńı. Z Clarksonovy věty v́ıme, že pro každý Müntz̊uv prostor MΛ lze
nalézt ekvivalentńı normu tak, že MΛ vybavený touto normou je striktně
konvexńı. Nab́ıźı se otázka, je-li možné vybavit tento prostor ekvivalentńı
normou tak, aby byl dokonce uniformně konvexńı. Jako motivace může sloužit
kupř́ıkladu následuj́ıćı věta (viz Lukeš [20]).

Věta 3.21. Bud’ C uzavřená konvexńı neprázdná podmnožina uniformně kon-
vexńıho prostoru X. Pak pro každé x ∈ X existuje právě jedno cx ∈ C tak,
že

||x− cx|| = dist(x,C).

Označme dále PC(x) = cx. Pak PC je spojitý operátor na prostoru X.

Bohužel, odpověd’ na tuto otázku je, jak ukážeme, záporná. Podstatná při
tom bude znalost reflexivity Müntzových prostor̊u. Začněme definićı a uved’me
dále několik vět, které vzápět́ı využijeme.

Definice 3.22. Reflexivńı Banach̊uv prostor
Banach̊uv prostor X nazýváme reflexivńım, pokud zobrazeńı

ε : x→ εx

z prostoru X do prostoru X∗∗ takové, že

εx(φ) = φ(x), φ ∈ X∗,

je prosté, na X∗∗ a
||εx||X∗∗ = ||x||X , x ∈ X.

Existuje mnoho charakteristik reflexivity Banachových prostor̊u. My dále
použijeme následuj́ıćı slavnou charakteristiku, kterou uvedeme bez d̊ukazu.
Ten lze naj́ıt kupř́ıkladu v James [21].
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Věta 3.23. Jamesova charakteristika reflexivity
Banach̊uv prostor B je reflexivńı právě tehdy, když pro každé φ prvek B∗

duálńıho prostoru k B existuje xφ prvek SB tak, že

||φ||B∗ = φ(xφ).

Následuj́ıćı větu lze nalézt kupř́ıkladu v Lukeš [22].

Věta 3.24. Reflexivita isomorfńıch Banachových prostor̊u
Jsou-li X a Y isomorfńı Banachovy prostory a X je reflexivńı, pak i Y je
reflexivńı.

Následuj́ıćı věta (viz Lukeš [23]) popisuje souvislost mezi uniformńı kon-
vexitou a reflexivitou Banachových prostor̊u.

Věta 3.25. Reflexivita uniformně konvexńıch prostor̊u
Každý uniformně Banach̊uv prostor X je reflexivńı.

D̊ukaz. Využijeme výše uvedenou Jamesovu charakteristiku. Ukážeme-li, že
pro každé φ ∈ X∗ existuje xφ ∈ SX , že φ(xφ) = ||φ||X∗ , jsme hotovi. Zřejmě
stač́ı uvažovat φ ∈ SX∗ . Mějme tedy takové φ. Z definice normy na prostoru
X∗ plyne, že existuje posloupnost {xn} ⊂ SX taková, že

lim
n→∞

φ(xn) = 1.

Ukážeme-li, že posloupnost {xn} je cauchyovská, jsme hotovi, nebot’ sféra SX
je uzavřená podmnožina úplného prostoru a φ je spojitý. Volme tedy ε > 0.
Z definice uniformńı konvexity plyne, že k tomuto ε existuje δ > 0 tak, že
||x − y|| < ε, pokud x, y ∈ SX a ||1

2
(x + y)|| ≥ 1 − δ. Z limitńıho chováńı

posloupnosti φ(xn) vid́ıme, že pro toto δ existuje n0 tak, že

2− 2δ ≤ φ(xm) + φ(xk) = φ(xm + xk) ≤ ||φ||X∗|||xm + xk|| ≤ ||xm + xk||

pro všechna m, k ≥ n0. Je tedy pro všechna taková m, k splněna nerovnost
||xm − xk|| < ε. Existuje tedy x ∈ SX takový, že

lim
n→∞

||xn − x|| = 0,

a tedy φ(x) = 1.

Následuj́ıćı p̊uvodńı autor̊uv výsledek je hlavńım výsledkem celé kapitoly.
Odpov́ıdá na otázku reflexivity Müntzových prostor̊u.
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Věta 3.26. Reflexivita Müntzových prostor̊u
Bud’ Λ = {λ1, λ2, . . . } nekonečná posloupnost navzájem r̊uzných kladných
reálných č́ısel splňuj́ıćı

MΛ ( C([0, 1]) (3.2)

(neboli MΛ je Müntz̊uv prostor), pak MΛ neńı reflexivńı.

D̊ukaz. Vztah (3.2) je dle Věty (2.19) ekvivalentńı s platnost́ı vztahu

∞∑
i=1

λi

λi
2 + 1

konverguje. (3.3)

Vid́ıme tedy, že muśı platit alespoň jedna z následuj́ıćıch rovnost́ı

inf
i
λi = 0,

sup
i
λi =∞.

Skutečně, předpokládejme, že ani jedna z těchto rovnost́ı neplat́ı. Pak pro
každé i přirozené plat́ı

0 <
inf
i
λi

(sup
i
λi)

2 + 1
≤ λi

λi
2 + 1

,

což je ovšem spor s platnost́ı vztahu (3.3).
Přepokládejme tedy nejprve, že inf

i
λi = 0. Existuje tedy {λik} podposloup-

nost vybraná z Λ taková, že

lim
k→∞

λik = 0.

Chceme ukázat, že pak MΛ neńı reflexivńı. Uvažujme následuj́ıćı operátor

T0(φ) =

1∫
0

φ(t)dt− φ(0)

2
, φ ∈MΛ.

Pak T0 je zřejmě lineárńı. Nav́ıc je i spojitý, nebot’ plat́ı následuj́ıćı odhad

|T0(φ)| ≤

1∫
0

|φ(t)|dt+ |φ(0)|

2
≤
||φ||+

1∫
0

||φ||dt

2
= ||φ||, φ ∈MΛ.

37



Z právě uvedeného odhadu mimo jiné vid́ıme, že norma operátoru T0 je menš́ı
nebo rovna jedné. Ukážeme, že je rovna jedné. Plat́ı totiž

T0(2xλik − 1) =

1∫
0

(2tλik − 1)dt+ 1

2
=

1∫
0

tλikdt =
1

λik + 1
.

A tedy

lim
k→∞

T0(2xλik − 1) = lim
k→∞

1

λik + 1
= 1.

Norma operátoru T0 je tedy skutečně rovna jedné, nebot’ funkce 2xλik−1 lež́ı v
SMΛ

pro všechna k. Operátor T0 však na SMΛ
nenabývá své normy. Skutečně,

předpokládejme, že existuje φT0 ∈ SMΛ
taková, že

|T0(φT0)| = 1.

Nebot’ operátor T0 je lineárńı, můžeme předpokládat, že T0(φT0) = 1 (jinak
bychom mı́sto φT0 uvažovali −φT0). Je tedy

T0(φT0) =

1∫
0

φT0(t)dt− φT0(0)

2
= 1.

Muśı tedy být φT0(0) = −1 a
1∫
0

φT0(t)dt = 1 (zde využ́ıváme toho, že φT0 ∈

SMΛ
). To ale znamená, že

1∫
0

(1− φT0(t))dt = 0. (3.4)

Funkce 1− φT0(t) je nezáporná a spojitá na [0, 1]. Z předchoźı rovnosti (3.4)
tedy plyne, že je tato funkce na [0, 1] identicky nulová. Zároveň je ale
φT0(0) = −1, což je spor.

Věnujme se nyńı př́ıpadu sup
i
λi = ∞. Budeme postupovat analogicky,

jako v předchoźım. Z Λ vybereme podposloupnost {λil} takovou, že

lim
l→∞

λil =∞

a definujeme operátor

T∞(φ) =

φ(1)−
1∫
0

φ(t)dt

2
, φ ∈MΛ.
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Pak T∞ je zřejmě lineárńı a spojitý, což vid́ıme z odhadu

|T∞(φ)| ≤
|φ(1)|+

1∫
0

|φ(t)|dt

2
≤
||φ||+

1∫
0

||φ||dt

2
= ||φ||, φ ∈MΛ.

Norma tohoto operátoru je rovna jedné, nebot’

T∞(2xλi − 1) =

1−
1∫
0

(2tλi − 1)dt

2
= 1−

1∫
0

tλidt = 1− 1

λi + 1
,

a tedy

lim
l→∞

T∞(2xλil − 1) = lim
l→∞

(
1− 1

λil + 1

)
= 1.

Ani operátor T∞ však na SMΛ
nenabývá své normy. Předpokládejme, že exis-

tuje φT∞ ∈ SMΛ
tak, že T∞(φT∞) = 1. Pak muśı být φT∞(1) = 1 a zároveň

1∫
0

φT∞(t)dt = −1. Plat́ı tedy

1∫
0

(φT∞(t) + 1)dt = 0. (3.5)

Funkce φT∞(t)+1 je nezáporná spojitá funkce na [0, 1]. Z rovnosti (3.5) plyne,
že je tato na [0, 1] identicky nulová. To je ale spor s t́ım, že φT (1) = 1. Ukázali
jsme tedy, že pro každou Λ nekonečnou posloupnost splňuj́ıćı podmı́nku (3.2)
vždy existuje spojitý lineárńı operátor na MΛ, který na SMΛ

nenabývá své
normy.
Z Jamesovy charakteristiky (3.23) tedy plyne, že MΛ neńı reflexivńı.

Nyńı již můžeme odpovědět na otázku, lze-li na Müntzových prostorech
zavést ekvivalentńı normu tak, aby tyto byly uniformně konvexńı. To zformu-
lujeme jako samostatný výsledek.

Věta 3.27. Necht’ je Λ nekonečná posloupnost navzájem r̊uzných nezáporných
reálných č́ısel taková, že MΛ je Müntz̊uv prostor (tedy vlastńı uzavřený pod-
prostor C([0, 1])). Pak na MΛ nelze zavést ekvivalentńı norma taková, aby MΛ

vybavený touto normou byl uniformně konvexńı.

D̊ukaz. Tvrzeńı již snadno vyplyne z uvedených výsledk̊u. Předpokládejme
pro spor, že na MΛ taková ekvivalentńı norma zavést jde. Značme ji || · ||1.
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Podle Věty (3.25) je tedy (MΛ, || · ||1) reflexivńı. Dále prostory (MΛ, || · ||)
a (MΛ, || · ||1) jsou isomorfńı. Hledaným isomorfismem je přitom identické
zobrazeńı, což je zřejmé z ekvivalence norem || · || a || · ||1. Z Věty (3.24) pak
plyne, že i (MΛ, || · ||) je reflexivńı. To je ale spor s Větou (3.26).

Poznámka 3.28. Banachovy prostory, na kterých lze zavést ekvivalentńı
uniformně konvexńı normu, jsou také v literatuře nazývány superreflexivńı.
Předchoźı věta tedy ř́ıká, že Müntzovy prostory nejsou superreflexivńı.
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3.3 Müntzovy prostory a Radon-Nikodýmova

vlastnost

Následuj́ıćıch několik definic budeme potřebovat k zadefinováńı pojmu Radon-
Nikodýmovy vlastnosti, o které budeme následně hovořit v souvislosti s Münt-
zovými prostory.

Definice 3.29. Vektorová mı́ra, totálńı variace vektorové mı́ry, mı́ra konečné
variace
Mějme (Ω, S) měřitelný prostor a X Banach̊uv prostor. Vektorovou mı́rou na
S nazýváme zobrazeńı F : S 7→ X pro něž F (∅) = 0 a

F

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

F (Ai),

kdykoli množiny Ai ∈ S jsou po dvou disjunktńı. Konvergenci sumy na pravé
straně rovnosti chápeme jako bezpodmı́nečnou konvergenci v normě prostoru
X.

Pro F vektorovou mı́ru definujeme |F |(A) totálńı variaci množiny A ∈ S
jako

sup

{
k∑
i=1

||F (Ai)|| : A1, . . . , Ak z S jsou po dvou disjunktńı,
k⋃
i=1

Ai = A

}
.

Plat́ı-li |F |(Ω) <∞ řekneme, že F má konečnou variaci.

Poznámka 3.30. Poznamenejme, že |F | je vždy nezáporná mı́ra na S.

Definice 3.31. Absolutńı spojitost vektorové mı́ry
Bud’ X Banach̊uv prostor, (Ω,S, µ) prostor s konečnou reálnou mı́rou a bud’

F : Ω 7→ X vektorová mı́ra. Řekneme, že F je absolutně spojitá vzhledem
k µ, jestliže je nezáporná mı́ra |F | absolutně spojitá vzhledem k µ, tedy plat́ı-li
|F |(E) = 0 pro každou E ∈ S takovou, že µ(E) = 0.

Definice 3.32. Bochner̊uv integrál, měřitelná funkce
Bud’ (Ω,S, µ) prostor s reálnou mı́rou splňuj́ıćı µ(Ω) = 1. Bud’ X Banach̊uv
prostor a f : Ω 7→ X jednoduchá funkce, tedy funkce tvaru

f =
n∑
i=1

xiχEi ,
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kde Ei ∈ S jsou po dvou disjunktńı a xi ∈ X. Pak Bochner̊uv integrál funkce
f definujeme jako ∫

Ω

fdµ =
n∑
i=1

xiµ(Ei),

přičemž hodnota na pravé straně rovnosti nezáviśı na vyjádřeńı funkce f .
Funkci f : Ω 7→ X nazveme měřitelnou, existuje-li {fn} posloupnost jedno-
duchých funkćı taková, že

f = lim
n→∞

fn, µ-skoro všude.

Měřitelnou funkci nazýváme bochnerovsky integrovatelnou, existuje-li po-
sloupnost jednoduchých funkćı {fn} taková, že

lim
n→∞

∫
Ω

||f − fn||dµ = 0.

Je-li f bochnerovsky integrovatelná, pak vždy existuje lim
n→∞

∫
E

fndµ pro každou

E ∈ S, přičemž tato limita nezáviśı na volbě posloupnosti {fn}. Tuto limitu
nazýváme Bochnerovým integrálem funkce f přes E a znač́ıme

∫
E

fdµ.

Nyńı již můžeme přistoupit k definici Radon-Nikodýmovy vlastnosti.

Definice 3.33. Radon-Nikodýmova vlastnost
Řekneme, že Banach̊uv prostor X má Radon-Nikodýmovu vlastnost (RNP),
pokud plat́ı: kdykoli je (Ω,S, µ) prostor s konečnou mı́rou a ν : S 7→ X je
vektorová mı́ra konečné variace, která je absolutně spojitá v̊uči µ, pak existuje
bochnerovsky integrovatelná funkce g : Ω 7→ X taková, že plat́ı

ν(E) =

∫
E

g dµ, E ∈ S.

Otázkou je, maj́ı-li Müntzovy prostory Radon-Nikodýmovu vlastnost. Au-
torovi neńı znám výsledek, který by na tuto otázku odpov́ıdal. V této sekci
ukážeme, že existuje konkrétńı typ Müntzových prostor̊u, které RNP nemaj́ı.
Jedná se o kvasilakunárńı Müntzovy prostory. Uved’me jejich definici.

Definice 3.34. Kvasilakunárńı posloupnost, kvasilakunárńı Muntz̊uv prostor
Ostře rostoućı posloupnost kladných č́ısel Λ = {λi}ni=1 nazýváme kvasila-
kunárńı, existuje-li {il}∞l=1 rostoućı podposloupnost index̊u a q > 1 tak, že

inf
l

λil+1

λil
≥ q
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a zároveň
sup
l

(λil+1
− λil) <∞.

Müntz̊uv prostor MΛ nazveme kvasilakunárńım, je-li Λ kvasilakunárńı po-
sloupnost.

Podstatnou vlastnost kvasilakunárńıch Müntzových prostor̊u, kterou dále
využijeme, popisuje následuj́ıćı věta, kterou je možno nalézt v [24].

Věta 3.35. Každý kvasilakunárńı Müntz̊uv prostor je isomorfńı prostoru c0.

Tento výsledek podstatně využijeme při d̊ukaz̊u toho, že kvasilakunárńı
Müntzovy prostory nemaj́ı RNP. Budeme však ještě potřebovat následuj́ıćı
věty.

Věta 3.36. Jsou-li X a Y isomorfńı Banachovy prostory a X má RNP,
potom i Y má RNP.

D̊ukaz. Bud’ T : X 7→ Y isomorfismus. Bud’ (Ω,S, µ) prostor s konečnou
mı́rou a ν : S 7→ Y bud’ vektorová mı́ra konečné variace absolutně spojitá
vzhledem k µ. Chceme naj́ıt bochnerovsky integrovatelnou funkci g : Ω 7→ Y
tak, aby platilo

ν(E) =

∫
E

g dµ, E ∈ S. (3.6)

Definujme ν : S 7→ X následuj́ıćım zp̊usobem

ν(E) = T−1(ν(E)), E ∈ S.

Tvrd́ıme, že ν je vektorová mı́ra. Skutečně, plat́ı

ν(∅) = T−1(ν(∅)) = T−1(0) = 0,

a zároveň

ν

(
∞⋃
i=1

Ai

)
= T−1

(
ν

(
∞⋃
i=1

Ai

))
= T−1

(
∞∑
i=1

ν(Ai)

)

=
∞∑
i=1

T−1(ν(Ai)) =
∞∑
i=1

ν(Ai),

kdykoli Ai ∈ S jsou po dvou disjunktńı (zde jsme využili spojitost a linearitu
zobrazeńı T−1 a fakt, že ν je vektorová mı́ra). Nebot’ dle předpoklad̊u X má
RNP, existuje bochnerovsky integrovatelná funkce h : Ω 7→ X splňuj́ıćı

ν(E) =

∫
E

h dµ, E ∈ S.
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Tvrd́ıme, že potom T ◦ h : Ω 7→ Y je hledaná bochnerovsky integrovatelná
funkce splňuj́ıćı vztah (3.6). Ukažme nejprve, že je bochnerovsky integrova-
telná. Pokud je h jednoduchá, neboli tvaru

h =
n∑
i=1

xiχEi ,

kde xi ∈ X a Ei ∈ S jsou po dvou disjunktńı, pak je T ◦ h tvaru

T ◦ h =
n∑
i=1

T (xi)χEi ,

neboli jednoduchá funkce na Ω s hodnotami v Y , která je dle definice bochne-
rovsky integrovatelná. Zároveň si povšimněme, že v tomto př́ıpadě pro E ∈ S
libovolnou plat́ı

T

∫
Ω

h dµ

 = T

(
n∑
i=1

xiµ(Ei)

)
=

n∑
i=1

T (xi)µ(Ei) =

∫
Ω

(T ◦ h) dµ. (3.7)

Je-li h obecná bochnerovsky integrovatelná funkce, pak dle definice existuje
posloupnost {hn}∞n=1 jednoduchých funkćı tak, že

lim
n→∞

∫
Ω

||h− hn|| dµ = 0.

Z právě uvedeného v́ıme, že T ◦ hn : Ω 7→ S jsou jednoduché. Nav́ıc∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

||T ◦ h− T ◦ hn|| dµ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

||T || · ||h− hn|| dµ

∣∣∣∣∣∣ , n ∈ N,

z čehož plyne, že

lim
n→∞

∫
Ω

||T ◦ h− T ◦ hn|| dµ = 0.

Dle definice je tedy T ◦ h bochnerovsky integrovatelná. Nav́ıc i pro obecnou
h a E ∈ S plat́ı

T

∫
Ω

h dµ

 =

∫
Ω

(T ◦ h) dµ. (3.8)
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To plyne z následuj́ıćıho. Výraz∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣T
∫

Ω

h dµ

− ∫
Ω

(T ◦ h) dµ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

můžeme pro libovolné n přirozené odhadnout shora výrazem (využ́ıváme rov-
nost (3.7) pro jednoduché funkce hn)∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣T
∫

Ω

(h− hn) dµ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(T ◦ h− T ◦ hn) dµ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ,

který můžeme opět odhadnout shora výrazem

2||T ||

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

||h− hn|| dµ

∣∣∣∣∣∣
 .

Ze všech právě uvedených výsledk̊u a definice ν tedy pro libovolnou množinu
E ∈ S plyne

ν(E) = T (ν(E)) = T

∫
E

h dµ

 =

∫
E

(T ◦ h) dµ,

což je přesně to, co jsme chtěli dokázat.

Definice 3.37. Silně exponovaný bod
Bud’ C neprázdná konvexńı podmnožina Banachova prostoru X. Řekneme,
že z ∈ C je silně exponovaným bodem množiny C, existuje-li φ ∈ X∗ tak, že
φ(z) > φ(x) pro všechny body x ∈ C \ {z} a zároveň ||zn− z||

n→∞→ 0, kdykoli
zn ∈ C a lim

n→∞
(φ(zn)− φ(z)) = 0.

Pozorováńı 3.38. Každý silně exponovaný bod neprázdné konvexńı množiny
C je jej́ım extremálńım bodem. Skutečně, necht’ z silně exponovaný bod
množiny C neńı extremálńı. Existuj́ı tedy z1, z2 ∈ C dva r̊uzné body v C tak,
že z = 1

2
(z1 + z2). Potom ale pro každé ψ ∈ X∗ plat́ı ψ(z) = 1

2
(ψ(z1) +ψ(z2)).

Zřejmě tedy pro žádné ψ nemůže platit φ(z) > φ(x) pro všechny x ∈ C \ {z}
a z tedy nemůže být silně exponovaným bodem, což je hledaný spor.
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Lemma 3.39. Jednotková koule v prostoru c0 nemá extremálńı body.

D̊ukaz. Dle Poznámky (3.17) stač́ı ukázat, že žádný bod ze sféry jednotkové
koule neńı extremálńı. Volme tedy a = {an}∞n=1 libovolný bod na sféře. Pak
zřejmě existuje n0 ∈ N tak, že |an0| < 1/2. Definujme a′ = {a′n}∞n=1 a a′′ =
{a′′n}∞n=1 body c0 takto

a′n = a′′n = an, n 6= n0,

a′n0
= an0 + 1/4,

a′′n0
= an0 − 1/4.

Pak a′, a′′ jsou zřejmě prvky Bc0 a plat́ı

a =
a′ + a′′

2
,

č́ımž jsme ukázali, že a neńı extremálńım bodem Bc0 .

Důsledek 3.40. O silně exponovaných bodech Bc0

Z Pozorováńı (3.38) a předchoźıho lemmatu ihned plyne, že množina Bc0 nemá
žádné silně exponované body.

Posledńı větou, kterou budeme potřebovat je následuj́ıćı charakteristika
prostor̊u s RNP, za kterou vděč́ıme R. R. Phelpsovi (viz [25]).

Věta 3.41. Charakteristika prostor̊u s RNP pomoćı silně exponovaných bod̊u
Banach̊uv prostor X má RNP právě tehdy, když každá neprázdná uzavřená
omezená konvexńı podmnožina X má alespoň jeden silně exponovaný bod.

Nyńı již můžeme uvést finálńı větu této kapitoly. Zde uvedený d̊ukaz je
autor̊uv p̊uvodńı. Autor si neńı vědom toho, že by tento, či obecněǰśı výsledek
byl jinde publikován.

Věta 3.42. Kvasilakunárńı Müntzovy prostory nemaj́ı Radon-Nikodýmovu
vlastnost.

D̊ukaz. Dle Věty (3.35) je každý kvasilakunárńı Müntz̊uv prostor isomorfńı
prostoru c0, dle Věty (3.36) tedy má Radon-Nikodýmovu vlastnost právě,
když ji má prostor c0. Dle Věty (3.41) a Důsledku (3.40) však c0 RNP nemá,
nebot’ Bc0 jakožto neprázdná uzavřená omezená konvexńı podmnožina c0

nemá žádný silně exponovaný bod.
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Jak už jsme zmı́nili, je otázka, maj́ı-li jiné než kvasilakunárńı Müntzovy
prostory Radon-Nikodýmovu vlastnost. V d̊ukazu právě uvedené věty bylo
podstatné tvrzeńı Věty (3.35). Jedńım z problémů, které v [24] autoři uváděj́ı
je, zda je možné z posloupnosti Λ, která neńı kvasilakunárńı, vybrat pod-
posloupnost Λ′ tak, aby prostor MΛ′ byl isomorfńı prostoru c0. Neńı tedy
ihned vidět, lze-li i pro jiné než kvasilakunárńı Müntzovy prostory analo-
gicky dokázat, že nemaj́ı RNP. Kromě charakteristiky uvedené ve Větě (3.41)
však existuje mnoho charakteristik prostor̊u s Radon-Nikodýmovou vlastnost́ı,
které by mohly pomoci zodpovědět tuto otázku. Výčet některých těchto cha-
rakteristik lze nalézt v Lukeš [26].

Je známým faktem (viz Phillips [27]), že reflexivńı prostory maj́ı Radon-
Nikodýmovu vlastnost. To bylo jednou z motivaćı autora ke studiu reflexivity
Müntzových prostor̊u. Ve světle toho, že kvasilakunárńı Müntzovy prostory
nemaj́ı RNP, je vidět, že tyto speciálńı Müntzovy prostory reflexivńı být ne-
mohou. Dle Věty (3.26) však dokonce žádné Müntzovy prostory nejsou refle-
xivńı.
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Kapitola 4

Některé otevřené problémy
a daľśı možnosti studia
Müntzových prostor̊u

V této kapitoly zmı́ńıme některé známe výsledky a otázky týkaj́ıćı se Münt-
zových prostor̊u. Jednou z klasických otázek studia geometrie Banachových
prostor̊u je otázka isomorfńıch prostor̊u. V předchoźı kapitole jsme se zabývali
isomorfismem kvasilakunárńıch Müntzových prostor̊u. Následuj́ıćı výsledek,
který lze naj́ıt ve Werner [28] lze aplikovat dokonce na Müntzovy prostory
MΛ, kde Λ = {λi}∞i=1 splňuje tzv. gap condition, neboli

inf
i

(λi − λi−1) > 0.

Věta 4.1. Bud’ X uzavřený podprostor C([0, 1]) takový, že každá funkce
f ∈ X je spojitě diferencovatelná na intervalu [0, 1). Potom je X isomorfńı
podprostoru prostoru c0.

To, že na zmı́něný typ Müntzových prostor̊u lze vztáhnout výsledek této
věty vyplývá z Věty (2.23).

Nemůžeme na tomto mı́stě nezmı́nit publikaci
”
Geometry of Müntz spaces

and related questions“, z které jsme již citovali (viz [24]). Tato rozsáhlá pu-
blikace se zabývá mnoha vlastnostmi Müntzových prostor̊u, včetně zmı́něné
otázky isomorfńıch prostor̊u, a to jak pro Müntzovy prostory jakožto pod-
prostory C([0, 1]), tak pro Müntzovy prostory jakožto podprostory Lp([0, 1]).
Neńı možné zde vyjmenovat všechny problémy kterými se toto d́ılo zabývá,
zmı́ńıme se však o následuj́ıćım. Autoři publikace věnuj́ı mnoho prostoru
problematice báźı Müntzových prostor̊u. Základńım pojmem tohoto jejich
výzkumu je pojem Schauderovy báze.
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Definice 4.2. Schauderova báze
Bud’ X Banach̊uv prostor. Posloupnost e = {ei}∞i=1 nazveme Schauderovou
báźı X, jestliže každé x ∈ X lze jednoznačně vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem

x =
∞∑
i=1

αiei, ai ∈ R,

přičemž konvergenci výrazu na pravé straně chápeme jako konvergenci v pro-
storu X.

Dlouho bylo otevřeným problémem, má-li každý separabilńı Banach̊uv pro-
stor Schauderovu bázi. V roce 1973 matematik Per Enflo dokázal (viz [29]),
že odpověd’ na tuto otázku je záporná. Jedńım z d̊usledk̊u Věty (3.35) je, že
kvasilakunárńı Müntzovy prostory maj́ı Schauderovu bázi. Autoři ale vzápět́ı
uváděj́ı, že jim neńı známo, existuje-li ne-kvasilakunárńı Müntz̊uv prostor,
který Schauderovu bázi nemá. Zmiňuj́ı přitom domněnku B. Shekhtmana,
podle něhož by př́ıkladem takového Müntzova prostoru mohl být prostor MΛ

pro Λ = {i2}∞i=1. Podařilo-li by se tuto domněnku ověřit, byl by znám daľśı
př́ıklad separabilńıho Banachova prostoru bez Schauderovy báze.
Daľśım objektem zájmu může být problematika topologického doplňku Münt-
zových prostor̊u. Uved’me pro pořádek definici topologického doplňku.

Definice 4.3. Topologický součet a doplňek normovaného lineárńıho prostoru
Řekneme, že algebraický prostor W je algebraickým součtem podprostor̊u A,
B (znač́ıme W = A⊕B), jestliže

A ∩B = {0} a W = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.

Definujeme dále projekce PA a PB předpisem

PA(w) = wA, PB(w) = wB,

pokud w = wA + wB, wA ∈ A, wB ∈ B. Je-li W = A ⊕ B, pak B nazýváme
algebraickým doplňkem A ve W . Konečně, je-li E normovaný lineárńı prostor,
řekneme že E je topologickým součtem prostor̊u M a N , pokud E = M ⊕N
a projekce PM a PN jsou spojité. Je-li E topologickým součtem podprostor̊u
M a N , pak N nazýváme topologickým doplňkem M v prostoru E.

V roce 1982 dokázal Newman (viz [30]) existenci Müntzova prostoru, který
nemá topologický doplněk v prostoru C([0, 1]). Tamtéž zároveň zmiňuje, že
existuje Müntz̊uv prostor, který v C([0, 1]) topologický doplněk má. Rela-
tivně novým výsledkem (viz Al Alam [31]) je existence Müntzova prostoru,
který nemá topologický doplněk v L1([0, 1]). Otevřeným problémem z̊ustává,
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lze-li nějakým zp̊usobem charakterizovat posloupnosti Λ, pro které Müntz̊uv
prostor MΛ má topologický doplněk at’ už v C([0, 1]), nebo v L1([0, 1]).

Daľśı otázkou je, kdy (pokud v̊ubec někdy) maj́ı Müntzovy prostory Krejn-
-Milmanovu vlastnost. Ta je definována následovně.

Definice 4.4. Krejn-Milmanova vlastnost (KMP)
Banach̊uv prostor X má Krejn-Milmanovu vlastnost, pokud každá jeho ome-
zená uzavřená konvexńı neprázdná podmnožina má alespoň jeden extremálńı
bod.

Jedńım z d̊usledk̊u toho, že Banach̊uv prostor X má KMP je fakt, že pro
každou jeho omezenou uzavřenou neprázdnou konvexńı množinu C plat́ı

C = co(ext C),

neboli analogie známé Krejn-Milmanovy věty z funkcionálńı analýzy. Tento
d̊usledek dokázal poprvé Lindenstrauss v [32]. Krejn-Milmanova vlastnost
také souviśı s výše zmı́něnou Radon-Nikodýmovou vlastnost́ı. Banach̊uv pro-
stor s Radon-Nikodýmovou vlastnost́ı totiž má Krejn-Milmanovu vlastnost.
To dokázal opět Lindenstrauss. Důkaz je reprodukován v Phelps [25]. Úplné
vyřešeńı charakteristiky KMP pro Müntzovy prostory by tedy mohlo pomoci
při řešeńı otázky RNP pro tento typ prostor̊u. Autor se otázkou KMP pro
Müntzovy prostory zabýval, narazil ale na obt́ıže. Porovnáme-li totiž př́ıpad
Müntzových prostor̊u se situaćı v C([0, 1]), naraźıme na podstatný rozd́ıl.
K d̊ukazu toho, že extremálńımi body jednotkové koule v prostoru C([0, 1])
jsou pouze konstantńı funkce −1 a 1 se podstatným zp̊usobem využ́ıvá toho,
že pro každé x ∈ [0, 1] a každé ε > 0 a δ > 0 existuje g ∈ C([0, 1]) tak, že

1.) 0 < g < δ, na množině {y ∈ [0, 1] : |y − x| < ε},

2.) g = 0, na množině {z ∈ [0, 1] : |z − x| ≥ ε}.

To však pro Müntzovy prostory neplat́ı. Dle Věty (2.24) můžeme každou
funkci z Müntzova prostoru rozš́ı̌rit na funkci analytickou na množině obsa-
huj́ıćı interval (0, 1). Je-li tedy funkce f ∈MΛ nulová na množině N ⊆ [0, 1],
jej́ıž nějaký hromadný bod lež́ı v (0, 1), pak je tato funkce nulová na celém
intervalu [0, 1], což plyne ze známé věty reálné analýzy. Dı́ky této vlastnosti
nelze k určeńı extremálńıch bod̊u jednotkové koule BMΛ

použ́ıt stejné metody
jako v prostoru C([0, 1]). Jako záchytný bod při daľśım studiu by však mohlo
posloužit následuj́ıćı autorovo lemma spolu s daľśımi poznámkami.
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Lemma 4.5. Bud’ MΛ Müntz̊uv prostor. Položme

T = {f ∈ SMΛ
: 0 ≤ f , f 6= 1} ∪ {f ∈ SMΛ

: f ≤ 0 , f 6= −1}.

Pak
T ∩ ext BMΛ

= ∅.

D̊ukaz. Bud’ f ∈ T , f ≥ 0. Pak

f =
(2f − 1) + 1

2
,

tedy f /∈ ext BMΛ
, nebot’ funkce 2f − 1 lež́ı v BMΛ

.
Obdobně pro g ∈ T , g ≤ 0 plat́ı

g =
(2g + 1)− 1

2
,

a opět g /∈ ext BMΛ
, nebot’ funkce 2g + 1 lež́ı v BMΛ

.

Na druhou stranu ale neplat́ı

BMΛ
\ T = ext BMΛ

.

Vezměme λ ∈ Λ libovolné pevné. Pak funkce 1− 3
2
xλ, 1− 2xλ i 1− xλ lež́ı na

jednotkové sféře SMΛ
, 1− 3

2
xλ ∈ BMΛ

\ T a plat́ı

1− 3

2
xλ =

(1− 2xλ) + (1− xλ)
2

,

a tedy 1− 3
2
xλ /∈ ext BMΛ

. Všimněme si, že pro tuto funkci plat́ı f(0) = ||f ||sup.
Bylo by zaj́ımavé zjistit, jestli funkce z množiny

{f ∈ SMΛ
: |f(0)| < 1 & |f(1)| < 1}

již muśı být extremálńımi body BMΛ
, či nikoli, př́ıpadně záviśı-li to na volbě

Λ. Autorovi se přes netriviálńı úsiĺı nepodařilo ukázat o některé funkci z této
množiny, že neńı extremálńım bodem BMΛ

.
Připomeňme na závěr opět, že studium Müntzových prostor̊u se obecně

neomezuje pouze na př́ıpad podprostor̊u prostoru C([0, 1]. V sekci 2.2 této
práce jsme uvedli analogii Müntzovy věty pro prostory Lp([0, 1]). Daľśım zo-
becněńım tohoto př́ıstupu je pak studium Müntzových prostor̊u jakožto pod-
prostor̊u L1

µ([0, 1]), tedy prostoru funkćı integrovatelných v absolutńı hodnotě
v̊uči konečné nezáporné borelovské mı́̌re µ na intervalu [0, 1]. Vı́ce o této nové
problematice lze nalézt v článku [33].
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[23] Lukeš, J. [2003]
”
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