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Abstrakt: Tato prace se zabyva nékterymi geometrickymi vlastnostmi Miint-
zovych prostoru jakozto podprostoru spojitych funkci. Prvni kapitola je véno-
klasické Miintzoveé vété a Uplné Miintzové vété na prostoru spojitych funkci
na intervalu [0,1], je v ni zminéno také rozsifeni na obecny interval [a, b]
a analogie Uplné Miintzovy véty pro prostory LP([0,1]). Druhd kapitola je
rozdélena do tii ¢asti. V prvni ¢ésti je nejprve uvedeno nékolik zdkladnich
vét a pojmu teorie Choquetovy hranice, nacez je s jejich vyuzitim charakte-
rizovana Choquetova hranice Miintzovych prostoru. Druhd ¢éast této kapitoly
obsahuje vysledek o nereflexivité Miintzovych prostoru véetné jeho dusledku
o nemoznosti zavedeni ekvivalentni uniformné konvexni normy na téchto pro-
storech. Tteti ¢ast je vénovana otazce Radon-Nikodymovy vlastnosti Miint-
zovych prostoru. Hlavnim vysledkem této Casti je nalezeni specidlniho typu
Miintzovych prostoru, ktery nema Radon-Nikodymovu vlastnost. Zavéreénd
¢ast obsahuje shrnuti nékterych dalsich znamych vysledkii a otevienych pro-
blému tykajicich se Miintzovych prostoru.
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Abstract: In this thesis we study certain geometric properties of Miintz spa-
ces as subspaces of continuous functions. In the first chapter we present some
of the most important examples of the Miintz type theorems. Namely, we
present the classic Miintz theorem and the Full Miintz theorem in the setting
of the space of continuous functions on the interval [0,1]. We also mention
several extensions of these theorems to the case of continuous functions on
the general interval [a, b] as well as an analogy of the Full Miintz theorem for
the LP(]0, 1]) spaces. The second chapter is divided into three sections. In the
first section we present some definitions and well-known theorems of Choquet
theory, which we use to characterize the Choquet boundary of Miintz spa-
ces. In the second section we present the result concerning non-reflexivity of
Miintz spaces as well as its corollary describing the non-existence of an equiva-
lent uniformly convex norm on these spaces. In the third section, we concern
ourselves with the question of Miintz spaces having the Radon-Nikodym pro-
perty. As a main result of this part we show that a certain type of Miintz
spaces doesn “t have the Radon-Nikodym property. The final chapter contains
a summary of some known results as well as open problems related to the
theory of Miintz spaces.
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Kapitola 1

Umluva

V dalsim textu budeme prostor spojitych funkci na omezeném uzavieném
intervalu [a,b] znacit C([a,b]) a budeme na tomto prostoru uvazovat supre-
movou normu

[ Flloe = sup [f(2)]

z€la,b]
Prostor algebraickych polynomu na [a,b] budeme znacit Pla,b]. Pro A C
C([a,b]) bude spanA znacit uzavieny linedrni obal prvka mnoziny A. Pro B
Banachuv prostor budeme B* znacit dualni prostor k B, neboli prostor vsech
linedrnich operdtoru na B spojitych tamtéz vaci normé B. Pro p € [1,00)
znacime LP(]0, 1]) piislusny Lebesgueuv prostor se standardni normou

1 lloro)y = / )Pz | pe[100),
0,1]

[ f1zo(0,17) = inf{C : | f(x)| < C skoro vsude na [0, 1]}.

Pro p nezédpornou Radonovu miru na intervalu [0, 1] zna¢ime supt p nejmensi
uzavienou mnozinu A C [0, 1], pro kterou plati u([0,1] \ A) = 0. Symbolem
d; budeme znacit Diracovu miru na intervalu [0, 1], tedy miru splaujici pro
kazdou A C [0, 1]

0.(A) =1, pokud = € A,
0.(A) =0, pokud z ¢ A.



Kapitola 2

Muntzova véta a jeji zobecnéni

2.1 Klasicka Miintzova véta a jeji zobecnéni
na obecny interval

V této kapitole uvedeme dukaz Miintzovy (téz Miintz-Szészovy) véty a nékterd
jeji zobecnéni a dusledky. Nejdiive vsak uvedeme nékolik znamych vét a za-
definujeme nékolik pojmu.

Véta 2.1. Weierstrassova véta
MnoZina Pla,b] je hustd v mnoziné C[a,b]. Neboli pro kazdou f € Cl|a,b]
a pro kazdé € > 0 ezistuje p. € Pla,b] takovy polynom, Ze ||f — pe||e < €.

Uvedme nyni definici, kterd ndm mimo jiné umozni Weierstrassovu vétu
formulovat jesteé jinak.

Definice 2.2. Fundamentalni posloupnost
Bud' {f, }nen posloupnost v Cla, b]. Posloupnost { f,,} nazveme fundamentdini
posloupnosti na intervalu [a, b], pokud span{ f, }neny = Cla, b].

Muzeme tedy Weierstrassovu vétu preformulovat také takto:,,Posloupnost
{2"}nen, je na intervalu [a,b] fundamentdlni.“ Nabizi se tak otdzka, jestli
fundamentdalnich posloupnosti mocnin x neni vice, a jestli je nelze néjakym
zpusobem charakterizovat. Na tuto otazku pravé odpovida Miintzova véta.
Nez ji vSsak zformulujeme, pripomeneme nékolik vét z funkciondlni a kom-
plexni analyzy, které vyuzijeme pii jejim dukazu.



Veéta 2.3. Hahn-Banachova véta
Necht f je spojitd linedrni forma na podprostoru M redlného normovaného
linedrniho prostoru E. Potom existuje F' € E*, pro kterou plati F = f na M

a||F|le = [1f]la-
Zvlaste uziteény bude nasledujici dusledek této veéty.
Disledek 2.4. Necht M je uzavieny podprostor normovaného linedrniho pro-
storu E a x € E\ M. Potom existuje ¢ € E* tak, Ze ¢ =0 na M a ¢(x) # 0.
Také vyuzijeme nasledujici verzi Hahn-Banachovy véty.

Véta 2.5. Algebraickd verze Hahn-Banachovy véty

Necht p je konvexni funkciondl na redlném vektorovém prostoru W a M je
linearnt podprostor W a f je linedrni forma na M. Potom existuje linedrni
forma F na W tak, Ze F = f na M a F < p na W. Je-li p dokonce pseudo-
norma, lze volit F' tak, aby |F|leqp na W.

Nasledujici zndmou vétu neuvadime v plné obecnosti, ale v konkrétnim
tvaru, ktery pouzijeme.

Véta 2.6. Rieszova véta o reprezentact
Bud ¢ € (C([0,1)))*, pak existuje . Borelova mira s omezenou totdini variaci
na [0,1] takovd, zZe pro kazdou f spojitou funkci na [0,1] plati

o(f) = / f(@)dp(z).
[0,1]

Nakonec uved me nékolik tvrzeni z komplexni analyzy. Nésledujici tvrzen{
neuvedeme v plné obecnosti, ale ve tvaru, ktery vyhovi nasim potifebam.

Veéta 2.7. Blaschkeho véta

Bud’ f omezend analytickd funkce na jednotkovém kruhu v komplezni roviné
s nulovymi body {a, }. Pak f nent identicky nulovd prdvé tehdy, kdyz posloup-
nost nulovych bodu splnuje podminku

o0

Z(l — |an|) konverguge.

n=1

Véta 2.8. Residuovd véta
Bud ¢ kladné orientovand Jordanova krivka a f bud funkce holomorfni vsude
na Int ¢ az na izolovanou mnoZinu M. Pak

/fdzsz' Z res(f, z),
¢

z€lnt pNM

kde Int ¢ znaci vnitrek krivky ¢ a res(f, z) znaci residuum funkce f v bodé z.
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Nyni jiz muzeme pristoupit k formulaci Miintzovy véty.

Véta 2.9. Mintzova (Mintz-Szdszova) véta
Posloupnost
xko,a:’\l,...,m’\”,...
kde 0 < Ao < A1 < Ao < ..., je fundamentdlni na [0,1] prdvé tehdy, kdyz
)\0 =0a
1

di €.
N werguje

NE

n=1

Dikaz. (Tento dukaz je mozno nalézt ve W.Rudin [1]. Puvodni dukaz je
mozno nalézt kupiikladu v A.Pinkus [2]). Predpokladejme, ze plati
0 =X < A\ < .... Pokud posloupnost {z*»}°°, neni fundamentdlni, pak
neni fundamentdlni ani posloupnost {z*»}2 ;. Z Hahn-Banachovy véty (resp.
jejiho dusledku (2.4)) a Rieszovy véty o reprezentaci (2.6) pak existuje nenu-
lovéa borelovska mira s omezenou totalni variaci, pro kterou plati

/ e dp(r) =0, n € N. (2.1)
[0,1]

o0

Ukéazeme nyni, ze za predpokladu divergence sumy > /\L kazda takova mira
n=1""

spliiuje zaroven

/ 2dp(z) =0, n € N. (2.2)
[0,1]

To ziejmeé plati, pokud p = ¢ - dy pro néjakou nenulovou konstantu c.
V ostatnich piipadech muzeme dokonce predpokladat, ze mira p neni koncen-
trovand v nule. Skuteéné, pokud by totiz platilo

p({0}) = ¢ #0,
sta¢i misto miry g uvazovat miru v definovanou nasledujicim zpusobem
v = | — cdp.
7 nagich predpokladu vyplyva, Ze v je netrivialni. Stéle pfitom spliuje

/ M dy(z) = / e du(z) =0, n € N,

[0,1] [0,1]



coz jsme chtéli. Pritom pokud v m4 vlastnost (2.2), pak ma tuto vlastnost
i p. Budeme tedy v dalsim predpokladat, Zze p neni koncentrovand v nule.
Polozme

f(z) = / v*du(z), z € {z € C: Re z > 0}. (2.3)
[0,1]
Pro x € (0,1] a z splitujici Re z > 0 plati 27 = e*!"® a |27| = 27 < 1.

Funkce f je tedy analytickd a omezend na mnoziné {z € C : Re(z) > 0}.
Znacme déle tuto mnozinu /. Funkce f déle zfejmé splnuje

Polozme nyni

o) =1 (1) s e L.

Zobrazeni
1+2
z= ——, |zl <1
1—2

zobrazuje jednotkovy kruh v komplexni roviné na /.. Funkce g je tedy ome-
zend analytickd funkce na jednotkovém kruhu spliujici g(a,,) = 0, kde

A1

=—,n=12...
An_%]j n » <

Qp

Pouzijeme-li nyni Vétu (2.7), dostaneme, ze g je netrividlni praveé tehdy, kdyz

[e.e]

Z(l — |aw,|) konverguje. (2.4)

n=1

Lze snadno ukdzat, ze Y (1 — |ay,|) konverguje prave, kdyz suma . 5= di-
n=1 n=1""

verguje. Plati-li tedy, ze >  + = je divergentni, je ¢ = 0 a tedy f = 0. Potom
n=1

1
An
je ale
0= f(n)= /x”d,u(x), n €N,
[0,1]
a u tedy splnuje vztah (2.2). Z dusledku Banachovy véty (2.4) tedy vyplyva,
7e funkce o™ lezi v span{xz™, 2?2, ...} pro kazdé n piirozené. Zkombinujeme-

[e.9]

li tento vysledek s Weierstrassovou vétou dostavame, ze je-li suma )\L
n=1""

A2
Y

divergentni, pak je posloupnost {1, z*, 2*2, ...} fundamentalni.
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o0
Predpoklddejme nynf, ze > 5= je konvergentni. Podaii-li se ndm zkonstru-
n=1""
ovat netrivialni nezapornou Borelovu miru s omezenou totalni variaci, ktera

spliuje (2.1), jsme hotovi. Polozme tedy

o0

1 A — 2
f(z) = (z+2)2}_[02+>\n+z' (25)

Funkce f je meromorfni s pély v bodech —2 a —2 — X, a nulovymi body
v Ap. Funkce f je zaroven omezend na mnoziné {z € C : Rez > —1}, ne-
bot kazdy z ¢lenu v (2.5) je tam v absolutn{ hodnoté mens{ nez 1. Budeme
tuto mnozinu znacit /_; ;. Pro kazdé takové z € I_;; muzeme s vyuzitim
Cauchyovy formule psat

1 [ flw)
LN G ACO 2.
omi ) w—z (2:6)
g
kdeT'p ={wel  ;:|-1-w|=R}U{w=—1+1it:t € [-R, R]}. Ozna¢me
pro R >0

f(2)

I (R)={wel,,:|—-1-uw| =R}
I’ ,(R)={w=-1+it:te[-R,R]}.

Potom pro libobolné pevné z € I_; ; plati

fw)

w—z

lim |— de < lim z Sup
R-so0 | 271 w—2z R=o0 2 et (R)

I, (R

= 0. (2.7)

Nebot rovnost (2.6) muzeme pro z € I_; , a R > (1 + |z|) napsat ve tvaru

£(z) = 1 S (w)

271 w—z 271 w—z
1M, (R 12, (R)

dw,

dostaneme limitnim ptrechodem pro R — oo s vyuzitim vztahu (2.7) rovnost

L[ tis)

T& =5 | Toz=is (28)

o0

Tu muzeme piepsat jako

f(2) ! /1 x* ( +00 f(—1 +is)e‘i81”ds) dz,
0 —

:% N
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vyuzijeme-li vztah

1 b
—,:/ ¥ "dx.
1+2—1s 0

Polozme nakonec
1 [ .
du(z) = 2—/ f(=1+is)e ™™mds € (0,1].
7T — 00

Vyraz du(z) je Fourierova transformace f(—1+1s) v bodé In z. Takto zadany

operétor je omezeny a spojity na (0, 1] diky ¢lenu ﬁ v rovnosti (2.5), ktery

zarucuje, ze f(—1+1s) je funkce v L'(]0, 1]). Tato mira m4 vSechny vlastnosti,
které jsme pozadovali. Skutecné, je totiz

1
0= f(\) :/ e dp(r), n=0,1,2,....
0

]

V nasledujicim ukazeme, jak zobecnit charakterizaci fundamentalnich po-
sloupnosti v piipadé, ze misto intervalu [0, 1] uvazujeme obecny interval [a, b].
Zacneme jednoduchym pomocnym tvrzenim.

Lemma 2.10. Bud' I interval typu [a,b] C (—oo,00), pricemZ 0 € I a bud
{Ai}ien posloupnost kladnijch redlnych c¢isel takovijch, Ze mnoZina

A = span{l, 2™ 2 ...}
je hustd v prostoru C(I). Potom mnozina

Ay = span{z™, 2™ ..}
je hustd v prostoru Co(1) = {f € C(I) : f(0) = 0}.

Dikaz. Zvolme pevné libovolnou funkei f € Cy(I). Vime, Ze existuje posloup-
nost {¢,} funkci z A, kterd konverguje k f stejnomérné na I. Oznacme jako
¢, funkce z A; takové, ze

Up =y -1+ ¢p, a, €R.
Potom plati
L = &ull SN = all + lon| = [1f = |l + [(f = 10)(0)]

< 2|[f = ull
Vidime tedy, ze posloupnost funkci ¢, lezicich v A; konverguje k f stej-
nomérné na I, a nebot jsme f volili libovolné, je tvrzeni dokézano. O]
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Prave dokazané tvrzeni vyuzijeme pii dukazu nasledujici véty, ktera cha-
rakterizuje, kdy je posloupnost polynomu s nezapornymi celymi exponenty
fundamentalni v prostoru C([a, b]).

Poznamka 2.11. Nasledujici dvé véty lze nalézt v A. Pinkus [2], kde jsou ale
shrnuty ve vétu jedinou. My je zde pro vétsi prehlednost uvadime oddélené.

Véta 2.12. Miintzova véta na obecném intervalu [a, bl
Necht [a,b] C R je omezeny uzavieny interval a N bud’ libovolnd posloupnost
navzdjem ruzniych nezdpornich celjch céisel. Oznacme

My = span{z" :n € N}.
Potom
i) Je-lia=0 ¢ib=0, pak

1
My = Cla, b] prdvé tehdy, kdyz 0 € N a Z — diverqguje,
neN\{0}

ii) Je-li [a,b] C (—00,0) nebo [a,b] C (0,00), pak

1
My = Cla, b] prdvé tehdy, kdyz g — diverguje,
n
neN\{0}

iii) je-li a < 0 < b, pak

1
My = Cla, b] prdvé tehdy, kdyz 0 € N a E — diverguje,
neN\{0} "
n sudé
1
i 1 E — di €.
a zdroven 25 erquje

n liché

Dikaz.

i) Diukaz je v tomto piipadé prakticky stejny jako dikaz Miintzovy véty na
intervalu [0, 1], 1isi se pouze v nékolika bodech. Za prvé, tam kde jsme
v dukazu Miintzovy véty konstruovali funkei f (viz 2.3), bychom nyni
konstruovali funkci

fo(2) = / (%)Zd;z(x), z€{z€C: Re(z) > 0}.



ii)

iii)

Tato funkce je opét holomorfni a omezena na svém definicnim oboru
a zbytek dukazu této implikace pak oproti diukazu Miintzovy véty na
[0, 1] probéhne beze zmény, pouze misto s funkei f pracujeme s funkef

Jo-

Dukaz opacné implikace se shoduje s dukazem Miintzovy véty az do
rovnosti (2.8). Tu muzeme v tomto piipadé prepsat jako

£(z) = ﬁ /Ob (%) ( :O F=1+ z‘s)eisln(’ﬁ)ds> d,

vyuzijeme-li vztah

1 _E/b(£>z—isdx
L+z—is bJ, \b '

Nyni, analogicky jako v dukazu Miintzovy véty, definujeme miru u takto:
du(z) = —— /OO F=1+is)e (B ds, z € (0,1]
27Tb . ) ) )

pricemz tato mira ma opét presné ty vlastnosti, které jsme pozadovali.

Predpokladejme, ze interval je typu [a,b] C (0,00), a ze zminéna fada
diverguje. Pokud navic plati 0 € N, potom z bodu i) dostdvame, ze
posloupnost {z"},en je fundamentalni v prostoru C([0,b]), a tedy je
ziejmé fundamentdlni i v prostoru C([a, b]). Pokud 0 ¢ N, pak z bodu i)
a Lemmatu (2.10) vyplyva, ze posloupnost {z"},cn je fundamentalni v
prostoru Cy([0, b]). Pak je ale ziejmé fundamentélni i v prostoru C([a, b]),
nebot kazdou funkei z tohoto prostoru lze rozsirit na funkei z Cy ([0, b]).
Pokud je interval typu [a,b] C (—o0,0), postupujeme analogicky.

Dukaz opacné implikace 1ze nalézt v Clarskon, Erdos [3]. Jde o silné
netrividlni dukaz, uvést jej v plném rozsahu bohuzel prekracuje moznosti
této prace.

Predpokladejme nejprve, ze jsou prislusné podminky na N splnény.
Ozna¢me déle ¢ :== max{—a,b}. Z bodu i) plyne, ze jak posloupnost

S = {1, {2" }nen\{0}, n sudé }»

tak posloupnost

L= {1,{2" }en, n tiché},
je fundamentélni v C'([0, ¢]). Ozna¢me dale jako L mnozinu vsech lichych
spojitych funkci na [—c, ¢| a jako S mnozinu vsech sudych spojitych
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funkci na [—c,c]. Nebot kazda spojitd funkce na [—c,c| je konetnou
linearni kombinaci funkei z L, S a konstantni funkce, je posloupnost
{1,{2"}en} fundamentdlni v prostoru C([—c,¢]). Ten ale diky nasi
volbé ¢ obsahuje i prostor C([a,b]) a posloupnost {1,{z"},cn} je tak
ziejmé fundamentélni i v tomto prostoru.

Predpokladejme nyni, ze posloupnost {z"},en je fundamentalni v pro-
storu C([a,b]). Pak jisté 0 € N, a oznac¢ime-li d := min{—a,b}, je
zminénd posloupnost fundamentélni na C([—d, d]). Z toho uz ale plyne,
ze posloupnosti S a L jsou kazdd fundamentélni v prostoru C([0, d]), ne-
bot kazdou spojitou funkci na intervalu [0, d] muZeme spojité rozsiFit na
[—d, d] jako soucet konstanty a liché, resp. sudé funkce. Bod i) nam pak
zarucuje, ze podminky divergence piislusnych tad v iii) jsou splnény.

]

Véta 2.13. Miintzova véta na obecném intervalu [a, bl

Bud’ [a,b] C R omezeny uzavieny interval. Bud g € C(R), kterd md holo-
morfni rozsireni na celé C. Ddle bud A podmnozina R, kterd md konecny
hromadny bod. Oznacme

Ny = {n:4"(0) # 0},
My, =span{z" : n € Ny},
Op = span{g(A\x) : A € A}.
Potom

O = C([a,b]) prave tehdy, kdyz My, = C([a,b]).

Dikaz. 7 Hahn-Banachovy véty (resp. dusledku (2.4)) a Rieszovy véty o re-
prezentaci (2.6) plyne, ze mnozina Q@ nesplyva s celym prostorem Cla, b
pravé tehdy, kdyz existuje nenulova borelovskd mira p s omezenou totalni
variaci na [a,b], kterd spliuje

/ g(\z)du(z) =0, X € A.
[a,b]

Predpokladejme tedy, ze takova mira existuje a zaroven My, splyvé s prosto-
rem Cla, b]. Polozme

h(z) = / g(zx)dp(z). (2.9)
[a,b]

Nebot ¢ je holomorfn{ na celém C, je takova i h. Navic h(\) = 0 pro vSechna
A € A. Z predpokladu vime, ze A ma koneény hromadny bod. Musi tedy
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nutné platit h = 0. Muzeme tedy derivovanim rovnosti (2.9) podle z ukazat,
ze plati

/ 2"g"™ (zz)dp(z) = 0, n € N,
[a,b]

Polozime-li nyni z = 0 dostaneme
§"0) [ a"du() =0, n €N,
[a,b]

a tedy plati

/ 2"dp(z) =0, n € N,.
[a,b]

Nebot ale My, splyvé s prostorem C'a, b], musi byt mira x identicky nulové,
COZ je Spor.

Piedpokladejme naopak, ze My, nesplyva s prostorem Cfa, b] a existuje
tedy nenulova borelovska mira s omezenou totalni variaci, ktera splnuje

/ z"dp(x) =0, n € N,.
[a,]

Nebot ¢ je holomorfni na celém C, plati ddle

Kombinaci téchto dvou faktu dostavame
/ g A\x)dp(z) =0, AeR
[a,b]

a M tedy nemuze splyvat s prostorem Cla, b]. O

2.2 prlné Miintzova véta a jeji analogie pro
prostory L?([0,1])

Vratme se nyni jesté k pifpadu, kdy nasim uvazovanym intervalem byl interval
[0, 1]. Doposud jsme uvazovali pouze rostouci posloupnosti exponenti \,.

V této kapitole ukazeme, Ze této podminky se lze zbavit. Nejprve viak uvedme
nésledujici analogii Miintzovy véty pro prostory LP([0,1]), kterou dokdzeme
pro piipad p = 2.

12



Véta 2.14. Uplnd Miintzova véta na LP([0,1])
Bud p € [1,00) a {\,}5%, bud posloupnost navzdjem riznijch redlnych cisel
vétsich nez —1/p. Potom

span{z™, 2™ ...}
je husty v LP(]0,1]) prdvé tehdy, kdyz

i Ant 5 y .
1 diverguje.
n=0 ()\n + P) + 1

Poznamka 2.15. V tomto znéni lze vétu i s dukazem nalézt v Borwein,
Erdélyi [4]. V Erdélyi, Johnson [5] je dokézdna verze této véty pro prostory
LP([0,1]), kde p € (0,1). V Borwein, Erdélyi [6] je uvedena verze této véty
pro prostory LP([a,b]) a C([a,b]), kde [a,b] C (0,00) a dokonce pro libovolnou
posloupnost navzajem riznych realnych exponentu.

Zde dokazeme tuto vétu pro konkrétni piipad p = 2. Nez vSak tak ucinime,
uvedeme dvé pomocnd tvrzeni, z nichz jedno dokazeme a u druhého pouze
odkazeme na prislusnou literaturu, v které je dikaz mozno nalézt. Nasledujici
tvrzeni veetné uvedeného dukazu lze nalézt v Ha Dzung [7].

Lemma 2.16. Bud {ay}ren posloupnost redlngjch cisel takovd, Ze pro kazdé
k prirozené plati 0 < ap # 1 a navic plati klim ar = 0. Potom
— 00

n—o0

lim ;ak = diverquje prdavé tehdy, kdyz nh—g}og 1 —ag|=0. (2.10)

Diikaz. Nebot jsme piedpoklddali, Ze a; jsou nezdporné a klim ap = 0, plati
—00

nasledujici rovnost
. In|1 — ay
lim —— =

k—o0 ag

—1.

Existuje tedy N prirozené tak, ze
3 1
—§ak < ln|1 — ak| < —Eak, k> N.

7 toho vidime, ze

(e} o
Z ay, diverguje prave tehdy, kdyz Z In |1 — ag| diverguje,
k=1 k=1

13



neboli

g ay, diverguje prave tehdy, kdyz lim (111 | | 11— ak|> = 00.
n—oo
k=1 k=1

7 toho jiz s vyuzitim spojitosti exponencialni funkce plyne ndmi pozadované
tvrzeni (2.10). O

Jak jsme jiz predeslali, nasledujici Lemma uvedeme bez dukazu. Ten lze
nalézt v Ha Dzung [8].

Lemma 2.17. Bud n libovolné prirozené a bud'te \1,. .., \, navzdjem riznd
kladnd ¢isla. Oznaéme ddle N, = span{z™, ... x*}. Potom pro vSechna A >
0 plati

- A IR S & LA
¢1611Afn Hx QbHLz([o,u) - m]lj[l AT

Nynf jiz pristoupime k dikazu Uplné Miintzovy véty na LP([0,1]) (2.14)
pro p = 2. Pro prehlednost znovu zformulujeme tuto vétu v prislusném tvaru.

Véta 2.18. Uplnd Miintzova véta na L2([0,1])
Bud {\,}52, posloupnost navzdjem riznych redlngjch cisel vétsich nez —1/2.
Potom

span{z™ x™M ..}

je husty v L*([0,1]) prdvé tehdy, kdyz

e 0 .
- awverquje.
Z(An+§)2+1 94

Diikaz. Budeme uvazovat nasledujicim zptisobem: nebot

£2([0,1]) = {F € C(0, 1)} w2,

a dle Weierstrassovy véty (2.1) jsou polynomy husté v C([0, 1]) (a tedy také
v L?([0,1])), staci ndm ukdzat, ze divergence fady je ekvivalentni se splnénim
nasledujiciho vztahu

™ € span{zro, xM ... }“.HL%O’”), m € N, (2.11)

pricemz nam tento vztah zrejmé staci ovérit pro prirozené hodnoty m # \;,
1=0,1,.... Méjme tedy takové m. Lemma 2.17 nam 1ik4, ze

n—1
" — E b,
i=0

inf
b;eC

)

1 n—1
:\/1+2mg

L2([0,1])

14



vztah (2.11) pro ndmi zvolené m tedy plati prave tehdy, kdyz

Posledni rovnost muzeme ekvivalentné zapsat také takto:

n—1

m—l-/\ +1‘ g m+ X+ 1

A;m —1/2<Xi<m

’ — 0. (2.12)

Tato podminka je splnéna pravé tehdy, kdyz

o0
diverguje, nebo Z (2\; + 1) diverguje.

i=0
—1/2<X\;<m

Skutecné, rovnost 2.12 plati praveé tehdy, pokud plati alespon jeden z vyroku

m— \;
1 L 1=0 2.13
manp [T |55 2] =0 213
)\i;m
nebo
n—1 m — )\
li — ' | = 2.14
e [ m+)\,-+1‘ (2.14)
—1/2<X\i<m

Tyto vyroky mohou platit pouze tehdy, pokud je alespon jedna z posloupnosti
{Ai: A >m}, {\: —1/2 < \; < m} nekoneénd. Je-li nekoneénd posloupnost
{Ai : Ay > m}, potom m4 jisté alespon jeden hromadny bod. Muzeme bez
ijmy na obecnosti predpokléddat, ze méa praveé jeden hromadny bod. Je-li tento
hromadny bod koneény, pak jisté plati vyrok 2.13 a stejné tak musi divergovat

rada E T +1 Je-li hromadny bod této posloupnosti roven nekonecnu, pak

1=0
Ai>m

z Lemmatu 2.10 vyplyva, Ze platnost vyroku 2.13 je ekvivalentni s divergenci
rady

o0

1
Z m+XN+1

Ai>m

Ta ale diverguje pravé tehdy, kdyz diverguje rada Z Tl +1, coz jsme chtéli.

)\>m
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Predpokladejme, Ze je nekonecnd posloupnost {\; : —1/2 < \; < m}.
Opét muzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze ma pravé jeden hro-
madny bod. Lezi-li tento hromadny bod v intervalu (—1/2, m|, pak plati vyrok
2.14 a stejné tak jisté plati, ze tada > (2\; + 1) diverguje. Zbyva nam

-1 /QZAz‘Sm
vysetfit moznost, ze hromadny bod této posloupnosti je roven —1/2. Pak ale
z Lemmatu 2.10 vyplyva, ze platnost vyroku 2.14 je ekvivalentni s divergenci
rady

i 2)\; + 1
=0 m + )\l + 1
—1/2<X\;<m

Tato tada ale diverguje prave tehdy, kdyz diverguje rtada > (2\; + 1).
—1/2:)\¢§m
Zopakujme nyni, pro vétsi prehlednost, k ¢emu jsme prozatim dospéli. Ukazali

jsme, ze platnost inkluze

Y

|
[l 2
2™ € span{xro M, .} O

pro libovolné piirozené m lezici mimo posloupnost {\; };en je ekvivalentni se
splnénim rovnosti

pricemz tato rovnost plati przive tehdy, pokud

o0 1 o0
Z T diverguje, nebo ; (2\; + 1) diverguje.
¥ S _1/2<N<m

To je ale ekvivalentni s divergenci fady

20 +1
) 2 )
“ (2N +1)+1

o0

7=l

Skutecné, staci si vSimnout, ze plati nasledujici nerovnosti

> 2\ +1 > > 2\ + 1
Z (2M +1 Z:: 2:: 20+ 12+ 17
Ai>m Ai>m

NS

. 20 + 1 20 + 1 .
B e 2\ + 1).
L Gmapris X mupris 2
—1/2< A <m —1/2<A<m —1/2<A<m

]
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Véta 2.19. Uplnd Miintzova véta
Necht {\;}32, je posloupnost navzdjem riznigch kladnyjch redlnijch éisel. Potom
mnozina
span{l,z™ ...}
je hustd v prostoru C([0,1]) prdvé tehdy, kdyz

[e.9]

Z A diverguje
i1 A+ 1 g

Nez pristoupime k dukazu této véty, vSimnéme si, ze staci dukaz provést
oddélené pro nasledujici pripady:

1.) Pro posloupnost {\;} plati inf \; > 0.
2.) Posloupnost {A;} spliuje lim \; = 0.
1—00

3.) Posloupnost {\;} je tvaru {\;}22, = {a}2, U{Bi}2, kde lim a; =0
71— 00
a lim f3; = oo.
1—00
Skutecné, kromé pravé uvedenych pripadu muze jeste nastat situace, kdy
posloupnost {);} obsahuje podposloupnost {«;}, pro kterou lim a; =0
1— 00
a zaroven obsahuje podposloupnost {f;}, pro kterou lim f; = ¢, pro néjaké
71— 00

¢ > 0. V tom piipadé ale ndmi zkoumand rada jisté diverguje a dle bodu 2)
je v C([0,1]) hustd mnozina span{l,2" 272 ...} a tedy ziejmé i mnozina
span{1, 2™ 22 ... }. Jiné ptipady jiz vSak nastat nemohou.

Pristupme nyni k dikazu Veéty(2.19). Nejprve dokdzeme jeji platnost za
predpokladu bodu 1), tedy iIilf A; > 0. V dukazu vyuzijeme Uplnou Mintzovu

vétu na L*([0,1]) (2.18).
Diikaz. (Veéty(2.19) pro inf \; > 0.) PFedpoklddejme nejprve, ze dokonce plati
Ai > 1,7 € N. Potom zfejmé pro vsechna x € [0,1] a n € N plati nasledujici

nerovnosti
z n
A— / (mtm_l — ZaiAitki_l> dt
i=0

0
1
S/
0

mt™ = "\t dt
=0
1 " 9 1/2
< / mt™ ™t = "\t dt (2.15)
1=0

0
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(v posledni nerovnosti jsme pouzili Hélderovu nerovnost) a

1 5 \ /2

/ tm — Zn: at™ tm — Zn: at™
1=0 =0

0
Diky dodatecnému predpokladu A\; > 1, ¢ € N, dale plati nasledujici ekviva-
lence:

(2.16)

[e.o]

[e.e]

> >\z . . L. g 2(/\1 — 1) +1
; m diverguje pravé tehdy, kdyz ; G0 —1)+1)2 +1

diverguje
(2.17)

o oo

Aj 2) + 1
di j wve tehdy, kdyz —_
; Y iverguje pravé tehdy, kdyz ; o1

diverguje.

(2.18)

diverguje. Ekvivalence (2.17) v kombinaci

Predpoklddejme nyni, ze Z = i o

s Vétou (2.18) ifkd, ze spcm{xAO LagM=1 .} je husta v L2([0,1]), z ¢ehoz
ale podle nerovnosti (2.15) a Weierstrassovy véty (2.1) plyne, ze mnozina
span{1,x* 22 ...} je hustd v C([0,1]). Je-li naopak span{l,z* z* ...}
hustd v C([0, 1]), potom nerovnost (2.16) v kombinaci s Weierstrassovou vétou
(2.1) implikuje, ze je tato husta i v (C([0, 1)), || HLz (0, 1] ), atedy i v L*([0,1]).

Z Véty (2.18) a ekvivalence (2.18) pak plyne, ze Z 2 diverguje.

2+1
Praveé dokazany vysledek nyni pouzijeme k dukazu tvrzem pro 0 < mf A< 1.

Zvolme 0 < 9 < inf \; libovolné pevné a definujme zobrazeni

T:xw—2° 2 €l0,1].

Toto zobrazeni je spojité, prosté zobrazeni intervalu [0, 1] na [0, 1], a je to tedy
homeomorfismus. Definujme nyni zobrazeni ® nasledujicim zptsobem:

O:f foT, feC(0,1]).

Pak z vlastnosti T' vyplyva, ze ® je isometricky isomorfismus C([0,1]) na
C'(]0,1]). Vidime tedy, Ze hustota mnoziny

span{l,z™ ™, ...}
je ekvivalentni hustoté mnoziny

span{®(1), ®(x™), ®(2™),... }.
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Ao ; .
Nynf si stacf viimnout, ze ®(1) =1 a ®(z*) = 27, i € N. Oznacime-li

s
M= i eN,
B}
pak inf \¥ > 1 a k dokonceni dikazu staci vyuzit vyse dokazany vysledek

spolecné s nésledujicimi nerovnostmi

00 /\Z 1 e
52 <ZIA12+1 521

Z

]

Daéle se budeme vénovat piipadu lim A; = 0. Nejprve vsak dokazeme New-

manovu nerovnost, kterou budeme k dukazu potrebovat. K dukazu samotné
Newmanovy nerovnosti vSsak budeme potiebovat jesté nasledujici vétu, kterou
uvedeme bez dukazu. Tuto véta byla poprvé publikovédna v Kolmogorov [9].

Véta 2.20. Kolmogorovova nerovnost
Pro libovolnou funkci f € C?([0,00)) plati ndsledujici nerovnost

1112 < 41" ool f oo (2.19)
kde || - || v tomto pripadé znaci supremovou normu na intervalu [0,00).

Véta 2.21. Newmanova nerovnost
Bud’ {)\;}32, posloupnost navzdjem riznijch kladnijch redlngjch ¢isel. Oznacme

I, = span{l,z™, ... 2™}, neN.

Potom pro vsechna prirozend n plati nerovnost

d n
|| - %'Y(J?)Hoo <11 (Z AZ-) 17(2)] |, 7 € T
1=1

Diikaz. Zvolme pevné n prirozené. Nejprve ukazeme, ze bez tjmy na obecnosti
n

lze predpokladat, ze Y A; = 1. Neni li tomu tak, definujme zobrazen{
i=1

/3
T:xw—x = | xel01].

Pak T je (podobneé jako v pfedchozim dukazu) homeomorfismus [0, 1] na [0, 1].
Definujme déle zobrazeni

O:f foT, feC(0,1]).
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Zobrazeni ® je isometricky isomorfismus C([0, 1]) na C([0, 1]) a navic

Oznacme déle

X=X/ N j=1....n

n
Potom ziejmé ) A7 = 1 a plati-li dokazovand nerovnost pro posloupnost
=1

‘77
exponentu {A}, ..., AX}, potom plati i pro posloupnost {Ay, ..., A\, }, coz plyne
z vlastnosti zobrazeni ® a nasledujici rovnosti

||z - ()] = (ZA> |z - —<I>( )@l v € L.

V dalsim tedy budeme uvazovat ) A\; = 1. Definujeme-li zobrazeni
i=1

U:z— —In(z), z €]0,1],

pak ¥ je homeomorfismus [0, 1] na [0, 00) a pro libovolné v(z) = ¢ + > ;2

i=1
prvek I'), plati
i'y(x) = ic-)\-x)‘z = ic)\-e a4 v(U(x))
dz i=1 o i=1 o d¥(x)

Muzeme se tedy pri dokazovani Newmanovy nerovnosti soustiedit na prislusny
odhad supremové normy funkci tvaru

= e (2.20)
=1

na intervalu [0, 00). Oznatme = = {z € C : |z — 1| = 1} a definujme

T2 = A _
B(z) =] T C€E (2.21)
i=1

Dokazeme néasledujici nerovnost

IB(2)| >1/3, z € =, (2.22)
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Bud i € {1,...,n}. Zobrazeni

Z

zobrazuje = na kruh, jehoz pramér je tvoren intervalem [—1,(2—X\;)/(2+ \;)]
a pro vSechna z € = tedy plati

a mame tedy odhad
Tl — /2
B > —_— =. 2.2
B =30 2 (2.23)

i=1
Pro dalsi odhad tohoto vyrazu vyuzijeme nasledujici nerovnost: pro vsechna
x,y nezapornd plati
-2 1-y 1-(z+y) 2zy(x +y) >1—(x+y)
Ttz 14+y 1+@+y) (Q+2)0+y)A+@+y) ~ 1+ (@ +y)

Opakovanym pouzitim této nerovnosti dostaneme

3

1-1 ,
2 1)\Z_1—1/2

N LH12

1= N/2 :
H1 Wk
n=1 + ’L/ 1+

~1/3,

[

=1

coz v kombinaci s odhadem (2.23) ddva pozadovanou nerovnost (2.22). Déle
polozme
() = —— / e te [0, 00)
= VA (0.¢}
2mi ) B(z) Y

z Residuové vety (2.8) vyplyva, ze T'(t) je funkce tvaru (2.20), z ¢ehoz mimo
jiné plyne, ze
1 ZQe—Zt
T'(t) = — | ——dz, t € [0,00).
() 27m'/ Bz = 1€ 0:0)

Parametrizujeme-li nyni mnozinu = klasickym zpusobem

E={1+¢€" 0c|0,2m)}
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a vyuzijeme-li nerovnost (2.22) s vyuzitim Fubiniovy véty dostaneme

21

/ 1T (t)|dt < ( ) / / 2(1 4 cos())e~ et goar
0 0 O

27

( ) /2 (1 cos(6 (1 + 0108(9))d9 = 6. (2.24)

Nyni se budeme zabyvat vyrazy tvaru [ e 7" (t). Vyuzijeme-li opét Fubi-
0
niovu vétu, dostaneme

iy 2
1 z

/ e M (t)dt = 2mi | mdz. (2.25)

Integrovana funkce na pravé strané této rovnosti ma poly pravé v bodech
Ai, které jsou obsazeny v Int = (pfipomenme, ze predpokladdme Y \; = 1).
i=1
Muzeme tedy pocitat
! —22 d —Z2 1 —Z12 0
— z = —res ,00 | =res | — 0] .
2% ) B+ M) B+ M) 2B+ M)

Hodnotu pozadovaného residua na pravé strané rovnosti nam pomohou urcit
nasledujici vztahy

1 1 & . S D VR VE
T - A T =g T

23 22 z

=1 =1 7j=1
n n 2
:1+2( )\i>z+2<2)\i> 22+
i=0 1=0
= 142242224,
a tedy
1 _1+2—Ak+A,ﬁ—2Ak+2+
ABL) M+ 2B 22 2
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Kombinaci vztahu (2.25) a pravé uvedeného tedy dostdvame
/ e M (1) dt = N2 — 20, + 2. (2.26)
0

Uvazujme nyni funkci ¢ tvaru (2.20) a libovolné a prvkem [0,00). Rovnost
(2.26) nam pak zarucuje platnost nasledujiciho vztahu

oo

/Q(t+a)T” /(Z cie % M) T"(t)dt

0

n

(o]
— § :cze / - tT//
i=1 0

CZB_)\M()\Z‘Q — 2)\2 + 2)
=1

= ¢"(a) — 2q'(a) + 2q(a).

Plati tedy (pro vsechna a prvkem [0, c0))

3

[e.o]

¢"(a) — 24/(a) + 2q(a)] < / lg(t + Q)T ()t < llglloe / T (1) dt
< 6/lq] oo

kde jsme v poslednim kroku vyuzili nerovnost (2.24). Ihned tedy plyne
1g" oo < 2[l¢'loo + 8llq]]oo-

Zkombinujeme-li tuto nerovnost s Kolmogorovovou nerovnosti (2.19)

1113 < 4ll el Nl f € CP([0,00)),

/ 2 /

[lglfoo lgi !oo
z kterého jiz trivialné plyne nami pozadovana nerovnost

dostaneme vztah

¢l
4l

<11

7 tvah na zacatku dukazu a faktu, ze funkce ¢ byla volena jako libovolna
funkce tvaru (2.20) vyplyva, ze dukaz je dokonéen. O
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Poznamka 2.22. Vétu v tomto znéni véetné dikazu lze nalézt v Almira [10],
puvodni ¢lanek viz Newman [11]. Kolmogorovova nerovnost (2.19) vyuzita na
samém konci dikazu je optimalni, konstanta 4 je nejmensi mozna. Samotna
Newmanova nerovnost optimdlni neni, dodejme Ze existuji verze této véty
pro polynomy na obecném intervalu [a,b] C (0,00). O tomto zobecnéni se
lze docist v ¢lanku [12], kde autofi jednak odkazuji také na dalsi podobné
vysledky v prostorech LP([0,1]), jednak uvadéji doménku o optimalni kon-
stanté Newmanovy nerovnosti pro prostor spojitych funkei na intervalu [0, 1],
ktera je podle nich rovna 4.

Vratme se nyni k dikazu Veéty (2.19). Jiz jsme dukaz provedli pii do-
dateéném predpokladu inf \; > 0, nyni provedeme dukaz pro pripad lim \; =
K3 71— 00
0.

Diikaz. (Veéty (2.19) pro lim A; = 0.)
1—00

Necht lim \; = 0. Potom je snadné ovérit, ze
71— 00

o0

)y
Z PV dlverguje pravé tehdy, kdyz Z A; diverguje. (2.27)

=1

Predpokladejme tedy, ze fada ) A; diverguje. Chceme dokézat, Ze mnozina
i=1

span{1,2* ...} je hustd v prostoru C([0,1]). Diikaz bude probihat stejné

jako dukaz analogické implikace v Miintzové vété (2.9) az do bodu (2.4).

Podaii-li se nam ukazat, ze za stavajicich predpokladu tento bod splnén neni,

budeme schopni dukaz pozadované implikace dokonéit stejné jako ve Véteé

(2.9). Chceme tedy dokazat nasledujici: za predpokladu zliglo A; = 0 plati

pokud Z)\ diverguje, pak Z (1 —

i=1

-1
ii 1 D diverguje. (2.28)

Najdéme za timto tucelem iy prirozené tak, ze \; < 1 pro vSechna ¢ > 4.

Potom plati
- Ai—1
A < )
Saed =2 (i =)
z ¢ehoz vyplyva, ze vyrok (2.28) plati.
Pro dukaz opacné implikace v (2.27) predpokladejme pro spor, Ze mnozina

A+1><§(1_

i=ig

span{1,2* ...} je hustd v prostoru C([0,1]) a > \; je konecnd. Oznacme si
i=1
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f(z) = (1 — x)"/2. Pak pro kazdé m piirozené existuje p € span{l,z*,...}
tak, 7e ||p — flloe < 1/m?. Ziejmé pak plati nésledujici odhad

Ip(1 = 1/m?) = p(1)| > |f(1 = 1/m?) = 1/m* — (f(1) + 1/m?)]
> 1/m —2/m?,

a 7 Véty o stiedni hodnoté tedy plyne existence £ € (1 — 1/m?, 1), pro které
plati

[p(1 —1/m?) — p(1))|

1/m —1/m? S m — 2
1/m? ‘

1/m? -2

> (1—1/m?)

d
Ep(é)| = ¢

Vyuzijeme-li nyni Newmanovu nerovnost (2.21) dostaneme

B < e Hoom(zx)ma Hmn(ZAi)<1/m2+uf\|oo>,

pricemz tato nerovnost plati pro kazdé m prirozené, coz je ziejmé spor s nasim
oo

predpokladem o konecnosti vyrazu > A;. O
i=1

Dikaz. (Vety (2.19) pro {A\}2, = {ai}2, U{Bi}2, kde lim a; =0
1—00
a lim §; = 00.)
1—00 .
Dukaz této casti tvrzeni vyuziva teorii Cebysevovych polynomt a s ni spojené
vysledky teorie aproximaci a pro jeho rozsdhlost ho zde neuvedeme. Naznak

dukazu lze nalézt v Almira [13]. Dle predchozich uvah je timto dukaz Véty
(2.19) dokoncen. O

Uvedme nakonec jesté dva zndmé vysledky rozsitujici pravé uvedenou
vétu. Néasledujici vétu lze nalézt v Borwein [14].

Véta 2.23. Miintzova véta pro kompaktni podmnoZiny [0, 1] kladné miry
Bud' {)\;}32, posloupnost navzdjem riznijch kladnijch redlnijch cisel takovd,

Ze Z /\i konverguje. Bud A C [0,1] kompaktni mnoZina kladné Lebesqueovy
mzry Potom span{l,z*, 2?2, ...} € C([0,1]) a pokud navic plati

(tato podminka je v literature oznacovdna jako gap condition), pak oznacime-li

ra =sup{z € [0,1] : AU (x,00) md kladnou Lebesgueovu miru},
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potom kazdou funkci f zspan{l,z*,z**, ...} € C([0,1]) lze vyjddrit takto

o0

f(z) = Zaix’\i, r e ANI0,74).

=1

Pokud podminka (2.29) neplati, pak kazdou funkci z span{l,z™, 2?2, ...} lze
rozsirit na funkci analytickou na mnoziné

{z € C\ (—00,0] : |z| <ra}.

Nejnovéjsim zobecnénim (jednd se o vysledek publikovany roku 2003)
prave uvedené véty je véta nasledujici, kterou lze nalézt v Erdélyi [15].

Véta 2.24. Uplnd Clarkson-FErdos-Schwartzova véta o Muntzovych prostorech
Bud {)\;}32, posloupnost navzdjem riznych kladnijch redlnyjch céisel splriugicich

o0

Z A konverguje
—\"+1 e
Potom span{l,z* 2?2 ...} C C([0,1]) a kaZdou funkci z této mnoZiny lze

charakterizovat jako zuzZeni funkce analytické na mnoZine
{z €C\ (—00,0] : |2[ < 1}

na interval (0,1).
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Kapitola 3

Geometrické vlastnosti
Miuntzovych prostoru

V ptedchozi kapitole jsme se zabyvali prostory tvaru span{1,z*,...,}.
Konkrétné jsme tesili, jak souvisi vybér posloupnosti Ay, A9, ... nezapornych
¢isel s hustotou takového prostoru v prostoru C([0, 1]) se supremovou normou.
V této kapitole se budeme zabyvat pripady, kdy takovyto prostor v C([0, 1])
husty neni. Pro

A: {)\1,)\2,...},
nekonecnou posloupnost navzajem ruznych kladnych realnych cisel takovou,
ze span{1l,z* ...} nenf hustd v C([0, 1]), budeme znagit

My = span{l,z™,...}

a tento vlastni uzavieny podprostor C([0,1]) budeme nazyvat Mintzovym
prostorem (prislusnym posloupnosti A).

Dale budeme znacit M!([0,1]) mnozinu vsech nezédpornych Radonovych
mér na [0, 1] s variaci rovnou jedné. Isomorfismem mezi dvéma Banachovymi
prostory X a Y rozumime vzdy spojité linearni zobrazeni T : X +— Y, které
je prosté, na Y a inverzni zobrazeni je rovnéz spojité. Pro Banachuv prostor
X znac¢ime By uzavienou jednotkovou kouli, tedy

Bx ={z € X :||z|| < 1}.
Symbolem Sy déle znacime jednotkovou sféru, neboli
Sx ={z e X :|z|| =1}

Jakozto ¢y zde standardné znac¢ime prostor vSech redlnych posloupnosti
{a;}2,, pro které lim a; = 0. Na tomto prostoru uvazujeme normu
1— 00

o] = maxa, {a:} € co.
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3.1 Choquetova hranice Miintzovych prostoru

Na zacatek této casti uvedme, ze veskeré dale uvedené definice lze v literatufe
najit v obecnéjsim tvaru, kde je interval [0, 1] nahrazen obecnym neprazdnym
kompaktnim metrickym prostorem K. Pro nase potieby je omezeni na piipad
K =[0,1] plné dostacujici. Zacnéme nékolika definicemi.

Definice 3.1. Funkéni prostor H
Mnozinu H C C([0,1]) nazveme funkénim prostorem, splituje-li nésledujici
vlastnosti

e [+ g e H pro vSechny f a g prvky H,
e o f € H prolibovolné f € H a a € R,
e H obsahuje konstantni funkce,

e pro kazdé z,y € [0,1] existuje funkce f € H takova, ze f(x) # f(y)
(funkce z H oddeéluji body).

Je ihned vidét, ze libovolny Miintzuv prostor My je funkénim prostorem.

Definice 3.2. Miry reprezentujici bod z vuci H
Pro libovolny bod z € [0, 1] zna¢ime

M.H) = (€ MO0 fla) = [ fdu f M)
[0,1]
a nazyvame tuto mnozinu mnozinou mér reprezentujicich bod x vuci H.

Poznamka 3.3. Poznamenejme pro poradek, ze mnozina M, (H) je vzdy
neprazdné, nebot obsahuje Diracovu miru d,.

Nasledujici t1i definice popisuji vlastnosti funkénich prostoru, které budou
centrem naseho zdjmu.

Definice 3.4. Choquetova hranice funkéniho prostoru H
Bud H c C([0,1]) funkéni prostor. Pak zna¢ime

ChH([07 1]) - {IL’ € [07 1] : Moc(H) - {52?}}

a nazyvame tuto mnozinu Choquetovou hranici funkéniho prostoru H.
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Definice 3.5. Mnozina H-afinnich funkeci
Bud H C C0, 1] funkéni prostor. Pak znacime

AH) ={f € C([0,1]): f(z) = / fdp pro kazdé x € [0,1] a p € M, (H)}
[0,1]
a nazyvame tuto mnozinu mnozinou H-afinnich funkci.

Definice 3.6. Simplicialni prostory
Funkéni podprostor H C C0, 1] nazveme simplicidlnim, pokud pro kazdé
x € |0, 1] plati

My (H) = {e.}.

Nyni se nabizeji nasledujici otazky: Jak vypada Choquetova hranice pro-
storu M,? Jak popsat mnoziny A(My)? A konectné, jsou Miintzovy prostory
simplicidlni? NeZ se na tyto otdzky pokusime odpovédét, uved me jesté nékolik
pomocnych vét a definic.

Definice 3.7. H-exponovany bod, funkce exponujici bod

Bud H c C([0,1]) funkénf prostor. Potom bod z € [0, 1] nazyvdme
H-exponovangm, pokud existuje funkce h € H, pro kterou plati h(z) = 0 a
h(y) > 0 pro y € [0,1] \ {z}. Funkci h nazveme funkci exponugici bod .

Véta 3.8. Bud H C C(|0,1]) funkénd prostor a x € [0, 1] H-ezponovany. Pak
x lezi v Choquetové hranici H.

Diikaz. Vezmeéme tedy x € [0,1] H-exponovany a u € M, (H) libovolnou
miru. Nebot z je H-exponovany, existuje funkce h € H exponujici bod =z,
tedy specialné plati

0=nh(z)= | hdu. (3.1)
J

Z toho uz ovsem plyne, ze supty = {z}. Skutecné, predpokladejme pro spor,
ze mnozina supty \ {z} je neprazdnd. Pak

/ hdp = / hdp = / hdp + h(x)p({z}) = / hdp > 0,

[0,1] suptp suptp\{z} suptp\{z}
nebot funkce h je ostte kladnd na [0,1] \ {2} a p je netrividlni nezdporna
mira. To je ovSem spor s rovnosti (3.1). Na druhou stranu, nebot u je ne-
trividlni nezdporna mira, jejiz variace je rovna jedné, musi platit supty = {z}
a u({zr}) = 1, neboli u = §,. Nebot jsme brali p € M, (H) libovolnou,
dostavame

M. (H) = {0},

coz je presné to, co jsme chtéli dokazat. O]
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Existuje jesté nésledujici charakterizace Choquetovy hranice (viz Bauer
[16]). Tu sice pfimo nevyuzijeme, pro tuplnost ji viak uvedme.

Lemma 3.9. Bud H C C([0,1]) funkcni prostor. Pak pro libovolnou funkci
f spojitou na [0, 1] a libovolné x € [0,1] plati

), ()] = { / fdu s pe Mo(H)},

[0,1]
kde

=inf{lheH:h > f},
fe=sup{heH :h < f}.

Dikaz. Na uvod dukazu si vSimnéme, ze vyrazy f* a f, davaji vzdy smysl,
nebot f je jakozto spojité funkce na kompaktu omezens a H obsahuje kon-
stanty. Pfistupme k samotnému ditkazu. Bud’ x libovolny pevné zvoleny bod
z [0,1] a bud f libovoln& pevné zvolend spojita funkce na [0, 1].

Vol € M,(H) ah € H,h> f. Potom

[ taus [ hdp=nia)

[0,1] [0,1]

a tedy zfejmé plat{ nerovnost [ fdu < f*(z). Analogicky vidime, ze pro

[0,1]
g €H, g < [fplati
g(x) = / gdp < / fdp,
[0,1] [0,1]

a tedy zédroven plati f.(z) < [ fdp. Tim jsme dokdzali jednu inkluzi.
[0,1]
Pro dikaz opacéné inkluze volme opét pevné x libovolny bod [0, 1] a dale
bud « € [f.(z), f*(z)]. Chceme najit u € M, (H) takovou, ze [ fdp = a.
[0,1]
Definujme za timto ¢elem zobrazeni

c([0,1]) —» R
( )=g"(z).

Prakticky ihned je videét, ze p(h+g¢g) < p(h)+p(g) pro kazdou dvojici spojitych
funkei h, g, a stejné tak p(5-g) = Bp(g) pro kazdé f > 0. Je tedy p kon-
vexni funkcionél na C([0, 1]). Z Algebraické verze Hahn-Banachovy véty (2.5)
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plyne existence linedrniho funkciondlu ® na C([0, 1]), pro ktery plati ® < p na
C(]0,1]) a @ = p na T, linearnim podprostoru C([0, 1]) generovaném funkef
f, tedy specidlné ®(f) = p(f) = a. Funkciondl ® je vsak dokonce spojity.
To plyne z toho, ze je omezeny. Omezenost shora méame zaruc¢enu, omeze-
nost zdola dostaneme z nasledujiho odhadu, ktery ukazuje, ze ® je dokonce
nezaporny. Pro g € C([0, 1]) nezapornou totiz mame

Podle Rieszovy véty o representaci (2.6) pak ale existuje mira u takova, ze

B(g) = / gdp, g € C((0,1)).

[0.1]

Pokud se ndm podaii ukazat, ze u € M (H), jsme hotovi. Volme tedy libo-
volnou funkci h € H. Pak plati nasledujici nerovnosti

[ b= by < p() = 1 () = h(o)
[0,1]

[ = 2(=h) < p(=h) = (<h)"(2) = ~h.(a) = ~h(a),

[0,1]

a tedy plati [ hdu = h(z) pro vSechny h funkce z H. Z nezdpornosti
[0,1]

ihned dostdavame nezapornost p. Chybi nam jiz pouze ukazat, ze variace pu

je rovna jedné. Nebot konstantni funkce lezi v H, podle pravé dokazaného je

[ ldp = 1. Je tedy p prvkem M, (H) a [ fdu = ®(f) = «, coz je piesné

[0,1] [0,1]

to, co jsme chtéli. O

Pozorovani 3.10. Z definice Choquetovy hranice a pravé dokazaného Lem-
matu (3.9) okamzité vyplyva nésledujici vztah

x € Chy(]0,1]) prave tehdy, kdyz { f.(x) = f*(z), pro vsechny f € C([0,1])},
a to pro libovolny funkéni prostor H.

Nyni jiz pfejdeme ke slibenému popisu Choquetovy hranice Miintzovych
prostoru. Nésledujici véta je puvodnim autorovym vysledkem. Pripomenme
jeste, ze Miuntzuv prostor M, je vzdy funkénim prostorem.
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Véta 3.11. Choquetova hranice prostoru My

Bud A nekonecnd posloupnost navzdjem riznijch kladnijch cisel a My bud
prislusny Miintziv prostor. Potom vsechny body intervalu [0, 1] jsou

M -exponované. Specidlné plati Chyy, ([0, 1]) = [0, 1].

Dikaz. Dokazeme-li prvni ¢édst tvrzeni, totiz ze kazdy bod intervalu [0, 1]
je Mjy-exponovany, pak z Véty (3.8) jiz ihned vyplyva druhd cast tvrzeni
o Choquetové hranici My. Vyberme Ay, Ay dva riuzné prvky posloupnosti A.
Necht kupiikladu Ay > A;. Funkce 2™ ziejmé exponuje bod 0, podobné funkce
1 — 2™ exponuje bod 1. Bud nyni ¢t € (0,1) libovolny pevny bod. Chceme
najit funkci z prostoru M, exponujici bod t. Polozme

A A
Blr) = SO 4 (1 - ) - (P (L - 1) +1).
)\2 )\2
Pak ¢ je ziejmé prvkem My, ¢(t) = 0 a navic mé ¢ v bodé ¢ ostré globalni
minimum na intervalu [0, 1]. Je tedy ¢ ndmi hledand funkce exponujici bod ¢.

]

Dasledek 3.12. Simplicialita Mintzovijch prostoru, tvar A(My)
Predchdzejici véta, kromé toho, Ze popisuje tvar Choquetovy hranice Munt-
zovyjch prostoru, zdroven odpovidd na dalsi dvé otdzky poloZené na zacdtku
této c¢asti. Z definice simpliciality ihned plyne, Ze kazdy Miintzuv prostor My
je simplicidalni. Primo z definice tak zdroven dostdvame, Ze

A(My) = C([0,1]).

Vysledky Véty (3.11) a vyse uvedeného dusledku bohuzel nenaplnily au-
torova ocekavani. Motivaci pro vznik této casti totiz byly nasledujici véty,
které ze znalosti simpliciality funkénich prostoru, tvaru Choquetovy hranice
a mnoziny Mjy-afinnich funkci odvozuji nékteré zajimavé vlastnosti téchto
prostoru. Pravé dokazané vysledky vsak fadi Miintzovy prostory do skupiny
tech funkénich prostoru, pro které tyto véty nepiinaseji zadné nové informace.

Veéta 3.13. Choquetova véta
Bud H funkéni prostor na metrizovatelném kompaktu K a v € K. Potom

Chy(K) je Gs mnozina a existuje borelovskd mira p € My (H), pro kterou
W(K\ Ol (K)) = 0.

Tuto zndmou vétu lze nalézt kupiikladu v [17]. Pro Miintzovy prostory

vSak neffkd nic zajimavého. Nebot Chyp, ([0,1]) = [0,1], muzeme pro libo-
volné x € [0,1] za hledanou miru vzit Diracovu miru d,.
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Véta 3.14. Charakteristika simplicialnich prostoru

Necht H je funkéni prostor na metrizovatelném kompaktu K. Potom H je
simplicidlni pravé tehdy, kdyz je splnéna ndsledujici podminka: Kdykoli F je
uzaviend podmnozina Choquetovy hranice Chy(K) a f je spojitd na F, exis-
tuje h € A(H) tak, Ze h = f na F, max{h(z) : x € K} = maz{f(z):x € F}
amin{h(z):xz € K} =min{f(z) :z € F}.

Tuto charakteristiku lze nalézt v [18]. Pro Miintzovy prostory se vsak
tvrzeni této véty redukuje na znamou Tietzeho vétu.
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3.2 Striktni a uniformni konvexita, reflexivita
Miintzovych prostoru

Pojmy konvexity a reflexivity patii k zdakladnim pojmum studia geometrickych
vlastnosti Banachovych prostort. Uved me nejprve definice a nékolik zndmych
vét jako motivaci.

Definice 3.15. Extremalni body
Rekneme, ze bod x konvexni podmnoziny C' Banachova prostoru X je jejim
extremalnim bodem, pokud plati

b
je-li x = %, kde a,b € C, pak a = 0.

Znacime x € ext C.

Definice 3.16. Striktné konvexni Banachuv prostor
Banachuv prostor X nazyvame strikiné konvexnim, pokud kazdy bod jednot-
kové sféry Sx je extremalnim bodem By.

Poznamka 3.17. Poznamenejme, ze kazdy extremalni bod By jiz musi lezet
na sfére. Zrejmeé 0 ¢ ext Bx. Pro x € By, ||z|| < 1, z # 0, pak existuje § > 0,
ze prvky (14 6)x, (1 — d)z lezi v Bx. Potom muzeme psat
(1+0)z+(1—-9)x
T = :

2

a tedy = ¢ ext By.

Geometricka predstava je zde ziejma: Banachtuv prostor X je striktné kon-
vexni, pokud na sféfe Sx nelezi nezdegenerovana usecka. Nasledujici pozo-
rovani zodpovida otazku striktni konvexity Miintzovych prostoru.

Pozorovani 3.18. Miintzovy prostory nejsou striktné konvexni
Méjme M, Miintziv prostor, a bud A € A. Pak funkce 2%, 22 — 1, 1 lezi
v By, , pricemz
a_ @Dt
2
Vidime tedy, ze prostory M, nejsou striktné konvexni.

Nésledujici Clarksonova véta (viz Lukes [19]) vsak ikd, ze na My, jakozto
separabilnim Banachové prostoru, lze zavést ekvivalentni norma, ve které je
jiz. M striktné konvexni.

34



Véta 3.19. Clarksonova véta
Pro kazdy separabilni Banachiv prostor (X, ||-|]1) existuje ekvivalentni norma
|| - |2 takovd, (X, || |]2) je strikiné konvexnd.

Uvedme nyni druhy pojem a to sice pojem uniformni konvexity.

Definice 3.20. Uniformné konvexni Banachuv prostor

Banachuv prostor X nazveme uniformné konvernim, pokud pro kazdé
e € (0,2] existuje § > 0 tak, ze pro kazdé z,y € Sx, ||z — y|| > ¢ plati
I3z +y)l <1-4.

Je ihned vidét, ze kazdy uniformné konvexni Banachuv prostor je i striktné
konvexni. Z Clarksonovy véty vime, ze pro kazdy Mintzuv prostor M, lze
nalézt ekvivalentni normu tak, ze M, vybaveny touto normou je striktné
konvexni. Nabizi se otazka, je-li mozné vybavit tento prostor ekvivalentni
normou tak, aby byl dokonce uniformné konvexni. Jako motivace muze slouzit
kupiikladu nésledujici véta (viz Lukes [20]).

Véta 3.21. Bud C uzaviend konvexni neprdzdnd podmnoZina uniformné kon-
vexniho prostoru X. Pak pro kaZdé x € X existuje pravé jedno c, € C tak,
ze

||z — c.|| = dist(z,C).
Oznaéme ddle Po(x) = c,. Pak Po je spojity operdtor na prostoru X .

Bohuzel, odpovéd na tuto otazku je, jak ukdZeme, zaporna. Podstatnd pti
tom bude znalost reflexivity Miintzovych prostori. Zacnéme definici a uved'me
déle nékolik veét, které vzapeti vyuzijeme.

Definice 3.22. Reflexivni Banachuv prostor
Banachuv prostor X nazyvame reflezivnim, pokud zobrazeni

E:1Xx — &y
z prostoru X do prostoru X** takové, ze
€x(0) = ¢(z), ¢ € X7,

je prosté, na X** a
el x = ||z]|x, z € X.

Existuje mnoho charakteristik reflexivity Banachovych prostoru. My dale
pouzijeme nésledujici slavnou charakteristiku, kterou uvedeme bez dikazu.
Ten lze najit kupiikladu v James [21].
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Véta 3.23. Jamesova charakteristika reflexivity
Banachuv prostor B je reflexivni pravé tehdy, kdyzZ pro kazdé ¢ prvek B*
dudlniho prostoru k B existuje x4 prvek Sp tak, Ze

0|5+ = d(x4).

Nasledujici vétu lze nalézt kupiikladu v Lukes [22].

Véta 3.24. Reflexivita isomorfnich Banachovijch prostori
Jsou-li X a'Y isomorfni Banachovy prostory a X je reflexivni, pak i 'Y je
reflexivni.

Nésledujici veta (viz Lukes [23]) popisuje souvislost mezi uniformni kon-
vexitou a reflexivitou Banachovych prostoru.

Véta 3.25. Reflexivita uniformné konvexnich prostori
Kazdy uniformné Banachuv prostor X je reflexivni.

Diikaz. Vyuzijeme vyse uvedenou Jamesovu charakteristiku. Ukazeme-li, ze
pro kazdé ¢ € X* existuje x4 € Sx, ze ¢(xy) = ||¢||x+, jsme hotovi. Zfejmé
staci uvazovat ¢ € Sx«. Méjme tedy takové ¢. Z definice normy na prostoru
X* plyne, zZe existuje posloupnost {z,} C Sx takova, ze

lim ¢(z,) = 1.

n—oo
Ukézeme-li, Ze posloupnost {x,} je cauchyovska, jsme hotovi, nebot sféra Sy
je uzaviena podmnozina tuplného prostoru a ¢ je spojity. Volme tedy ¢ > 0.
7. definice uniformni konvexity plyne, ze k tomuto ¢ existuje 6 > 0 tak, ze
|z —y|| < e, pokud z,y € Sx a |[3(z +y)|| = 1 — . Z limitnfho chovén{
posloupnosti ¢(z,) vidime, ze pro toto § existuje ng tak, ze

228 < ¢(xm) + Olap) = ¢ + 11) < |||

xe|lfem + @] < flam + ]

pro vSsechna m, k > ng. Je tedy pro vSechna takova m,k splnéna nerovnost
||zm — x| < €. Existuje tedy = € Sx takovy, ze

lim ||z, — || =0,
—00
a tedy ¢(z) = 1. O

Nasledujici puvodni autoruv vysledek je hlavnim vysledkem celé kapitoly.
Odpovida na otazku reflexivity Miintzovych prostoru.
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Véta 3.26. Reflexivita Muntzovijch prostori
Bud A = {\1,\a,...} nekoneénd posloupnost navzdjem mizngjch kladnych
redlnych cisel splnujict

My € (0, 1) (3.2)
(neboli My je Miintzuv prostor), pak My neni reflexivni.

Dikaz. Vztah (3.2) je dle Véty (2.19) ekvivalentni s platnosti vztahu

; PV konverguje. (3.3)

Vidime tedy, ze musi platit alespon jedna z nasledujicich rovnosti
(2
sSup \; = 0.
i
Skutecné, predpokladejme, Ze ani jedna z téchto rovnosti neplati. Pak pro
kazdé i prirozené plati

lnf)\
; ¢ )\z
0< -

< Y
(sup NP H1T T A+

coz je oviem spor s platnosti vztahu (3.3).
Ptepokladejme tedy nejprve, ze inf \; = 0. Existuje tedy {\;,} podposloup-
nost vybrana z A takova, ze

lim ), = 0.

k—o0

Chceme ukazat, ze pak M, neni reflexivni. Uvazujme nasledujici operator

jwwﬁ—¢m>

TO(gb) = 9 ) ¢ S MA-

Pak Ty je ziejmé linedrni. Navic je i spojity, nebot plati nésledujici odhad
1

J1o®)ldt +16(0)] [l +f||¢||dt

To(0)] < *—— <————=lloll, o€ My,
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7 pravé uvedeného odhadu mimo jiné vidime, Ze norma operatoru 7y je mensi
nebo rovna jedné. Ukazeme, zZe je rovna jedné. Plati totiz

1
[@th% —Ddt+1 1

1
To(2z e — 1) = 2 :/ﬂﬁ: .
o(227% —1) 5 r Ny +1
0
A tedy
1
. A N
o =)= T =

Norma operatoru Ty je tedy skuteéné rovna jedné, nebot funkce 22k —1 lezi v
Sw, pro vSechna k. Operdtor Tj vSak na Sy, nenabyva své normy. Skutecné,
predpokladdejme, ze existuje ¢p, € Sy, takovd, ze

To(om,)| = 1.

Nebot operdtor Ty je linedrni, muzeme predpokladat, ze To(¢r,) = 1 (jinak
bychom misto ¢7, uvazovali —¢g,). Je tedy

| br(t)dt — 62, (0)

T0(¢To) =2 9 =L

Musi tedy byt ¢7,(0) = —1 a f o7, (t)dt = 1 (zde vyuzivame toho, ze ¢p, €

Si,)- To ale znamend, ze
1
/(1 — ¢, (t))dt = 0. (3.4)
0

Funkce 1 — ¢r,(t) je nezapornd a spojita na [0, 1]. Z pfedchozi rovnosti (3.4)
tedy plyne, ze je tato funkce na [0, 1] identicky nulova. Zaroven je ale
o1,(0) = —1, coz je spor.

Vénujme se nyni pripadu sup \; = oo. Budeme postupovat analogicky;,
jako v pfedchozim. Z A vybereme podposloupnost {)\;, } takovou, ze

lim \;, = oo
l—o00

a definujeme operator




Pak T, je zfejmé linedrni a spojity, coz vidime z odhadu

1

o1+ [16@lde 1ol + [ llolldt

T (9)] < : < 5 =l9l|, ¢ € M,.

Norma tohoto operdtoru je rovna jedné, nebot

1

1— [(2t% —1)dt

T2zt — 1) = —2 5 =1-—

1

thNdt =1 —
N+ 10

O\H

a tedy

1
. Ny T . _
lll>I£> Too(22™ = 1) zliglo (1 i, + 1> !

Ani operator T, vsak na Sy, nenabyva své normy. Predpokladejme, Ze exis-
tuje ¢r., € Su, tak, ze Too(ér,) = 1. Pak musi byt ¢ _(1) = 1 a zaroven

1
[ ¢r..(t)dt = —1. Plati tedy
0

/ (ép (£) + 1)dt = 0. (3.5)

Funkce ¢7 ()41 je nezdporna spojité funkce na [0, 1]. Z rovnosti (3.5) plyne,
ze je tato na [0, 1] identicky nulové. To je ale spor s tim, ze ¢7(1) = 1. Ukézali
jsme tedy, ze pro kazdou A nekonecnou posloupnost spliujici podminku (3.2)
vzdy existuje spojity linearni operator na My, ktery na Sy, nenabyva své
normy.

Z Jamesovy charakteristiky (3.23) tedy plyne, ze M, neni reflexivni. O

Nyni jiz muzeme odpovédét na otazku, lze-li na Miintzovych prostorech
zavést ekvivalentni normu tak, aby tyto byly uniformné konvexni. To zformu-
lujeme jako samostatny vysledek.

Véta 3.27. Necht je A nekonecnd posloupnost navzdjem riznijch nezdpornijch
redlngjch cisel takovd, Ze My je Miintzuv prostor (tedy vlastni uzavieny pod-
prostor C([0,1])). Pak na My nelze zavést ekvivalentni norma takovd, aby My
vybaveny touto normou byl uniformné konvexni.

Diikaz. Tvrzeni jiz snadno vyplyne z uvedenych vysledki. Predpokladejme
pro spor, ze na M, takova ekvivalentni norma zavést jde. Znacme ji || - ||1.
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Podle Vety (3.25) je tedy (My,]| - [|1) reflexivni. Déle prostory (My,|| - ||)

a (My,|| - |l1) jsou isomorfni. Hledanym isomorfismem je pfitom identické
zobrazeni, coz je ziejmé z ekvivalence norem || - || a || - ||;. Z Véty (3.24) pak
plyne, ze i (My, || -||) je reflexivni. To je ale spor s Vétou (3.26). O

Poznamka 3.28. Banachovy prostory, na kterych lze zavést ekvivalentni
uniformné konvexni normu, jsou také v literatufe nazyvany superreflexivni.
Predchozi véta tedy iika, ze Miintzovy prostory nejsou superreflexivni.
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3.3 Miuntzovy prostory a Radon-Nikodymova
vlastnost

Nésledujicich nékolik definic budeme potiebovat k zadefinovani pojmu Radon-
Nikodymouvy vlastnosti, o které budeme nésledné hovorit v souvislosti s Miint-
zovymi prostory.

Definice 3.29. Vektorova mira, totalni variace vektorové miry, mira konecné
variace

Meéjme (£2, S) métitelny prostor a X Banachuv prostor. Vektorovou mirou na
S nazyvame zobrazeni F : S — X pro néz F () =0 a

F (G AZ-) _ S F(4),

kdykoli mnoziny A; € S jsou po dvou disjunktni. Konvergenci sumy na pravé
strané rovnosti chapeme jako bezpodmineénou konvergenci v normé prostoru
X.

Pro F vektorovou miru definujeme |F'|(A) totalnd variaci mnoziny A € S
jako

k k
sup {Z [|F(A)]| : Ay, ..., Ax z S jsou po dvou disjunktni, UA,- = A} .
i=1

i=1
Plati-li |F|(Q2) < oo fekneme, ze F' ma konecnou variaci.
Poznamka 3.30. Poznamenejme, ze |F| je vzdy nezdpornd mira na S.

Definice 3.31. Absolutni spojitost vektorové miry

Bud X Banachuv prostor, (€2, S, i) prostor s koneénou redlnou mirou a bud
F : Q +— X vektorové mira. Rekneme, ze F' je absolutné spojitd vzhledem

k p, jestlize je nezapornd mira | F'| absolutné spojitd vzhledem k p, tedy plati-li
|F|(£) = 0 pro kazdou E € S takovou, ze u(E) = 0.

Definice 3.32. Bochneruv integral, méritelna funkce
Bud (9, S, i) prostor s redlnou mirou spliujici x(2) = 1. Bud X Banachuv
prostor a f : 2 +— X jednoducha funkce, tedy funkce tvaru

f=>wixe,
i=1
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kde E; € § jsou po dvou disjunktni a x; € X. Pak Bochneriv integral funkce

f definujeme jako
[ fin =" (),
o i=1

pricemz hodnota na pravé strané rovnosti nezavisi na vyjadreni funkce f.
Funkci f : Q — X nazveme méritelnou, existuje-li {f,} posloupnost jedno-
duchych funkei takova, ze

f = lim f,, p-skoro vsude.
n—oo

Meétitelnou funkci nazyvame bochnerovsky integrovatelnou, existuje-li po-
sloupnost jednoduchych funkei {f,,} takovd, ze

s [11f = fulldu=o.
Q

Je-li f bochnerovsky integrovatelnd, pak vzdy existuje lim [ f,du pro kazdou
n—oo E

E € S, pricemz tato limita nezdvisi na volbé posloupnosti {f,}. Tuto limitu
nazyvame Bochnerovym integrdlem funkce f pres E a znacime [ fdpu.
E

Nyni jiz muzeme pristoupit k definici Radon-Nikodymovy vlastnosti.

Definice 3.33. Radon-Nikodymova vlastnost

Rekneme, ze Banachtv prostor X mé Radon-Nikodgmovu vlastnost (RNP),
pokud plati: kdykoli je (2, S, u) prostor s konetnou mirou a v : S — X je
vektorova mira konecné variace, ktera je absolutné spojita vuci u, pak existuje
bochnerovsky integrovatelna funkce g : 2 — X takova, ze plati

V(E):/gd,u, EeS.
E

Otézkou je, maji-li Miintzovy prostory Radon-Nikodymovu vlastnost. Au-
torovi neni znam vysledek, ktery by na tuto otazku odpovidal. V této sekci
ukazeme, ze existuje konkrétni typ Miintzovych prostoru, které RNP nemaji.
Jedna se o kvasilakundrni Miintzovy prostory. Uvedme jejich definici.

Definice 3.34. Kvasilakunarni posloupnost, kvasilakunarni Muntzuv prostor
Ostte rostouci posloupnost kladnych ¢isel A = {Ai}?; nazyvame kvasila-
kundrni, existuje-li {i;}7°, rostouci podposloupnost indexu a ¢ > 1 tak, ze

\
inf ==L > ¢
i,
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a zaroven

U1 Aiz) < 0.

sup(A
l

Mintzuv prostor M, nazveme kvasilakundrnim, je-li A kvasilakundrni po-
sloupnost.

Podstatnou vlastnost kvasilakunarnich Miintzovych prostoru, kterou dale
vyuzijeme, popisuje nasledujici véta, kterou je mozno nalézt v [24].

Veéta 3.35. Kazdy kvasilakundrni Mintzuv prostor je isomorfni prostoru cg.

Tento vysledek podstatné vyuzijeme pii dukazu toho, ze kvasilakunarni
Miintzovy prostory nemaji RNP. Budeme vsak jesté potiebovat nasledujici
véty.

Veéta 3.36. Jsou-li X a Y isomorfni Banachovy prostory a X md RNP,
potom 1Y md RNP.

Diikaz. Bud T : X +— Y isomorfismus. Bud (92,8, ) prostor s konetnou
mirou a v : § — Y bud vektorovd mira koneéné variace absolutné spojitd
vzhledem k p. Chceme najit bochnerovsky integrovatelnou funkei g : Q2 — Y
tak, aby platilo

v(E) = /g du, E € S. (3.6)
E
Definujme 7 : § — X nasledujicim zpusobem

7(E)=T '(v(E)), E€S.
Tvrdime, ze 7 je vektorova mira. Skutec¢né, plati

7(0) =T~ (v(0)) = T7'(0) =0,

(G2) - ((9e) - ()

=T w(A) = 3o A,

i=1 i

a zaroven

kdykoli A; € S jsou po dvou disjunktni (zde jsme vyuzili spojitost a linearitu
zobrazeni T—! a fakt, Ze v je vektorovd mira). Nebot dle predpokladi X m4
RNP, existuje bochnerovsky integrovatelnd funkce h : 2 +— X splnujici

v(E):/hdu, Ees.

E
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Tvrdime, ze potom T o h :  — Y je hledana bochnerovsky integrovatelna
funkce splnujici vztah (3.6). Ukazme nejprve, Ze je bochnerovsky integrova-
telna. Pokud je h jednoduché, neboli tvaru

h = Z TiXE;>
=1

kde z; € X a F; € S jsou po dvou disjunktni, pak je T' o h tvaru

Toh=>Y T(z)xg,

i=1

neboli jednoducha funkce na €2 s hodnotami v Y, ktera je dle definice bochne-
rovsky integrovatelna. Zaroven si povSimnéme, ze v tomto piipadé pro £ € S
libovolnou plati

T /h dp | =T (Z ﬂsz(Ez)) = ZT(ﬂfz)M(Ez) :/(TO h) dp. (3.7)

Q = = Q

Je-li h obecna bochnerovsky integrovatelna funkce, pak dle definice existuje
posloupnost {h,,}22; jednoduchych funkei tak, ze

lim /||h— ho|| dpe = 0.
n—oo
Q

7 pravé uvedeného vime, ze T o h,, : {2 — S jsou jednoduché. Navic

/HToh—Tohanu < /I\Tl\-llh—hn\\du,neN,
Q Q

z ¢ehoz plyne, ze
n—o0

mn/ﬂToh—Tomﬂduza
Q

Dle definice je tedy T o h bochnerovsky integrovatelna. Navic i pro obecnou
haFE €S plati

T /hd,u :/(Toh) m (3.8)

Q Q
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To plyne z nasledujiciho. Vyraz

T /hdu —/(Toh)du

Q Q

muzeme pro libovolné n piirozené odhadnout shora vyrazem (vyuzivame rov-
nost (3.7) pro jednoduché funkce h,,)

T /(h—hn)du + /(Toh—Tohn)du,
Q Q

ktery muzeme opét odhadnout shora vyrazem

mwu(/w—mmw
Q

Ze vsech pravé uvedenych vysledku a definice 7 tedy pro libovolnou mnozinu
E € S plyne

v(E) = T(H(E)) =T /hdu :/(Toh) dy,

E E
coz je presné to, co jsme chtéli dokazat. O]

Definice 3.37. Silné exponovany bod

Bud C neprazdnd konvexni podmnozina Banachova prostoru X. Rekneme,
ze z € C je silné exponovanym bodem mnoziny C', existuje-li ¢ € X* tak, ze
¢(z) > ¢(x) pro véechny body = € C'\ {z} a zéroven ||z, — z|| "= 0, kdykoli
20 € Ca lim (6(21) — 6(2)) = 0.

Pozorovani 3.38. Kazdy silné exponovany bod neprazdné konvexni mnoziny
C je jejim extremalnim bodem. Skutecéné, necht z silné exponovany bod
mnoziny C' neni extremalni. Existuji tedy z1, 2o € C' dva ruzné body v C tak,
ze z = 3(21 4 22). Potom ale pro kazdé ¢ € X* plati ¢(z) = (¢ (21) +1(22)).
Ziejmeé tedy pro zddné 1) nemuze platit ¢(z) > ¢(x) pro vsechny x € C'\ {z}
a z tedy nemuze byt silné exponovanym bodem, coz je hledany spor.
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Lemma 3.39. Jednotkovd koule v prostoru cy nemd extremdalni body.

Diikaz. Dle Poznamky (3.17) staci ukédzat, ze zadny bod ze sféry jednotkové
koule neni extremdalni. Volme tedy a = {a,};>, libovolny bod na sféfe. Pak
ziejmé existuje ng € N tak, ze |a,,| < 1/2. Definujme o' = {a},}3°, a a” =
{al’}>2, body ¢y takto

/ iz

a, = a, = Gp, N F N,
-

p, = Qny + 1/4,

"o

Uy = ny — 1/4.

Pak d/, a” jsou ztejmé prvky B, a plati

a/ _I__a//
a=—0,
¢imz jsme ukazali, ze a neni extremalnim bodem B,,. ]

Dausledek 3.40. O silné exponovanych bodech B,
Z Pozorovdni (3.38) a predchoziho lemmatu ihned plyne, Ze mnozina B., nemd
Zadné silnée exponované body.

Posledni vétou, kterou budeme potiebovat je nasledujici charakteristika
prostoru s RNP, za kterou vdééime R. R. Phelpsovi (viz [25]).

Véta 3.41. Charakteristika prostoriu s RNP pomoci silné exponovanych bodi
Banachuv prostor X mda RNP prdvé tehdy, kdyzZ kazdd neprdazdnd uzaviend
omezend konvexni podmnozZina X md alespon jeden silné exponovany bod.

Nyni jiz muzeme uvést findlni vétu této kapitoly. Zde uvedeny dukaz je
autoruv puvodni. Autor si neni védom toho, Ze by tento, ¢i obecnéjsi vysledek
byl jinde publikovan.

Veéta 3.42. Kwvasilakundrni Miintzovy prostory nemaji Radon-Nikodymovu
vlastnost.

Diikaz. Dle Véty (3.35) je kazdy kvasilakundrni Miintztuv prostor isomorfni
prostoru ¢y, dle Véty (3.36) tedy méa Radon-Nikodymovu vlastnost prave,
kdyz ji mé prostor ¢y. Dle Véty (3.41) a Dusledku (3.40) vsak ¢y RNP nema4,
nebot B, jakozto neprdzdnd uzavienid omezend konvexn{ podmnozina cg
nemd zadny silné exponovany bod. O]

46



Jak uz jsme zminili, je otazka, maji-li jiné nez kvasilakunarni Miintzovy
prostory Radon-Nikodymovu vlastnost. V dukazu pravé uvedené véty bylo
podstatné tvrzeni Véty (3.35). Jednim z problému, které v [24] autofi uvadeji
je, zda je mozné z posloupnosti A, ktera neni kvasilakunarni, vybrat pod-
posloupnost A’ tak, aby prostor My, byl isomorfni prostoru c¢y. Neni tedy
ihned vidét, 1ze-li i pro jiné nez kvasilakunarni Miintzovy prostory analo-
gicky dokézat, ze nemaji RNP. Kromé charakteristiky uvedené ve Vété (3.41)
vsak existuje mnoho charakteristik prostoru s Radon-Nikodymovou vlastnosti,
které by mohly pomoci zodpovédét tuto otazku. Vycet nékterych téchto cha-
rakteristik 1ze nalézt v Lukes [26].

Je znamym faktem (viz Phillips [27]), Ze reflexivni prostory maji Radon-
Nikodymovu vlastnost. To bylo jednou z motivaci autora ke studiu reflexivity
Miintzovych prostoru. Ve svétle toho, ze kvasilakunarni Miintzovy prostory
nemaji RNP, je vidét, ze tyto specialni Miintzovy prostory reflexivni byt ne-
mohou. Dle Véty (3.26) vsak dokonce zadné Miintzovy prostory nejsou refle-
xivni.
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Kapitola 4

Nékteré otevrené problémy
a dalsi moznosti studia
Miuntzovych prostoru

V této kapitoly zminime nékteré zname vysledky a otazky tykajici se Miint-
zovych prostoru. Jednou z klasickych otdzek studia geometrie Banachovych
prostoru je otdzka isomorfnich prostoru. V predchozi kapitole jsme se zabyvali
isomorfismem kvasilakunarnich Miintzovych prostoru. Nasledujici vysledek,
ktery lze najit ve Werner [28] lze aplikovat dokonce na Miintzovy prostory
My, kde A = {\;}$2, spliiuje tzv. gap condition, neboli

Véta 4.1. Bud X wzavieny podprostor C([0,1]) takovy, Ze kaZdd funkce
f € X je spojité diferencovatelnd na intervalu [0,1). Potom je X isomorfni
podprostoru prostoru cg.

To, Ze na zminény typ Miintzovych prostoru lze vztahnout vysledek této
véty vyplyva z Véty (2.23).

Nemuzeme na tomto misté nezminit publikaci ,, Geometry of Miintz spaces
and related questions®, z které jsme jiz citovali (viz [24]). Tato rozsdhla pu-
blikace se zabyva mnoha vlastnostmi Miintzovych prostoru, véetné zminéné
otazky isomorfnich prostoru, a to jak pro Mintzovy prostory jakozto pod-
prostory C([0, 1]), tak pro Miintzovy prostory jakozto podprostory LP([0,1]).
Neni mozné zde vyjmenovat vSechny problémy kterymi se toto dilo zabyva,
zminime se v8ak o nasledujicim. Autori publikace vénuji mnoho prostoru
problematice bazi Miintzovych prostori. Zékladnim pojmem tohoto jejich
vyzkumu je pojem Schauderovy baze.
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Definice 4.2. Schauderova béaze
Bud X Banachuv prostor. Posloupnost e = {¢;}22, nazveme Schauderovou
bdzi X, jestlize kazdé x € X lze jednoznacéné vyjadiit nasledujicim zptusobem

o0
T = E a;e;, a; € R,

=1

pricemz konvergenci vyrazu na pravé strané chapeme jako konvergenci v pro-
storu X.

Dlouho bylo otevienym problémem, ma-li kazdy separabilni Banachuv pro-
stor Schauderovu bazi. V roce 1973 matematik Per Enflo dokazal (viz [29]),
ze odpoveéd na tuto otézku je zdporna. Jednim z dusledku Véty (3.35) je, ze
kvasilakunarni Miintzovy prostory maji Schauderovu bazi. Autofi ale vzapéti
uvadéji, ze jim neni znamo, existuje-li ne-kvasilakunarni Miintzuv prostor,
ktery Schauderovu bazi nemd. Zminuji pfitom domnénku B. Shekhtmana,
podle néhoz by piikladem takového Miintzova prostoru mohl byt prostor My
pro A = {i?}22,. Podafilo-li by se tuto domnénku ovéfit, byl by zndm dalsi
piiklad separabilniho Banachova prostoru bez Schauderovy baze.

Dalsim objektem zajmu muze byt problematika topologického doplnku Miint-
zovych prostorti. Uvedme pro pofddek definici topologického dopliiku.

Definice 4.3. Topologicky soucet a dopliiek normovaného linearniho prostoru
Rekneme, ze algebraicky prostor W je algebraickym souctem podprostoru A,
B (znacime W = A @ B), jestlize

ANB={0} aW ={a+b: a€ A, be B}.
Definujeme dale projekce P4 a Pg predpisem
Pa(w) =wa, Pg(w) =wg,

pokud w = wy + wg, wy € A, wg € B. Je-li W = A® B, pak B nazyvame
algebraickym doplnkem A ve W. Koneéné, je-li E normovany linearni prostor,
rekneme ze E je topologickym souctem prostoru M a N, pokud £ = M & N
a projekce Py a Py jsou spojité. Je-li E topologickym souc¢tem podprostoru
M a N, pak N nazyvame topologickym doplikem M v prostoru E.

V roce 1982 dokdzal Newman (viz [30]) existenci Miintzova prostoru, ktery
nemd topologicky doplnék v prostoru C([0,1]). Tamtéz zéroven zminuje, Ze
existuje Miintzuv prostor, ktery v C([0,1]) topologicky doplnék ma. Rela-
tivné novym vysledkem (viz Al Alam [31]) je existence Miintzova prostoru,
ktery neméa topologicky doplnék v L!([0,1]). Otevienym problémem zlistéva,
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lze-li néjakym zpusobem charakterizovat posloupnosti A, pro které Miintzuv
prostor M, m4 topologicky doplnék at uz v C([0,1]), nebo v L([0, 1]).

Dalsi otdzkou je, kdy (pokud vibec nékdy) maji Miintzovy prostory Krejn-
-Milmanovu vlastnost. Ta je definovana nasledovneé.

Definice 4.4. Krejn-Milmanova vlastnost (KMP)
Banachuv prostor X ma Krejn-Milmanovu vlastnost, pokud kazda jeho ome-
zena uzaviend konvexni neprazdnd podmnozina ma alespon jeden extremalni

bod.

Jednim z dusledku toho, ze Banachuv prostor X ma KMP je fakt, ze pro
kazdou jeho omezenou uzavienou neprazdnou konvexni mnozinu C' plati

C =co(ext C),

neboli analogie znamé Krejn-Milmanovy véty z funkcionalni analyzy. Tento
dusledek dokazal poprvé Lindenstrauss v [32]. Krejn-Milmanova vlastnost
také souvisi s vyse zminénou Radon-Nikodymovou vlastnosti. Banachuv pro-
stor s Radon-Nikodymovou vlastnosti totiz ma Krejn-Milmanovu vlastnost.
To dokézal opét Lindenstrauss. Dikaz je reprodukovan v Phelps [25]. ﬁplné
vyteseni charakteristiky KMP pro Miintzovy prostory by tedy mohlo pomoci
pii Teseni otazky RNP pro tento typ prostoru. Autor se otazkou KMP pro
Miintzovy prostory zabyval, narazil ale na obtize. Porovname-li totiz piipad
Miintzovych prostoru se situaci v C([0, 1]), narazime na podstatny rozdil.

K dukazu toho, ze extremdlnimi body jednotkové koule v prostoru C([0,1])
jsou pouze konstantni funkce —1 a 1 se podstatnym zpusobem vyuziva toho,
ze pro kazdé x € [0,1] a kazdé € > 0 a 6 > 0 existuje g € C([0, 1]) tak, ze

1.) 0 < g <, namnoziné {y € [0,1] : |y — z| < e},
2.) ¢ =0, na mnoziné {z € [0,1] : |z — z| > €}.

To vsak pro Miintzovy prostory neplati. Dle Véty (2.24) muzeme kazdou
funkci z Miintzova prostoru rozsitit na funkci analytickou na mnoziné obsa-
hujici interval (0,1). Je-li tedy funkce f € M nulovd na mnoziné N C [0, 1],
jejiz néjaky hromadny bod lezi v (0, 1), pak je tato funkce nulova na celém
intervalu [0, 1], coz plyne ze znamé véty redlné analyzy. Diky této vlastnosti
nelze k urceni extremalnich bodu jednotkové koule B),, pouzit stejné metody
jako v prostoru C([0, 1]). Jako zachytny bod pii dalsim studiu by vsak mohlo
poslouzit nésledujici autorovo lemma spolu s dalsimi pozndmkami.
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Lemma 4.5. Bud M, Miintziv prostor. Polozme

T={f€5u, :0<f f#1U{f€5u, : [<0,f#~1}.

Pak
Tﬂ ext BMA = @

Dikaz. Bud f €T, f > 0. Pak

_2f-1n+1

f - 2 )

tedy f ¢ ext By, nebot funkce 2f — 1 lez{ v By, .
Obdobné pro g € T, g < 0 plati

_(29+1)-1
D E—
a opét g ¢ ext By, , nebot funkce 2g + 1 lezi v By, . O

Na druhou stranu ale neplati

BMA \7-: ext BMA'

Vezméme \ € A libovolné pevné. Pak funkce 1 — %x’\, 1—22"i1—2"lezi na

jednotkové sfée Sy, 1 — 22 € By, \ T a plati

LB _(-2hea-ah)
2 2

atedy 1—32* ¢ ext Byy,. VSimnéme si, ze pro tuto funkci plati f(0) = || f|]sup-
Bylo by zajimavé zjistit, jestli funkce z mnoziny

{f €Su,  [FO] <1 &[fA)] <1}

jiz musi byt extremalnimi body By, , ¢i nikoli, pfipadné zavisi-li to na volbé
A. Autorovi se pres netrivialni asili nepodarilo ukazat o nékteré funkei z této
mnoziny, ze neni extremalnim bodem By, .

Pfipomenme na zavér opét, ze studium Mintzovych prostoru se obecné
neomezuje pouze na piipad podprostoru prostoru C([0,1]. V sekci 2.2 této
préce jsme uvedli analogii Miintzovy véty pro prostory LP([0,1]). Dalsim zo-
becnénim tohoto ptistupu je pak studium Mintzovych prostoru jakozto pod-
prostort Ly, ([0, 1]), tedy prostoru funkef integrovatelnych v absolutni hodnoté
vuéi koneéné nezdporné borelovské mife p na intervalu [0, 1]. Vice o této nové
problematice lze nalézt v clanku [33].
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