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Uvod

Tato prace pojednava o vlastnostech bilipschitzovskych zobrazeni, specielné o jejich
nalezitosti do Sobolevovych a BV prostorti. Cilem prace je ditkaz néasledujicich dvou vét.
Prvni je o Sobolevovych prostorech.

Véta. Necht Q,9Q C R" jsou oteviené, k € N a predpokladejme, Ze f : Q —=
je bilipschitzovské zobrazeni takové, ze f € Wlﬁjl’p (Q,]R”) N WIIZ’COO (Q,R"). Potom i
ffl c W’H—LP (Q/ Rn)

loc
Druhé je analogii predchozi, ale pro BV prostory.
Véta. Necht Q,Q C R” jsou oteviené, k € N a predpoklidejme, ze f : Q =5 Q' je
bilipschitzovské zobrazeni takové, ze D*f € BVi,. (Q,R”Hl) aze f € W{Z’COO (Q,R").
Potom i D*f~1 € BVioe (Y, R™ ).
K dikazu obou vét pouzivame znama tvrzeni, kterd jsou uvedena v prvni kapitole.
Drtikaz je zalozen pfedevsim na vySetfeni absolutni spojitosti na skoro vsech tiseckach (u

prvni véty) a na vySetfeni kone¢né variace na skoro vSech tseckach (u druhé véty). K
tomu je nutné nékolikanasobné zderivovat identitu

fof Hz)=id(x).

Uz od druhé derivace ale neni ziejmé, jak bude zderivovana fo f~! vypadat. Potfebovali
bychom, aby platilo

D(fof ) @) = ((Df) o @)) - Df ()
D((Df)o f7) (@) = ((D*f)o f7(x)) - DS~ (a)

D((D*1f)o f71) (@) = (D))o f7H(@)) - Df M (@).

Za timto ucelem je v druhé kapitole definovana nova derivace ﬁk, ktera n* parcialnich
derivaci fadu k uspofadava do matice n* x n tak, abychom dosahli pfedchozich vztahti
pri zachovani klasického maticového nasobeni. Nové maticové usporadani derivace tak
vyhovuje fetizkovému pravidlu.

Kromé ptedchozich vztaht bylo také potfeba upravit (zderivovat) vyraz

D((Df)o f (x)- Df *(x)).

To je sou¢in maticovych funkci. Nova derivace D fesi i tento problém.
Pro matice funkci A(z) a B(x) o rozmérech r x s a s X t v praci dokazujeme identitu

D(AB) = ©(A,t)- DB+ 9(BT,r) - DA,



pricemz maticové funkce © a ¥ jen vhodné preusporadavaji matice a zvétsuji jejich
rozmer.

Funkce @(A, t) zobrazuje matici A o rozmérech r X s na matici o rozmeérech rt x st,
pricemz funkce © nahradi kazdy prvek a;; v ptvodni matici A blokem a;; - F;. Funkce
\II(BT, r) zobrazuje matici BT o rozmérech ¢ x s na matici o rozmérech tr x sr, pficemz
matice \II(BT, r) vznikne tak, zZe v matici E, nahradime vSechny jednicky na diagonale
maticemi BT.

Nenulové ¢leny matic @(A, t) a A jsou tim padem totozné a totéz plati pro \II(BT, 7’)
a B. Predchozi vlastnosti nové derivace umozinuji dvojnasobnou derivaci identity f o
f~Y(z) = id(z) odvodit rovnost

D2 ~N@) = = ©(Df (@)n) - w((DF (@) " n) - D2 (£ () - Df (@),
ktera je klicovou rovnosti v obou hlavnich dikazech. Pro tcely prace tuto nerovnost jesté
(k — 2)-krat derivujeme. Diky ni umime odhadovat vyrazy

ID* = (a) = D* 1 (0)]

pomoci vyrazu N -
I(D*f) o f~H(a) = (D*f) o f ).

Absolutni spojitost (resp. kone¢na variace) funkce (D¥f) o f=1

i na funkci 5kf_1.

Ve druhé kapitole se dale za predchozimi ucely nachazi lemmata ukazujici odhady
norem derivovanych matic. Ve tfeti kapitole dokazujeme velmi specifickad lemmata, ktera
byla vyc¢lenéna z dikazi hlavnich vét. Praci uzaviraji zminéné dvé veéty.

Z hlediska originality je ¢ast prvni kapitoly (definice, imluvy a zndma tvrzeni) prevzaté
z obecné znamych fakt nebo odbornych publikaci. Dtikazy hlavnich vét jsou inspirovany
studijnim textem [1] a pfipady k& = 1 jsou vedeny piimo podle tohoto studijniho textu.
Zbytek prace (dukazy lemmat v prvni kapitole, kapitola druhé a tieti kapitola bez pfipadi
k = 1) je plné puvodni a vznikl pfimo za tGcéelem této prace.

na usecce se tak prenese



Seznam zkratek a znacdeni

Ciselné mnoZiny a prostory:

N, R; Ny prirozend a realna cisla; ptirozena cisla s nulou

R"™ euklidovsky n-dimenzionalni prostor nad télesem realnych cisel

(a,b), {(a,b)  otevieny a uzavieny interval s krajnimi body a,b € R

{..} mnozina zadana vyctem prvku

Q(e,r) oteviena krychle se sttedem v ¢ € R™ a polomérem r:
(c1—ryer+7r) X+ X(ch—r,cn+7)

Qi(c,r) projekce krychle Q(c¢, ) na nadrovinu kolmou na osu x;: 7TZ'(Q(C, 'r))

BV prostor funkci kone¢né variace (viz Definice 1.6)

Wk.p Sobolevuv prostor (viz Definice 1.9)

inf , sup infimum /supremum pifes mnozinu M

zeM geMm

Ly Lebesgueova mira na R"

Derivace: Necht f = (f1,..., fm) : R™ = R™ je zobrazeni.

% fi klasicka parcialni derivace funkce f; podle j-té slozky
Df Jakobiho matice zobrazeni f

DFf soubor k-tych parcidlnich derivaci zobrazeni f

D~ distribu¢ni parcialni derivace z Pozndmky 1.8

D; distribuc¢ni parcialni derivace 321_

DF f novéa derivace uvedend v Definici 2.3

Do.f, Dof  hodnoty Df(a) a ﬁf(a)

Znaceni spojené s maticemi: Necht A je matice funkei a;; : R® — R o rozmérech r x s,
zobrazeni f : R™ — R™ a z € R".

E E, jednotkova matice, jednotkova matice o rozmérech n x n

| A(z)|] maximova norma matice A(x)

| Al maximova norma matice A(x) v bodé z uvedeném v kontextu okolniho textu
Il f ()]l maximova norma vektoru f(y), kde y € R™

V(A,m)  maticova funkce ¥ uvedena v Definici 2.5
©(A,m)  maticova funkce © uvedend v Definici 2.7
Ao f slozené zobrazeni A(f)

Dals? znaceni:

mi(A) projekce mnoziny A C R™ na nadrovinu kolmou k ose x;

7 H(y) piimka {y + te;} prot e Ray € Q'(c,7)

L:'QO, T2§21 rovnost je podle Lemmatu 2.20, nerovnost podle Tvrzeni 2.21
C, C , C , K, K , K rizné konstanty plynouci z kontextu okolniho textu

C5 20 konstanta odhadu z Lemmatu 2.20

Ci,Cry Crn=1 konstanta v pfipadech m =i, m, m =1



1. Pouzita matematika

1.1. Definice, imluvy a znama tvrzeni

Kanonickou bazi R" znacime eq,...,e,. Osy soufadnic oznacujeme xi,...,X,. Pro
xr € R" znadi x4, ..., x, souradnice na osach, tedy = = Z?:l z;e;. Euklidovské vzdalenost
bodt z,y € R™ je znaena |r — y| a normu matice A piSeme jako ||A|. V celé praci
pouzivame maximovou normu.

Definice 1.1. (Maximova norma) Necht A je matice r X s nad télesem realnych ¢isel,
prvky matice necht jsou a;j, i < r, j < s. Maximovou normu matice A znacime | A,
tedy
| All = max|a;;|.
¥

Jednotkovou matici znac¢ime FE, jednotkovou matici o rozmérech n X n znac¢ime FE,,.

Definice 1.2. (Jakobiho matice) Necht Q) C R™ je oteviend a f : 2 — R™ je zobrazeni.
Pti znaceni f = (f1,..., fm) nazyvame

0 9 0

I R A
Df - 8_xlf2 372'102 %fz

0 8' o)

Jakobiho matici zobrazeni f. Pro a € 2, kde existuji vsechny predchozi parcialni derivace,
znac¢ime D, f = D f(a) hodnoty Jakobiho matice v bodé a.

Nasleduji dvé formulace fetizkového pravidla: zakladni a obecné. Lze je nalézt napti-
klad v [3], sekce 2.9.

Tvrzeni 1.3. (Retizkové pravidlo — zdkladni) ~ Necht Q' C R™ a Q C R” jsou oteviené,
necht déle f : ' — R, g : Q@ — Q' jsou zobrazeni a j € {1,...,k}. Predpokladejme, Ze
v bodé a € Q existuji parcialni derivace % g; funkce g proi € {1,...,n} a ze v bodé
g(a) existuje totalni diferencial funkce f. Potom v bodé a existuje i parcialni derivace
%(fog) a plati

g (Fo0)(@) = 3 (5 Flata) 5 i) )

i=1

Tvrzeni 1.4. (Retizkové pravidlo — obecné)  Necht f : R® — R™ a g : R¥ — R" jsou
zobrazeni. Necht v bodé a € R¥ existuji vSechny parcialni derivace funkce g a necht maji
v bodé g(a) vSechny soufadnicové funkce fi,..., f,, totalni diferencial. Potom existuje i
D.(f og) a plati

Du(fog) = Dg(a)(f) - Da(g).



Definice 1.5. (Lischitzovské a bilipschitzovské zobrazeni)  Necht Q C R™. Rikdme, ze
zobrazeni F : ) — R™ je Lipschitzovské, pokud existuje konstanta K > 0 takova, ze pro
kazdou dvojici x,y € € plati

|F(z) = Fy)| < Klz —yl.

Zobrazeni F nazyvame bilipschitzovské, pokud F je bijekce a F i F~! jsou Lipschitzovska
zobrazeni.

V celé préaci znadi 2, Q' oteviené podmnoziny R".

Lebesgueova mira mnoziny A C R™ je znacena L,,(A). Lebesgueovy prostory na pro-
storu M znac¢ime LP(M). Prostory nekonecné diferencovatelnych funkei s kompaktnim
nosi¢em definované na oteviené mnoziné Q2 C R™ znacime C5°(12).

Definice 1.6. (Prostory BV)  Necht je Q C R™ oteviena a m € N. Funkce h € L*(f2)
patii do prostoru funkci s kone¢nou variaci (bounded variation), neboli h € BV, pokud
jsou parcialni derivace (ve smyslu distribuci) Radonovymi mirami s kone¢nou totalni
variaci na §): existuji Radonovy (znaménkové) miry pi1, ..., i, definované na ) takové,
ze proi =1,...,n plati, ze |;1;|(2) < 0o a Ze

/ﬁ&wwz—/wwi
Q Q

pro vSechny funkce ¢ € C§°(2).

Rikdme, Ze funkce f € L'(Q,R™) nélezi do prostoru BV (Q,R™) pokud nélezi do
BV (Q) kazda ze souradnicovych funkci f;, kde f = (f1,..., fm)-

Nakonec f € BVipc(2,R™), pokud pro kazdou otevienou omezenou ) C Q plati
f e BV(Q,R™).

Definice 1.7. (Multiindex) Rikdme, Ze usporadana n-tice
a=(ay,...,an)

je n-dimenzionalni multiindex, pokud «; € Ny pro 1 < i < n. Déle znac¢ime |o| =
a1+ -+ o,

Poznamka 1.8. 'V nasledujici definici znaci

||

D

Ox{"...0xp"
Kdekoli jinde v celé praci znaéi D* f pro k € N soubor viech k-tjch parcialnich derivaci
funkce (nebo zobrazeni) f.

Slovnim spojenim ,skoro viude na Q existuje D*f“ budeme mit viude v praci na
mysli, Ze parcidlni derivace funkce f do fadu k existuji skoro vsude v 2.

Slovnim spojenim ,skoro véude na ) existuje D*f jako totalni diferencial“ budeme
mit véude v praci na mysli, Ze totalni diferencial soufadnicovych funkci funkce D*~1f
existuje skoro vsude v €2.



Definice 1.9. (Sobolevovy prostory)  Necht Q@ C R™ je oteviena, k > 1 a p > 1.
Sobolevtv prostor W*P(Q) definujeme jako mnozinu vsech funkci f € LP(f)) takovych,
ze pro kazdy multiindex « s vlastnosti || < k nalezi distribu¢ni parcidlni derivace D® f
do LP(R2), neboli

Wk — {f € LP(Q): D*f € LP(Q) pro vSechna |a| < k}

Rikéme, Ze zobrazeni f = (f1,..., fm) patii do W*P(Q,R™), pokud kazda souradni-
cova funkce f; € WFP(Q) pro1 <i < m.
Nakonec f € WP (Q,R™), pokud pro kazdou otevienou omezenou Q' C Q plati

loc

f e WkrP(Q/ R™).
Tvrzeni 1.10. Necht Q C R" je oteviend, f : Q — R™ je zobrazeni, k € N ap > 1
nebo p = oo. Pokud f € WP (Q,R™), tak i f € W' VP(Q,R™).

loc loc

Poznamka 1.11. Nechf Q C R" je oteviend, f :  — R™ je zobrazeni, k € N a
p > 1 nebo p = oo. Potom f € Wk’p(Q,Rm) pravé kdyz f € LP(Q,R’”) a DF1f ¢
WL (Q,R™"" ). Podobng f € W"P(Q,R™) pravé kdyz f € LV (Q,R™) a DF-1f €
Wied (2, R™ 7).

Poznamka 1.12. Necht Q C R” je oteviend a f :  — R™ je zobrazeni. Pokud
Df € BV(Q,R™™) a f € L*(Q,R™), tak i f € WH(Q,R™). Podobné pokud Df €
BVigo (L R™™) a f € LL (Q,R™), tak i f € WL (Q,R™).

Definice 1.13. (Reprezentant funkce) Necht Q C R™. Funkce h : 2 — R™ se nazyva
reprezentant funkce g : 2 — R™, pokud h = g L,,-skoro vsude v ().

Tvrzeni 1.14. Necht Q2 C R" je oteviend, f : Q — R™ je zobrazeni a plati f € W1 *°.
Potom existuje reprezentant f, ktery je Lipschitzovsky v 2.

Tvrzeni 1.15. Necht Q C R™ je oteviend a f : 2 — R™ je zobrazeni Lipschitzovské v
Q). Potom existuje totalni diferencial funkce f skoro vsude v ().

Definice 1.16. (Koneén4 variace) Necht (a,b) je interval a A néjaké jeho podmnozina.
Pro funkci f : A — R™ definujeme

k

a;, b;) jsou po dvou disjunktni intervaly v (a,b),

V(f.A) = {E 1) = f(on)] - (0 o j v v (a,h) }
i=1 ) Vi

Rikéme, %e funkce f m4 konecnou (omezenou) variaci na A, pokud V (f, A) < cc.
Definice 1.17. (Absolutni spojitost) Necht A C (a,b) a f : A — R je funkce. Rikdme,
ze [ je absolutné spojita na A, pokud pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, ze kdykoli
vezmeme mnozinu po dvou disjunktnich intervalii {(ai, bi)}le takovych, ze

k

k
U(ai,bi) € (a,b), > |bi—ai <6
=1

=1



aproi € {l,...,k} jea;b; € A, tak plati

k

Z‘f(bi) — flap)| <e.

i=1

Dale iikdme, zZe zobrazeni g = (g1,...,9m) : A — R™ je absolutné spojité, pokud jsou na
A absolutné spojité souradnicové funkce g; pro j < m.

Je dobfe zndmo (viz napfiklad [2], oddil 3.11), Ze zobrazeni u € L} (Q,R™) je v
prostoru Wli’f (Q,R™) (resp. BVioc(2,R™)) pravé kdyz existuje reprezentant, ktery je
absolutné spojita funkce (resp. funkce s kone¢nou variaci) na skoro vSech pfimkach rov-
nobéznych se soustavou soutadnic a jeji parcidlni derivace nalezi do LP (resp. integral z
variaci je kone¢ny).

Pfesnéji, necht ¢ € {1,...,n} a necht m; je projekce na nadrovinu kolmou k ose z;.
Predpokladejme, ze

Qe,r):=(c1 —ryer+71) X X (ey =10 +7) C O

pro n&jaké ¢ € R™, r > 0, a polozme Q'(c,r) = 7'('1'(@(6, r))
Véta 1.18. Necht Q C R™ je oteviend a u € LY, (Q,R™). Potom u € W,-?(Q,R™)

loc (¢
praveé kdyz jsou splnény nasledujici podminky. Pro kazdou krychli Q(c,r) C Q a pro kazdé
i € {1,...,n} existuje reprezentant u funkce u takovy, ze funkce @, ,(t) := u(y + te;) je

absolutné spojitd na (c; — r,¢; +r) pro L, _,-skoro vechna y € Q*(c,r) a navic plati

(1.1) / |Diy)|Pdy < .
Q(C,T’)

Véta 1.19. Necht Q C R" je oteviend a u € L (2, R™). Potom u € BVioc(£2,R™)
praveé kdy?z jsou splnény nasledujici podminky. Pro kazdou krychli Q(c,r) C Q a pro kazdé
i € {1,...,n} existuje reprezentant o funkce u takovy, Ze funkce ; ,(t) := u(y + te;) ma

konecnou variaci na (¢; — r,c; + ) pro L, _,-skoro vsechna y € Q"(c,r) a navic plati

(1.2) / V(ﬂm,, (c; —r,c + r))dy < 0.
Q(c,r)
Nasleduji dalsi znama tvrzeni, ktera lze nalézt naptiklad v [2] ve Vété 3.16 a Dusledku

3.19.

Véta 1.20. Necht 2,Q' C R"™ jsou otevrené a necht u : Q — R™. Predpokladejme, Ze
F:Q — Q' je bilipschitzovské zobrazeni a u € Wo"(Q, R™). Potom

C

wo F~1 € WhP(QV,R™).

C

D(uo F~')(y) = Du(F~'(y)) - DF'(y) pro skoro vSechna y € Q.



Véta 1.21. Necht 2,Q" C R"™ jsou oteviené a necht u : Q — R™. Predpokladejme, Ze
F : Q — ' je Lipschitzovsky homeomorfismus a %e u € BVi,.(2,R"). Potom uo F~! €
BVipc (2, R™).

1.2. Funkce AC nebo BV skoro vsude

Lemma 1.22.  Necht' A C (a,b), £1(A) = [b—al. Necht je ddno zobrazeni f : A — R™.

Predpokladejme, Ze f je absolutné spojita na A. Potom existuje rozsifeni f : (a,b) — R™
takové, ze f = f na A a f je absolutné spojita na (a,b).

Diikaz. Lemma staci ukazat pro m = 1, zobecnéni je snadné. Nejdrive si zadefinujme
funkei f. Zvolme y € (a,b). Pro kazdé

n > no = [logy (max{ 3Ly, ;1)
naleznéme interval (c,,d,) C (a,b) takovy, ze

dn — cn| <377, |dn —y| > 3=t len —y| > 3—n—t
(1.3)
y € (cpn,dn) a Cn,dy, € A.

Diky volbé dostatecné velkého ng predchozi intervaly existuji. Ozna¢me I,, interval

Lo=( _ it (@)} sw {f@)}).

r€AN(cn,dn) x€AN(Cn,dn)

Z podminek (1.3) plyne (c,,dy) D (¢n+1,dn+1), diky ¢emuz I,, O I,,41 pro kazdé n > ny.
Z absolutni spojitosti f na A dostavame, ze £1(I,) — 0 pro n — oo. Tudiz je (", I,, je
uzavieny neprazdny interval délky nula a mizeme definovat

fy) = In.

7 této konstrukce rovnou plyne i spojitost f na (a,b) a rovnost f = f na A.

Predpokladejme pro spor, Ze f neni absolutné spojitd na (a, b). Existuje tak € > 0, Ze
pro libovolné § > 0 existuje mnozina po dvou disjunktnich intervali {(ai, bi)}?zl takova,
ze

k
(ai,b:i) C (a,b), > |bi—ai| <6,  a;b; € (a,b)
=1
a
k ~ ~
Z‘f(bi) — f(ap)| > e
=1



Ze spojitosti funkce f umime najit uvniti kazdého intervalu (a;, b;) interval (a/, b)) takovy,
ze

|F(b:) = flai)| <2-|F(6) — flap)]

a., b € A.

(AR

To znamena, Ze existuje ¢ > 0 takové, ze pro kazdé 6 > 0 existuje mnozZina po dvou
.. ;1. o k I
disjunktnich intervala {(aj,b})},_, takova, Ze

(2]

k
(af,0) € (ab), D b —aj| <&
i=1
a
i L . 1 - . €

D) = Flad)[ =Y _|F®) = Fla))| > 5+ > _|F(b) = Flai)| = 3,

i=1 i=1 i=1
funkce f tedy neni absolutné spojita na A, spor. OJ

Poznamka 1.23. Naésledujici lemma je velmi podobné piedchozimu lemmatu, v di-
kazu postupujeme analogicky, proto ho povedeme zrychlené a diikladné provedeme pouze
rozdilné casti.

Lemma 1.24. Necht' A C (a,b), £1(A) = |b—a|. Necht je ddno zobrazeni f : A — R™.
Predpokladejme, ze f mé& konecnou variaci na A. Potom existuje rozsiteni f : (a,b) — R™
takové, Ze f = f na A a e ma f konecnou variaci na (a, b).

Dikaz.  Opét se omezime na m = 1 a funkei f definujeme pro z € (a,b) jako

~ lm f(5) proxe (ab)\4

fa) = { el
f(x) pro x € A.

Nejdiive ukazeme, Ze je funkce dobfe definovana. Zvolme x € (a,b)\ A. Zvolme posloup-

nost {c;}7°, takovou, ze ¢; € A, ¢; > ¢iy1 > T a zlig]o ¢; = x. Protoze je variace V(f, A)

konec¢na, tak plati

(1.4) lim V(f, (z,¢;) N A) =

1— 00
7 toho plyne, Ze je pro posloupnost { f (cz)}ji1 splnéna Bolzano-Cauchyho podminka,
limita lim f(c¢;) tedy konverguje a jeji hodnotu ozna¢me w. Diky (1.4) pro kazdé e > 0
11— 00
existuje § > 0 takové, ze pokud x —¢; < d, tak |f(y) —w| < e pro v8echna y € (x,¢;) N A.

Limita yl_i)rgjl f(y) existuje pro kazdé zvolené z, funkce f je tedy dobfe definovéana.
+
yeA



Pro spor predpokladejme, ze f nemd na (a,b) konecnou variaci, tedy ze pro kazdé

K € R existuje mnozina po dvou disjunktnich intervalt {(ai, bi)}le C (a,b) takova, ze

k
DOIfb) = fla)| > K a  a;,bi € (a,b).
i=1
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze je vzdy b; < a;y; (intervaly jsou sefazené).
Pokud nyni a; € A, tak ozna¢ime a, = a;. Podobné pokud b; € A, tak b; = b;. V piipadé,
ze a; ¢ A, tak ze spojitosti funkce f zprava v bodé a; (spojitost zprava v a; plyne z
definice funkce f limitou zprava) existuje a; € A takové, Ze a; < a; < b; a Ze

2| F(b:) = Fai)] > [F(b:) = Flai)]-

V pripadé, ze b; € A, tak ze spojitosti funkce f zprava v bodé b; plyne, Ze existuje b; € A
takové, ze b; < b; < a; | a ze

2- | F(6)) = flap)] > [F(b:) = fla)]-
Plati tak, ze { a, bl) } jsou po dvou disjunktni intervaly, pro které navic
apbie A a A-|F0)) = flap)| > |F(bi) = flai)].

Tim padem pro né plati

k ~ 1 k 3 3 K
PRI I—Zlf () = ()] > 7 - SN ) = fa)] >
i=1 =1
a to je spor s tim, ze f ma konec¢nou variaci na A. 0

10



2. Nové nastroje

V této casti definujeme zobecnénou derivaci D a odvodime pro ni dulezité vztahy.

Nejdiive zafixujeme nékteré objekty, které budeme pouzivat. Matice A, B necht maji
rozmeéry r X s a s X t a jejimi prvky necht jsou funkce a;;, b;; : R* — R. Pod A(z) budeme
rozumét matici s hodnotami a;;(x), kde = := (x1,22,...,2,). Norma vektoru i matice
| || je véude maximova.

2.1. Definice a priklady pouziti novych pojmu

Nyni definice novych nastroji. VSechny nastroje, které zde definujeme, poté umozni
nékolikanasobné derivovat maticové funkce a slozena zobrazeni.
Nasledujici funkce budou slouzit k obecnému popisu prvki matice (resp. jejich indexit).

Definice 2.1. Necht a,b € N. Moduldtory modd a divv definujeme:

amodd b :=(a—1 modbd)+1 (tj. zbytek po déleni brany z mnoziny {1,...,b}),
adivvb =[%t|+1 (tj. posunuté celociselné déleni).

Priklad 2.2. Ukazka vybranych hodnot:

lmodd3 = 1 1divv3d = 1
2modd3 = 2 2divv3d = 1
3modd3 = 3 3divv3d = 1
4modd3 = 1 4divv3 = 2

2 2

Hbmodd 3 = 5divv 3 =

Nyni definujeme novou zvlastni derivaci. Jejim cilem je reprezentovat derivaci matice
jako matici tak, abychom mohli derivovat i souc¢in matic ¢i pouzivat fetizkové pravidlo.

Definice 2.3.  Derivaci EA(m) budeme rozumét Jakobiho matici Da zobrazeni a :

R™ — R™*, kde
a(z) = (ar(x),...,ars(2)),

a;(r) = Q(; divv s)(i modd s)(l‘)'

Pro k € N definujeme
D*A=D(D*1'4) a D°A=A.

Hodnotu matice funkci DA v bodé y € R" znacime ﬁyA nebo DA(y). Déle Fikéme, ze
DA ma v bodé y € R" smysl, nebo ze D, A existuje, pokud existuji vSechny potrebné
parcidlni derivace v D,a.

Nasleduji priklady pro nahlédnuti definovanych pojmi.

11



ailr a2
Priklad 2.4. Predpokldadejme A = | as1 a9 | an=3.

asiy asz
Vyrazy a a DA maji pak podobu
a= (&17 627 &37 &4; d5, aﬁ)
= (a(1 divv 2)(1 modd 2)) @(2 divv 2)(2 modd 2)» - - - » @(6 divv 2)(6 modd 2))

= (&11,a12,a21,@22,a31,6l32)

0 0 0
D1 aii Daa aii D3 aii

0 0 0

D1 aiz Da ai2 D3 ai2
0 0 0

l~)A . D1 a1 Da a1 D3 a1

- 9 N N

D1 a22 Da a22 D3 a22

N N N
Dy W31 B, @31 G, 431

0 o o
Dy 932 Py, @32 By, 32
V nasledujicim zavedeme funkce ¥ a O, které zobrazuji matice na rozsifené matice.
Budou slouzit k vyjadfeni derivace souc¢inu matic.

Definice 2.5. Pro p € N ozna¢me ¥ (A, p) matici
A

A 0
0
A
kde p udava pocet bloki A.
Priklad 2.6. Uvazujme opét
ai; a2
A= a2 a2
asyr as2

Pak je

a2 0 0

aoo 0 0

a31 as9o 0 0
0 ann a2

0 a3 a3

Definice 2.7. Bud O(A, p) matice, kterad vznikne z A, kdyz kazdy jeji prvek a;; na-

hradime bunkou
alj .0
( 0
. Qg

12



Matice ©(A, p) ma rozmér rp X sp.

Priklad 2.8. Necht

Q

I
SRSty
SN

Pak

1-Es 2-Es
3.F; 4-E; | =
5.F; 6-FEs

0(C, 3)

O O UTO O WO o
O O O WwWwWo o+ OoO
CUO O WO o OO
O OO OO O OoON
O OO O OO NO
YO OO O NO O

2.2. Zakladni identity s funkcemi © a ¥

Lemma 2.9. Necht A, B jsou matice r X s a s X t, m,m1,mos € N a E}, je jednotkova
matice o velikosti k x k. Potom plati

a) (AB m) = O(A,m)-0(B,m),
C) ( my o 2) = Em1m27

d) ( mla 2) = Em1m27

e) O(0(A,m1),ms) = O(A mims),

f) \I’(\I/ A m1 ) = \I’(A,mlmg).

Diikaz. Ad a). Nejdiive ovéfime rozméry: ©(AB, m) ma rozmér rm x tm, ©(A, m) je
rm X sm, O(B,m) je sm X tm, takze dvé posledni mizeme vynasobit a navic je jejich

13



vysledny rozmeér téz rm x tm. Nyni samotna rovnost:

> (a1ibi1) - B (a1ibit) - Em
©O(AB,m) =
> (aribit) - B (aribit) - Bm

.
-

N
I
—

(alibil By, - Em) (alibit By, - Em>

1=1

S S

Z(aribﬂ-Em-Em> Z(ambit-Em-Em)

1=1 i=1
allEm oo alsEm bllEm oo bltEm
1 g bsiEm ... bsaBp,

=0O(A,m)-6(B,m).
Ad b). Pro rozméry plati totéz co v ¢asti a). Rovnost nahlédneme néasledovné.

AB
VU(AB,m) =
AB
A B

) : . i
=VU(A,m)-V(B,m).

Adc), d). ©(FE,,,, m2) je matice, kterd ma pouze na diagonale pfesné ms matic F,,,, je
tedy totozna s matici U(FE,,,, ms). Matice ¥(E,,,, m2) ma pouze na diagonale jednicky,
vSude jinde nuly. Jednicek je m; - mag, proto je identickd matici Ey,,m,-

Ad e). Z ¢asti ¢) pro kazdy prvek a;; matice A dostavame

@(@(aij,ml), mz) = Q45 - @(@(1,7711), mg) = Q45 - @(Eml,mg)
= Q45 * Emlmg = Q45 * @(1,m1m2) = @(aij, mlmg).
Nahrazeni prvku a;; nejprve a;; - E,,, a pak nahrazeni vSech a;; v a;; - Fp,, maticemi
aij-Em, je tedy stejné, jako jednorazové nahrazeni prvotniho a;; rovnou matici a;;- Ey,,m., -
Adf). V \I'(‘II(A, my), mg) nejprve vezmeme matici, kterd bude mit na diagonéle m;y

matic A a kazdou tuto A jesté nahradime mo novymi maticemi A. Vznikne nam tak
matice s mimso maticemi A na diagonéle, coz je matice W(A, mims). O

14



Poznamka 2.10. Pro matice Aq,..., Ay o rozmérech p; X pa, ..., Pk X prr1 plati

(A1~--Ak)T:A7kF~-A1T,
A;;F(Ar--Ak_l)T — (Al"‘Ak)T-

7 predchoziho Lemmatu diky tomu pro m € N plyne

\IJ(Ag, m) . \IJ((Al tee Ak_l)T,m) = \I’((Al cee Ak)T, m)

@(AT, m) : @((Al tee Ak_l)T,m) = @((Al te Ak)T,m).

Poznamka 2.11. 7 Lemmatu 2.9, vztaht a), b), c¢), d), navic plyne, jak vypada inverze
k ©O(A,m) a ¥(A4,m), m € N (za predpokladu, Ze existuje A~1):

O(A,m)-0(A™m)=V(4,m) - ¥(Am)=FE.

2.3. Dilezité vlastnosti nové derivace D

v dalSim textu.

Poznamka 2.12. Pro zobrazeni f : R™ — R™ plati Df = l~)f, jelikoz z definice D
mame ) 3 3

f: (f17"'7fn) = (f17'-~7fn) :f
a ﬁf = Df = Df je tim padem klasické Jakobiho matice zobrazeni f.

Lemma 2.13. (O derivaci souc¢inu matic) Bud 2 C R™ otevfena. Necht A, B jsou

matice r X s,s X t funkci @i, bpm; : Q@ = R, kde i € {1,...,r}, m € {1,...,s}, j €
{1,...,t}. Potom v kazdém x € S, kde existuji vSechny parcialni derivace
0 .
—aim(r) prol<k<n,1<i<r,1<m<s
c‘?xk
a
0 .
—bmj(x) prol <k<n,1<m<s,1<5<¢,
ark
plati

D(AB) =©(A,t) - DB+ %(B",r)- DA

al 'Et a1g 'Et BT 0
= : : DB+ o . 0 - DA.
ar1 'Et (079 'Et 0 0 BT

15



Diikaz. Oznaéme C = AB, fadkové vektory matice C' necht jsou cy,...,c,, fadkové

vektory matice A at jsou ai,...,a, a prvky matice C' ozna¢me standartné c;;. Matici
DC lze zapsat
DCl
~ D62
DC = .
Dec,

Zvolme si z matice DC konkrétni blok Dcg (tedy R-ty blok pro zvolené fixni R €
{1,...,r}). Ten ma tvar

0 0 9
agl CR1 8(9902 CR1 v ag CR1
8371 CR2 6332 R2 Ba:n R2
)
0 0 o
Oxy1 CRt 0o CRt cee O CRt

pficemz pro j € {1,...,t} ak €{1,...,n} je
0 0
8_xk Crj = 6—1% Z aRmbm;

m=1
_ mz_1<8i:ck arm )by + mz_l aRm(% b )

Matice Dcpg jde tak napsat jako soucet matic

mzi: (07 arm)bm1 .. mi_l( aRm ) bm1

3 (o amadbue o S (5 ann)
+

3 (g b)) o 3 an(g bua)

mzl aRm:( 2 ) mfzjl aRm{% bont)

Prvni z nich vyjadfime souc¢inem matic

(o) 0
bir b1 ... ba 92y Rl 3., @Rl --- ORIl
(o) (o)
bi2  bao bs2 9z; YR2 B, AR2 aR2 T
: ’ = B* - Dag,
o o)
bie bar o bat z; @Rs  jy, ARs --- ORs
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coz je R-ty blok matice

BT . Da; BT 0 Day

BT . Das, BT Day ~
: = : | .7 | =¥(B",r) DA
: 0 K :

BT . Da, BT Da,

S
Nyni k druhé matici. Cislo > arm (% bmj> vznikne skalarnim soucinem vektort
m=1

j—1 nul t—1 nul t—1 nul t—j nul
— — —— —
(0,...,0,@31,0,...,O,GRQ,O,...,O,CLRg,O,...,...70,CLRS70,...0)
a
o 1 _ (.0 9 2] [e) (o)
ger 0= (e 011y 5o D12, oo 5 bues 5o D21y ooy 5o bat).

Prvni z pfedchozich vektori je j-tym fadkem ©(ag,t) a druhy vektor je k-tym sloupcem
DB. Druhou matici si proto vyjadrime nasledovné:

@(CZR, t) DB
aRr1 0 e 0o ... ARS 0 ce 0 Dbl
0 aRr1 o ... 0 ARs 0 Db2
0 0 e AQR1  eeeen 0 0 ce aRs Dbt
coz je R-ty blok matice
®(ala t) Dbl
@(ag, t) Db2 ~
. : . = 0(A,t) - DB.
@(CLR, t) Dbt
Dokéazali jsme identitu pro kazdy R-ty blok DC, plati tedy i pro celou DC. O

Lemma 2.14. (Zobecnénd Jakobiho matice vyhovuje fetizkovému pravidlu) Necht
A je matice funkci a;; : R® — R o rozmérech r x s a necht funkce b : R™ — R".

Predpokladejme, ze proy € R™ ma ﬁyb smysl (v bodé y € R™ existuji vSechny parcialni
derivace funkce b) a ze méa kazda funkce a;; v bodé b(y) totalni diferencial. Potom ma
smysl i lN)y (A o b) a plati

Dy (Aob) = DyiyA-Dyb.

17



Diikaz.  Vsechny nasledujici rovnosti uvazujeme pro bod y, kde jsou splnény potrebné
predpoklady. Prvek matice D(A o b) se souradnicemi i, j, kde i € {1,...,7r-s} a j €
{1,...,m}, ma podle Fetizkového pravidla (Tvrzeni 1.8) tvar:

0

prvek;; = 9 (@@ divy 5)(i modd ) ©b)

(((a%p Q(i divv s)(i modd s)) °© b> : % bp) .

T1.3

M:

p=1

Nyni dopocitame tentyz prvek na druhé strané pozadované rovnosti. i-ty radek matice
(DA) o b a j-ty sloupec matice Db jsou

i-ty T ( (3%1 (i divy s)(i modd 5)) © by -+, (% (i divy s)(i modd s)) © b>,
gl (am b e akba).
Po jejich vynéasobeni dostaneme piesné prvek;; z matice 13(/1 0 b). O

Lemma 2.15. Necht Q,Q C R" jsou oteviené, p > 1 a necht A je matice funkci
a;; : & = R. Predpokladejme, ze f : Q' — 1 je bilipschitzovské zobrazeni a ze vSechna
a;j € wtp (Q,R). Potom

(2.1) 5(A o f)(y) = ﬁA(f(y)) . Df(y) pro skoro vsechna y € (2.

Diikaz. Toto Lemma je jen dodatkem k Veété 1.20, pricemz misto zobrazeni u je v ni
maticova funkce A a misto derivace D nova derivace D. Ozna¢me a jako v Definici 2.3.
Potom je @ € WP a podle Véty 1.20 pro skoro viechna y € Q plati

D(ao f)(y) = Da(f(y)) - Df(y).

7 definice nové derivace mame

Da(f(y)) = Da(f(y)) = DA(f(y))
a
Df(y) = Df(y),
takze plati i (2.1). O
Lemma 2.16. Budte Ay, ..., Ay matice funkciR™ — R o rozmérech p; Xpa, pa Xp3, ... ,

Dk X Prs1, kde k > 2. Necht y € R™. Predpoklddejme, 7e DA; maji vy proi € {1,...,k}

18



smysl (tj. v y existuji vSechny parcialni derivace). Potom m4 smysl i D(Ay--- Ay) a vy
plati

k
5(141 e Ag) = Z(‘I’«Ai—f—l T Ak)T,pl) : @(Al T Ai—1,p¢+1) '15141),

1=1

pficemz pro i = 1 pokladame A, ---A;_1 = E,, a proi = k poklddame A;,;--- A =
E

Pk+1°

Dikaz. Vsechny matice uvazujeme pro bod y. Postupujme indukci. Pro k£ = 2 je

— D(A;4)
2
P = (‘I’((Az‘ﬂ T A2)T7P1) : @(Al T Ai—1>pi+1) . 15141)
=1
=V A27p1) ( P17p2) ﬁA1+W(Ep3,p1) '@(A2>p3) EAZ

(
( 2 7p1) P1p2 DAl + Epips '@(A27p3) '5142
(A2, p3) - DAy + (A3, p1) - DA;.

Rovnost L = P plati podle jiz dokdzaného Lemmatu 2.153. V prvnim indukénim kroku
tedy rovnost plati, pfedpokladejme, ze plati pro néjaké ky > 2 a dokazujme ji pro k =
ko + 1. Potom

D(A1+ - Agy Aggt1)
Tz 13@(A1 + Ao s Pro+2) DAy i1
+ U (A 41.p1) - D(Ar-- Ay,

= Eplpk0+1 ' @(Al T Ak07pko+2> : ﬁAko—i—l
ko
\Ij(Ago—i—hpl) : Z(‘I’((Aiﬂ o A) 1) - O(Ar - A1, piga) - DAi>
i1
P2 16
= U(Ep,, 1 01) O(Ar-- Apy, Proy2) - DAkota
ko
+ Z(\I’((Ai—H o Apoy1)Top1) O (AL A1, piva) - DAi)
i=1
ko+1 "
= (\I/((Aiﬂ o A1) 1) O (AL Aim1, piva) - DAz')
=1
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2.4. Vztahy s maximovou normou

Lemma 2.17. Necht m € N a matice A, B maji rozméry r X s, s X t. Potom plati
|04, m)[| = [[A] = [[e(A,m)|| a  [AB| <s-[lA]|-||B].

Dikaz. Nenulové prvky matic A, ©(A, m) a ¥(A, m) jsou totozné, proto maji i totozny
nejvétsi prvek (v absolutni hodnoté), prvni rovnost je tedy zfejma.

Oznacme Gmax, bmax maximalni prvky matic A a B. Prvky matice AB (vyjadfené ve
formé sumy) se pak daji odhadnout

i (aikbkj>

k=1

< 5 - [amaxbmax| < 5 - |amax| - [bmax| = s | 4[] - || B

Kazdy prvek matice AB (tedy i ten maximalni) je mensi nebo roven vyrazu s- HAH . ||B ||

Poznamka 2.18. Nerovnost HA + A H < HAH + HA’ H je trojuhelnikova nerovnost pro
normy.

2.5. Tvrzeni o normé, funkcich a derivaci

Lemma 2.19. Bud A matice funkci a;; : R" — R, m,l € N, z € R". Predpokla-

dejme, e v x existuji vSechny I-té parcidlni derivace, tedy Ze ma D'A(x) smysl. Potom
v maximové normé || - || v bodé = plati

1D (@ (A, m) || = | D' (O(A,m) || = | D'AJ.

Dikaz. Nejdiive ukdzeme ptipad [ = 1. Reknéme, ze rozméry matice A jsou r x s. Pak
mozné nenulové ¢leny matic

D(¥(A,m)), D(©(A,m)), DA

jsou praveé

9 kE e{l,...,n},
5p Gid e vSech kombinaci i e{1,...,r},

Tk
j eA{l,...,s}.

Tim padem jsou jejich maximové normy v bodé z, kde parcidlni derivace existuji, shodné.
Shodné nenulové ¢leny maji pro kazdé [ > 2 i matice

D'(¥(A,m)), D' (©(A,m)), DA,

dokazovana rovnost tak pro jejich normy plati ze stejného diivodu jako v pripadé [ = 1.
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O

Lemma 2.20. Necht k € N a necht matice Aq,..., Ay jsou matice funkci R® — R s
rozmery pj X pa, ..., Pk X pr+1. Predpokladejme, Ze existuje neprazdna mnozina M C R"
takovd, ze pro kazdé x € M maji derivace DA1(x),..., DAy(z) smysl. Pak existuje
konstanta C' > 0 takova, ze v kazdém x € M plati

_ k _ k
B0 < e 35 (1Bad - T4,
R~

Diikaz. Vyuzijeme vzorec pro derivaci k matic.

k
Hﬁ(z‘h e Ak:)H = Z (\P((Ai—i—l T Ak:)T,pl) “O(Ar - A1, piv1) - ﬁAz)

=1

k
<D
i=1

l

U((Aip1--Ar) ' p1) - O(A1 -+ A1, pig) - DA,

Pro zafixované 7 je

H\I’((Ai+1 e Ap)T p1) - O(Ar - A, piga) - DA;

<

‘6(141 s Ai—17Pi+1)H : “ﬁAz

< P1Pi+1 - PiPi+1 - H‘I’((Aiﬂ - ‘Ak)T7p1)H :
= p1pis1 - PiPit1 - |Aisr - A || A1 A - | DA
<pipirn - (po-epnn) - ([Aall - [ Ael) - ([ - [ 4ima]) - 1D A

k

=Ci- DA - [T [1451]-
)
i

Odtud uz zavér

_ k B k
B0 < (¢ 1D - L)

1=1 =
i
k _ k
< mZaXC'i . Z(HDA%H : H HAJH)
= yot
k _ k
—c- > (Ipad- T4l
i=1 Jj=1
J#i



O

Lemma 2.21. Nechtk € N al € Ny. Necht déle A4, ..., A jsou matice funkci R" — R

o rozmeérech py X pa, ..., pr X pr+1. Necht na néjaké neprazdné mnoziné M C R™ existuji
véechny derivace D'A;, ..., D'A,. Pak existuje konstanta C > 0 takova, Ze v kazdém
x € M plati

k
1D a0l <o X I Al
S ay=1j=1
pricemz v sumé sc¢itame pies vsechny kombinace nezapornych celych cisel aq, ..., o,
jejichz soucet je l (tedy pres vSechny multiindexy |a| =1).
Dikaz. Diukaz provedeme indukci. Pro [ = 0 plati nerovnost trivialné diky ||AB| <
s ||A|l - || B||- P¥ipad I = 1 plyne z ptedchoziho lemmatu.
Predpokladejme, ze Lemma plati prol = 0,...,ly pro rtizna k,p; € N. Dokézeme ho
pro [ = [y + 1. Plati

Hﬁon(Al...Ak)H _ ’ l”jlo(l”j(Al...Ak))H

Dl (Z (‘I’((Az‘ﬂ B Ak)T’pl) Oy i piga) - ﬁAZ)) "

k
= ' Zﬁlo (‘I’((Ai+1"'Ak)T,p1) '@(Al"'Ai—lapi—i—l)'ﬁAi) |

<> Do (‘I’((Aiﬂ - Ap)'p1) - O(AL - A, piga) - EAZ) ‘ :
i=1
Zafixujme i € {1,...,k} a pro piehlednéjsi zapis ozna¢me
By = U((Aigr-- AT 1),
By = O(A1-Ai1,pit1),
Bs = DA,
By = AZ-Jrl...Ak7
By = Ap--Ap.

7 indukéniho predpokladu dostavame, ze existuje konstanta C; takova, ze
3
D BiBBs)| < i D0 TTID™ B
23: Bir=lo =
il =1
Ted pouzijeme N N N
1D By || = [[D7 ® (B, pa) || = || D™ Ba
5% Bal| = || 5% €(Bs.pisn)| = 5 Bs.
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Za B4 resp. O5 bereme nasledujicim zapise hodnoty (31 resp. B2. Dostaneme tak

5
[Dr(BiBaBs)|| < Cie 3o TP By
=i 3 (IBBAN D (A A [P (A1 A ).
‘/Xi:lﬁi/:lo

Opét dvakrat pouzijeme indukéni predpoklad, tentokrat s | = 1 al = 5. Prvni nerovnost
plati za podminky i # k, druhéd nerovnost za podminky 7 # 1:

k
1D (Aiga - Anl < Cls - > ]|

S am=p1j=it1

i<m<k

1—1
DA <2y Y TIPS

> am=p2 =1

1<m<i

Konstanty C;, C} By C? "5, Jsou zavislé na i,l, § a rozmérech matic. Jsou ale nezavislé na
hodnotéach uvnitt matic, coz je to, co potfebujeme.

Pro (i # 1) a (i # k) pFepiSeme souéin sum

“5’81(Ai+1"‘14k)” . “5’82(141“'141'_1)“ <

k i—1

s (X TLeal) (X THBval)

_ > am=p1 =i+l > _Oém:ﬁzj:l

i<m<k 1<m<i
=CipCla 2. HHD“JA I

Z_O‘mzﬁl ] 1

m>1 ] 1

Z_o‘m:ﬁ2

m<i
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V pripadech ¢ =1 a ¢ = k plati nerovnost

5% (- A0 15 A} < Gl €, S H B

také, musime ji ale oddiskutovat jinak. Moznosti jsou:
e (B2=0)& (i=1):
Pouzijeme Cio =1la HEO(Al - ‘Ai—l)H = [|Ep, [| = 1.
e (B2>0)& (i=1) ~ -
Pouzijeme Cf 5 =0 a |[D(Ay -+ Ai1)|| = | D(Ep,)|| = 0.
o (Bi=0)&(i=h)
Pouzijeme C,i’o =1la Hﬁo(AiH e Ak)” = | Ep
o (B1>0)&(i=k): N
Pouzijeme Cliﬁl =0a HD(AiH - Ay) H = HD Ep )l =0.
Ted spojime odhady dohromady a dokonc¢ime dikaz:

k+1|| =

e

AMPT

I
—

D'o (‘I’((Az+1 AR 1) O(AL - A1, i) - ﬁAi)

(C 3 (HEBS@AZ.)H IDPH (A - Ap)| - ||562(A1...Ai_1)}|>)

5/ lo

(3

||M?r

iMw

si(a-z (1974 -clacte: X TTI0741))

3
Zl /Bi’:lo m>i _]757,

<3 (emyictct 3 (X TH0va))

S Bi=lo 3 am=p1 J=1
/ m>1
C’i Z O‘nL:BQ
m<1i
a;=pF3+1

k

S CTED N (V)

=1 ZanL:l0+1 Jj=1
041'21

k
< k-max(C))- Z H“E%AJH'

———— > ap=lo+1j=1
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Konstanta C' se plné odviji od I, C;, C} 5y C? 5, & rozmért matic, je tedy nezavisla na
hodnotéach uvnitt matic. OJ

Lemma 2.22. Necht jsou dana r,s,m,n,k € N. Necht je A : r x s matice funkci
R™ — R a necht f : R™ — R™. Oznacme mnozinu M C R™ takovych z, Ze proi < k
existuji vSechny derivace D' f(z) a Ze derivace D*A(f(z)) existuji ve smyslu totdlniho
diferencialu. Pak existuje konstanta C' > 0 takova, ze pro vsechna x € M plati

B+ (s < ¢ 1 +i”5if(w)u)k- (ﬁ\\ﬁwf(x))\\).

Predpoklad existence ﬁkA( f (a:)) ve smyslu totalniho diferencialu muze byt nahrazen
predpokladem, ze v x plati rovnost

D(DF1A(f(x))) = D*A(f(x)) - DS (@).
Dikaz. Opét postupujme indukci. V pripadé k = 1 podle Lemmatu 2.1/ méame

D (A(f(@)))|| = | DA(f(2)) - Df ()]
<n-||Df(x)| - |DA(f())]|

<n- (13 )s]) - (3 pacn]))

Ptredpokladejme, ze tvrzeni plati pro vSechna k = 1,...,kp. V dalSich upravach nejprve
pouzijeme nerovnost z Lemmatu 2.21, druhé& nerovnost bude doplnéni na soucin, ve kte-
rém velké mnozstvi ¢lent prebyva (oproti predchozimu Fadku). Plati

[P (ar@n) | = [Dr (DA @) )H
Ay
ENIES HHE%H

a1 +az=ko j=1

_o,, kg(H B (B | o= b))
<o (Slpse]) (i\\ﬁ%mum»)\\)
<0 (143 s} - (S @acrn])
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Na cleny v posledni sumé pouzijeme indukéni predpoklad s k =7 =1,..., k.

|5 (DA | < - (1 " iHﬁjﬂx)H)i - (iHﬁj (fM)(f(:c))H)

<C;- (1+k§:HDﬂf H) (ZHDJA :1:))”).

V pripadé i = 0 plati pro Cy = 1 posledni nerovnost trivialné. Spojime dosavadni vypocty
a dostaneme

Hﬁ’“°“<A<f<x
ko+1 ko o
» (1 « 3| )H) -;HD’(DA(f(w»)H
< Cm.(l + Z Hf)if(:v)H) 2(@ : (1 +killHﬁjf(x)”)ko'(lil’lﬁjA(f(m))“)>
ko-+1 l:o_+1 ko J_k0+1 . g
) m(HZH” )H> .;(Ci.(ZHDJA(f(:C))H)>

ko+1 )k0—|—1 ko+1

< Cy i (ko + 1) max G - (1+ ZHDf H ZHDJA H
C

E

OJ

Lemma 2.23. Budte r,s,n,m,k € R. Necht A je matice funkci R™ — R o rozmérech
r X s a f je zobrazeni R™ — R™. Necht v bodech a,b € R™ existuji derivace

ﬁif proi € {1,...,k}
a necht' v bodech a,b proi € {1,...,k} derivace
EiAof

existuji ve smyslu totalniho diferencialu. Potom existuje C' > 0 nezavislé na volbé a,b
takové, ze plati

|B* e f)@) = DHa0 )| <
(220 =¢ (1+§;Hﬁif(a) ) : (Hi”ﬁ%(b)”)k : (1+§;Hﬁi,4(f(a))u)
- (i”ﬁif(a) - D) + i”ﬁ%(f(a)) - Da(s)])):
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Dikaz. Dikaz budeme provadét indukei.
Pripad k = 1.
Prvni odhad je pomoci trojuhelnikové nerovnosti.

L2.14

|D* (40 (@) - DM(Ae £)B)

LQ_“(DAO f(a)Df(a) — DA o f(B)Df(b) H

— [PA© f(@)Ds(@) ~ DA f(@)Df ) + DAo f(a)Df(b) ~ DAo fB)DI ()|
<||DAe j(@)Df(a) ~ DAo f(a) DS ()] + ]DAo @)DJ(b) = DAo f(B)DF()|
= [DAc 1) (D 10)||+ || (DA (@) - Do 1)) D).

Matice DA mé rozmeéry rs X n, matice Df je n x m. Proto déle

HEA o f(a) (f)f(a) _ Ef(b)) H <n- HEA o f(a)” : Hf)f(a) - ﬁf(b)H

H (15A o f(a) — DAo f(b))f)f(b)” <n. HEA o f(a) — DAo f(b)H : Hf)f(b)”.
Polozime-li C'y = n, dostavame dohromady
|D* (40 @) = DA o) <

<ar- (|pac s |Br - Dro)| + [Bac @ - Dae s - [0

<ci-(1+ [Bra)- (1+ | Bros H) (1+][pae s
| (Hﬁf(a) = Df)||+ |DAo fa) - DA f H)

coz je to, co jsme v piipadu k = 1 chtéli ukazat.
Pripad k > 2.

Ptedpokladejme, ze tvrzeni plati pro k =1,..., ko. Dokéazeme ho pro k = kg + 1.
K zadanym a, b definujme funkci g : R"™ — R™:

g(x) =z 4+ (b—a).

Plati pro ni

Dg(x) = Ep, pro z € R™,
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diky ¢emuz podle Fetizkového pravidla
D(Ao fog)(a)= ((f)Aofog) (Dfog) -f)g)(a) - (ﬁAofog.f)fog)(a).
a matematickou indukei pro [ € N dokézeme
D'(fog)(a)=D"'(Dfog-Dg)(a) = D'"*(Df og)(a) = --- = D'f o g(a).

Dokazovana nerovnost dostane po prepsani pomoci funkce g tvar

|D*a0 )~ D*(aofog) <
<c. (ngm ) (ngmogu)’“. Qéumof;))

(lps-pros] + |pracs-prac sof)
=1 =1

pricemz do vSech funkci v nerovnosti dosazujeme bod a.
Funkce g umoznuje davat derivované funkce pod spolecnou derivaci

DM+ (Ao f)(a) — D¥t1 (Ao f)(b) = Dot <Aof—Aofog> (a),
déle pod spole¢nou derivaci upravovat
DR+ (Ao f~ Ao fog) =
:ﬁk‘)(ﬁAof-ﬁf—ﬁAofog-ﬁfog)
:l~)k0<lN)Aof-lN)f—IN)Aof-lN)fog+l~)Aof-lN)fog—lN)Aofog-lN)fog)
:ﬁko(ﬁAof.ﬁf—ﬁAof.ﬁfog> +Eko(ﬁAof.ﬁfog_BAofog.ﬁfog)
a pod spoleénou derivaci vytykat
5k0<ﬁAof-Ef—5Aof-ﬁfog> :l~)k0<l~)Aof- (f)f—f)fog)),
5ko(ﬁAof.f)fog_f)Aofog.f)fog> :Zﬁko((ﬁAof_[)Aofog) .Zifog>.
V normé tak dostaneme
”ﬁkO’Ll(Aof) —5k°+1(Aofog)H _

=[5 (Bacs - (Br-Breg) + B (s~ Bacseo) Broy)

< H5k0<5Aof-(5]”—5fog)>H—i—“ﬁk(’((ﬁAof—ﬁAofog)-5fog>H.
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Podle Lemmatu 2.21 a Lemmatu 2.22 odhadneme prvni clen:

12.21
<

|0 (Dac s (b1 - Drog)
1221 o ~ o~ ~ ~ ~
S| (A )

L2.22
< C -

LB Z( " (1+ZHD1fH> (i”f}i(fm)ofH>.H1N)’“°‘“1(lN)f—f)fog)H)

(ll].

<G i ((jal . (1+§Hﬁif}}> (I%ilHDZAof‘D HD’“O “(Df —Dfog H)

061:()

ko ko skotl =~ 0 ~. ~
<o (e 30pa) " (S paes]) - (|- pired])
ko+1

ko+1 ko+1 kotl ko+1
co (KN (S o) (5 e
. <2H5if—5ifogH—{—%ilHﬁiAof—ﬁiAofog‘D.
i=1 i=1

Nasleduje odvozeni druhé potifebné nerovnosti. Prvnim krokem je nerovnost podle Lem-
matu 2.21, ve druhém kroku vyclenime ¢len s a; = 0 a na zbytek pouzijeme indukéni
predpoklady s £k = a1 = 1,...,ky — 1. Ve tfetim kroku pouzijeme na prvni clen in-
dukéni predpoklad s k£ = kg, ve zbylé sumé zvétsime vsechny o podle nutnosti na kg
nebo ko + 1, obé ¢asti (vyc¢lenény ¢len a sumu) spojime do jednoho soudinu a omezime
konstantou C' = (ko + 1)CC,,. Plati tedy

D°(DAo f)| -||D*(Df = Do g)

AN

D*((DAof~DAofog)-Dfoyg) <
ko

o $ (J 0aer-pacsoo] o-i51-0])
a1=0

<C. HEO(BAof—ﬁAofog)H ||D (Do g)|

RS (nyko—m (1 09)|-Ca (1435
b)H)al . (1 n iHEi(BA) ° fH)

-3+ S B0 5P 05 )

)

1=
( 1
i=1
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D'f

ko+1 ko ko
<o (X[pired]) - (1+ 2|5
=1 =1
. (1 —|—§:Hl~)ifogH)ko . (1 —i—iHﬁiAofH)
ko - ko+1 -
(][5t -Birog|+ X [Bracs - Bacrog|)
=1 =2
ko+1

<c. (1+k§1H5if DkOH. (1+k§1HEifOQH)kOH. <1+ ; Hf)iAof‘D

ko+1 ko+1
(S pre Eaer-1es-4]),
=1 =1

Oba cleny
Hﬁko(mof.(ﬁf_ﬁfog))” i Hf)ko((mof_mofog).ﬁfog)H

jsme omezili stejnym vyrazem (s riznou konstantou C'). I soucdet téchto ¢lent je tedy
omezen timto stejnym vyrazem pro néjakou konstantu C' a dostavame nerovnost (2.2).
Il
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3. Hlavni ¢ast prace

3.1. Vyznamna rovnost

Podstatny dil hlavni ¢asti bude vychazet z rovnosti, ktera vznikne tpravou identity
D*(fo f7H(y)) = D*(id(y)).

Znaceni 3.1. 'V této ¢asti bude f vzdy homeomorfismus R" — R"™. Za derivaci pouZi-
vame D zavedenou v predchozim oddilu.

Vyznamna rovnost 3.2. V dalsim textu nékolikrat vyuzijeme rovnost
~o . ~ ~ T ~ _ ~
D2 My) = = ©(Ds M w)n) - ¥ (D W) n) - D2 (F ) - DI (w):

Proto ji ted odvodime a odvodime i za jakych podminek plati.

Lemma 3.3. Necht Q, Q" CR", f:Q — Q' je homeomorfismus. Necht v bodé y € (¥
existuje derivace Df~'(y) a necht v bodé x = f~1(y) € Q existuje derivace Df(x) ve
smyslu totalniho diferencialu. Pak plati

(3.1) E,=Df'(y) - Df(f'(y)).

Necht je déale splnéna aspon jedna z podminek

(i) derivace D%f(x) existuje ve smyslu totalniho diferencidlu
(ii) existuje ﬁQf(x) a je splnéna rovnost D <l~?f(f_1(y))> = 52f(f_1(y)) : ﬁf‘l(y)
potom plati

(82) D'y = —0(Ds M w)n) (D @) n) - D (7 W) - DI ().

Dikaz. Podle fetizkového pravidla Lemma 2.1 plati

L2.14

(3.3) E, = D(y) = D(f(f7'w)) "E* DI (/") - DI (v,

Matice ﬁffl(y) je inverzni matici k ﬁf(ffl(y)), tyto matice mizeme v (3.3) zaménit a
dostavame (3.1).
Zderivujeme (3.3) podle Lemmatu 2.13 a dostavame
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Dle Pozndmky 2.11 je diky rovnosti (3.1) matice
@(ﬁf‘l(y), n) inverzni matici k @(ﬁf(f_l(y)),n>,
proto po vynasobeni posledni rovnosti matici © <13 Yy, n) zleva dostaneme

0=D(Df ') +0(Df*)n) - ¥ ((Df W) ) - D(DF(F'W)))-
Piepsanim
D(Dfw) = D* ' (v)

a v ptipadé (i) dalsim pouzitim fetizkového pravidla nebo v p¥ipadé (ii) piimo z pfedpo-
kladu

D(DF(F~ W) = D% (W) - DI ')

obdrzime (3.2). O

3.2. Lemmata klicova pro diikaz hlavnich vét

Nasleduji klicova lemmata nutna k dikazu hlavni véty.

Lemma 3.4. BudQ, Q' Cc R*,m e Na f: Q2% Q bilipschitzovské zobrazeni, a necht
f e wmee(Q R N Wm+L1(Q R™). Necht derivace D™+ f~1 existuje skoro viude v €.
Necht Q(c,r) C Q' je zvolena pevné.

Potom existuji konstanty K,C € R a podmnozina A C Q(c,r) takové, ze

‘Cn (A) - En (Q(Ca T)),
dale ze pro kazdé y € A plati

D f(r ol =K, P W =K proj el m)

D72 )l < (1D F (7 W) | + 1)

Dikaz. Diikaz si indukéné rozdélime na piipady m =1 a m > 2.
Pripad m = 1.

Zvolme za A vSechna y € Q(c,r) takova, ze existuji derivace

Df '(y) a  D*fl(y),
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7e v bodé z = f~1(y) existuje derivace Df () ve smyslu totalniho diferencidlu a ze v y
plati

(3.4) D(Df(F7 W) = D (F 7 w) - DS (o),

Zobrazeni f je bilipschitzovské a tedy podle Twrzeni 1.15 existuje totalni diferencial
Df(z) skoro véude v f~*(Q(c, r)). Bilipschitzovské zobrazeni f zobrazuje mnoziny nulové

miry na mno#iny nulové miry, takze totalni diferencial D f (x) existuje pro skoro vSechna
y € Q(c,7), pticemz x = f~1(y). Jelikoz Df € WP, tak podle Lemmatu 2.15 plati také
rovnost (3.4) skoro vsude v Q(c, 7). Kazda z podminek na A je splnéna skoro vsude v

Q(c, 1), proto L, (A) =L, (Q(c, 7“)) Pro Lipschitzovskou konstantu K bilipschitzovského
zobrazeni f navic plati

IDF(F )| <K a  ||Df )| <K.

Na A jsou splnény podminky pro rovnost (3.2), podle ni provedeme odhad. Druh4 a tfeti
uprava je podle Lemmatu 2.17, p¥icemz n?+2+! dostaneme z rozméri matic

@(?f_l(y),n) . n? xn?, ‘P((ﬁf‘l(%))T,rQ : n? xn?,
D2f(f_1(y)) . n? xn, Df71(y): nxn.

Ctvrta uprava vyuziva ||13f_1(y)H < K. Upravujeme:

|D2 )|

(32) H — @(ﬁf—l(y),n> -w((ﬁf—l(y))T,n) D*f(f(v)) -5f‘1(y)H
| - o(or )| o(Dr )" ) ||t | o]
= D Wl 1D W)l D2 @) [P Wl

<n®- KD (7 w) | = C-[ID*F ().

Pripad m > 2.

Predpokladejme, Ze jsme uz Lemma v ptipadé m = mg — 1 dokazali a dokazme jej pro
m = mg > 2. 7 existenci derivaci

D™Hf(fy)  a  DMotlfTl(y)

skoro vSude v ' dostavame existenci derivaci

D™f(fy) a  D™f(y)
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skoro viude v V. Z f € W/ podle Twrzeni 1.10 plyne f € W™~ 5 Jsou splnény

loc loc
podminky tohoto Lemmatu v pripadé m = my — 1, proto pro né€jaké K > 0 pro skoro

vSechna y € Q(c, )

1D )l < K& D <K prog e {1, mo 1}

(3.5) |57 =1 w)l| < C([ID™r (@) +1).

Z f € W™ dostavame navic (bez Gjmy na obecnosti pro stejné K):

(3.6) D™ f(f~(y))| < K

pro skoro vSechna y € Q(c, 7). Spojenim vysledku (3.5) a (3.6) odvodime
[ w)]| < O +1)

skoro viude v Q(¢, 7). Oznacme K = max{K,C(K + 1)}. Za A vezméme tedy ta y €

Q(c, 1), kde existuje derivace ﬁm‘)“f_l(y), kde derivace ﬁjf(f_l(y)), je{l,...,mo},
existuje ve smyslu totalniho diferencialu, dale kde je splnéna rovnost

(3.7) D(D™f(f7M ) = D™+ (S~ ) - DI (W)
a kde plati vSechny nerovnosti

Il < K a [IDTH)| S K proj € {1, mo}

Podle Pozndmky 1.11 plati D™ f € WP, Z toho podle Lemmatu 2.15 diky bilipschitzov-
skosti f plyne, Ze je rovnost (3.7) splnéna skoro vSude v Q(c,r). Pro kazdé j € {1,...,mp}
podle Twrzeni 1.10 plati f € W7> a z Pozndmky 1.11 dale plyne ﬁj_lf c W, Proto
podle Twrzeni 1.1/ existuje Lipschitzovsky reprezentant Di=1f a podle Twrzeni 1.15
ma tento reprezentant totalni diferencial Di f skoro vsude v f~! (Q(c, r)) Bilipschitzov-
ské zobrazeni f zobrazuje mnoziny nulové miry na mnoziny nulové miry, proto existuje
Di f ( f1 (y)) ve smyslu totalniho diferencidlu skoro vSude v Q(c, r). Jelikoz vsechny pod-
minky na mnozinu A plati (existuji) skoro vude na Q(c,r), je £, (A) = L, (Q(c,7)).
Zafixujme y € A. Pro snazsi zapis nasledujicich operaci oznacme

A= — ®<ﬁf_1(y)7n>,
Ag = @((5f_1(y))T,n),

Az = D*f(f(y)),
Ay = Ef_l(y)-

34



Za pouziti (3.2) dostaneme

|De 2 | = (1D (DA )| (Do (A As )|

Dalsi odhad provedeme podle Lemmatu 2.21:

4
Hﬁmo_l(z‘llflzfl:’,z‘h)“ <C,, - Z HHE%AJ'”-

Zaizmo—l j:]-

Nyni omezime jednotliva Hﬁo‘jAjH pro a;j € {0,...,mo — 1},j € {1,2,3,4}. Diky Lem-
matu 2.19

Do a, | = |[pes <—@<1N)f1(y),n>>H — B )| < &

Do = [ (#((Bs )"} )| = B2 < .

Dy = | Do (D)) | < K.
Derivace matice A3 odhadneme pomoci Lemmatu 2.22. Pro 1 < ag < mg — 1 plati

[ = [ (221 )| <

§C2,22~(1+§:H5"'f_1(y)H) (ZHDZ (D*f) H)
o (0 B 8) T (Iren ]« S s w))
C, . (1+ZK) -(Hf)‘)‘?’“’f(f‘l(y))HJr ilf()

<. (HD“B“f(f‘l(y))H + 1)-

Pro a3 =1,...,my — 2 je navic
G. (Hﬁas+2f<f—1<y>)u +1) <G (R +1).

Pro as = 0 plati odhad | D°A3]| < C'- (K + 1) trivialng.
Dokonc¢ime dtikaz:

4
Dot T )| < C e Y TP A

Eai:mo—l j:1

<o (B s +1). 0
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Lemma 3.5. BudQ, Q' cR", 1 <meNa f: Q=5 bilipschitzovské zobrazeni.
Necht derivace D™ f resp. D™ f~1 existuji skoro vsude v § resp. v ¥, piicemz D™ f
ve smyslu totalniho diferencialu. Krychle Q(c,r) C € je zvolena pevné. Nakonec necht
existuje konstanta K takova, ze

||l:)jf_1(y)H§I} N proje{l,...,m—1}
a |[DIf(f~' )| <K proje{l,...,m}

pro skoro vSechna y € Q(c,r).
Potom existuji konstanta C' € R a podmnozina A C Q(c,r) takové, zZe

L, (A) = L,(Q(c, 7)),

déle Ze pro kazdé x € f~1(A) a kazdé y € A existuji vSechny derivace

(3.8)

Dif(z) a D'f ' y), kdeie{l,...,m},

a ze pro kazdé a,b € A plati
(39) ||D"f @ - D) <o in?"f(fl(a)) O
=1

Pro m =1 nejsou nerovnosti (3.8) v predpokladech Lemmatu nutné.

Diikaz. Dikaz Lemmatu provedeme zvlast pro m = 1, m = 2 a m > 3. Pfipad m = 2
by bylo mozné dokézat piimo indukci, ale udélame ho nazorné zvlast, aby se lépe chapal
obecny indukéni krok.

Pripad m = 1.

Definujme mnozinu A C Q(c, ) jako vSechna y € Q(c, ), kde existuji derivace

Df(fy). Df (),

prvni z nich ve smyslu totalniho diferencialu. Bilipschitzovské zobrazeni f zobrazuje mno-
ziny nulové miry na mnoziny nulové miry, proto z predpokladi Lemmatu existuji obé
derivace skoro vdude v Q(c,r). Je tedy £, (A) = L,,(Q(c,r)). Pro bilipschitzovskou kon-
stantu K zobrazeni f plati

IDf ') <K a yeA
Zvolme néjaka a, b € A. Vyuzitim rovnosti (3.1) a nerovnosti z Lemmatu 2.17 upravime
|Df @) = Df )
D) (Dr (571 ®) - DF(F (@) D)
LB )| P o) - B @) B )

< @K% B @) - DA )|
C

‘@1)
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Nerovnost (3.9) pro piipad m = 1 dokézana.
Pripad m = 2.

Mnozinu A definujme jako ta y € Q(c, ), kde existuji derivace

Df Y(y),  D*fy),
dale kde _ _
Df(f'(y), D?*f(f ')

existuji ve smyslu totalniho diferencialu a ve kterych plati

|prw|c k. |Dretw)|= K [P ) |2 £

Derivace D2 f~Y(y) existuje skoro viude v Q(c,r), takze existuje skoro vsude i deri-
vace D f~Y(y). Derivace D? f existuje ve smyslu totalniho diferenciadlu skoro vsude v
f! (Q(c, 7“)), proto skoro viude ve smyslu totalniho diferencidlu existuje i D f. Mnoziny
nulové miry se u bilipschitzovského zobrazeni f zobrazuji na mnoziny nulové miry, proto
existuji totalni diferencialy 152f(f_1(y)), Ef(f_l(y)) pro skoro vechna y € Q(c,r).
Kazda z potfebnych podminek splnéna skoro vsude v Q(c,r), proto jsou tyto podminky
splnény i najednou skoro v§ude v Q(c,r) a plati

L, (A) =L, (Q(c,7)).

Vyberme nyni néjaka a,b € A a pro zprehlednéni zapisu oznacme

8, = —@(Df—l(a),n), 8, = —@(Df—l(b),n),
Yo = W((Df_l(a’))Tan), MW = W((Df_l(b))T7n)7
ba = D%*f(f(a)), & = Df(f1(0),

o = Df Ya), ep, = Df71(b).

Na A jsou splnény podminky pro rovnost (3.2). Rovnost (3.2) se tak da zapsat jako

D?fY(a) = BaYalata &  D2fH(b) = ByyOses.
Odhadujme

|D? = (a) = D*f(b)|| = || BaVadaca — Boydves||

Hﬁa'}/aéafga - Bb'yafsaga”
+ HBbIYCL(Saga - ﬁb/}/béaéa”
+ B Ve0aca — By ywveall
+  |Bevedbea — Bu1udves||
= H(ﬁa - /Bb)'7a5a5a”
+  11B6(Va — Yb)dacall
+  ||Bv (60 — db)eal|
+  [1Bp706(ea — €b)l-

IN
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Odhadneme podrobné ||(B, — 5b)Vadata||- Oznacme si
Ar=Pa— DB,  A2=7,  Az=04, As=ca.

Nésledujici krok by Sel provést i mnohem jednoduseji podle Lemmatu 2.17, ale prave kvili

v v

nazornosti uvedeme analogii tézsitho (obecné pouzitelného) postupu. Podle Lemmatu 2.21
existuje konstanta C' nezavisla na volbé a, b, pro kterou

|41 Az Az Ayl| = [|D°(A1 A2 A3 Ag)|| < Cyyy - Y HHD%A I
Sa;=0j5=1

4
= Coan - [TID A5l = Covsy - 1A - | o] - [|As]] - [} Aa -
j=1

Pro jednotlivé ¢leny soucinu je

E —@(Df (@) )+@(Df )

—|le(~Ds () + n)H:HDf Ha) - D).
- s )] - o
5] = || B21( H K

|44]| = fvf*( >)H <K
Proto dohromady
|8 = Bo)vadacal| < G- || D (@) = Ds (1)

pro néjakou konstantu C~’1 € R. Velmi podobné odhadujeme i zbylé normy. Vyuzivame
pritom vztahy

e =l = |2 ((DF @) sn) = ¥ ((Ds )" n))|
= e ((DF@)" = (DF®) " n) |
= |[(BF1(@)" - (Ds 7o)
160 = &sll = ||D*f (f (@) = D*f(f (1))
lea =&l = | Df(a) - ﬁf-1<b>H

180 = |-e (D)) | = | D~ )| < &,
el K. loasl <K, llesll < K.
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Analogickym postupem k postupu s H(Ba — Bb)fyaéagaH tak obdrzime

loa(Ba = Bo)va6a| < Co - [ Dr~H(a) - DF 1)
oo —20)3al| < Cs - | D27 (77 (@) ~ D2£ (7 )|
w080 — )| < G- || B~ (@)~ B 0)]
Z piipadu m = 1 vime
| @)~ Br )| < € - ||Pr(F @) - B B)])
P1i slozeni vSeho dohromady dostavame
| D272 (@) = D22 )|| < (G + G + Co)|| Dy @) ~ D)
+Cs - | D2 (fH(a) = D2F (7))
<C,_, (Ci+Co+Cy) Hﬁf(f_l(a)) - 5f(f_1(b)>H
+Cs | D2 (fH(a) = D*F (7 (0))

<O Y| DN @) - DU (£ )|

coz je hledany zavér pro m = 2.
Pripad m > 3.

Pro indukci predpokladejme, Ze uz jsme Lemma s m = 1,...,mg — 1 dokazali a ted ho
dokazujeme pro m = my. Existence derivaci D™ f resp. D™ f~! skoro vude v f~1(2')
resp. ' implikuje existenci derivaci

Emf resp. ﬁmffl skoro viude v f~1(€Y') resp. O/

pro vSechna m € {1,...,mg — 1}, pfi¢emz u D™ f ve smyslu totalniho diferencialu. Jsou
tedy splnény predpoklady Lemmatu i pro m < mg a pro a,b € A, plati nerovnost
(3.9) s m < mg (A, je mnozina z pt¥ipadu m < my). Zvolme nyni za A vSechna takova
y € Q(c, 1), Ze v nich existuji derivace

ﬁmffl(y) a ﬁmf(ffl(y)) pro kazdé m < my

(ty druhé ve smyslu totalniho diferencialu), ddle Ze jsou v y splnény nerovnosti (3.8) a
mo—l

nakonec ze y € ﬂ A,.. Kazda z uvedenych podminek na body y z A plati pro skoro

m=1

viechna y € Q(c, ), proto L, (A) = L, (Q(c,1)).
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Zvolme a,b € A. Abychom mohli provadét tpravy pod spoleénou derivaci, zavedme
stejné jako v dikazu Lemmatu 2.23 funkci g : R™ — R™ predpisem

g(x) =z + (b—a).

Pro jednodussi tipravy opét oznacme

B, = —@(Df (a),n), By = —@(Df*l(g(a)),n),
v = v((Df a>>T,) w = ¥((DF(g(@))" ).
bu = D2f( '(a)), & = D2f(f'(g9(a))),

ea = Df Ya), ey, = Df ' (g(a)).

S vyuzitim (3.2) odhadujeme

|5 12 @) — Do =) = | Do (52 (@)) — Do=(D25 )|
= Hﬁmo_Q(ﬂa%%ga) — D72 (Bymdes) H
< [P (Baabaga) — D0 (Byvadaa
| D™0=2(Byadaca) — D02 ( 5;,%5 €a
| D™0=2(Byyp0aca)
Hﬁmo_z(ﬁb%&)ga) — Do~ (5b%5b€b

—" —r ~— =

PfepiSeme jesté posledni ¢tyti ¢leny (to si mizeme dovolit pravé diky vyuziti funkce g).

D702 (Buvadaca) = D™ (Brvadaca) | = [ D72 ((Ba = Bo)vadaca )|

( )

D™ 2(Byya0aca) — D™ 2 (Bypdaca)|| = 5m°_2<6b(%—’yb)5a€a> ,
( )
( )

D™ 2 (Byw0aca) — D™ 2(By10pea = ||[Dmo-2 (517%(% —5b)€a) :

) -
D02 (Byyydpea) — D™ 2(Byyndeey

= ||[Dmo-2 <5b%5b (ga — 56))

A podle Lemmatu 2.21 odhadneme prvni z poslednich ¢tyf zavorek. K tomu pouzijeme
substituci

Al - (Ba_ﬁb)y A2 = Ya> AB :6117 A4 = Eq-
Plati

D02 (A1AsAsAd)|| < Coy - D HHDM I.

Sai=mo—2 j=1
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Odhadujme ¢leny napravo. Konstanta C,,, znaci konstantu z tohoto Lemmatu pro m =
aq.

Pro 0 < ay, a9, a4 < mp — 2 plati
[l = [ (w((Br @) om) ) | = [+
|D9 A, || = || Do (Ef—l(a))H - Hﬁa‘*“f‘l(a)H <K
|D* 4| = ||D* (—®<5f1(a),n) + @(5f1(b),n)) H

- ﬁalﬂf-l(a)—ﬁm“f—l(b)H

<K

a1+1

< Cort [P0 @) - D )]

Prol <azg<mg—2 podle Lemmatu 2.22 dostaneme
ool

< C12‘22 ’ <

H) (Zlrene])

Pro a3 = 0 odhadneme

| e s = || D0 (B2 (5 (@) | < &

Ozna¢me M = max{K, K}. Pak plati

4
C’2.21 ) Z HHDajAju <

Zai: m0—2 j:]-

. ai+l —
Cor Y (0 S0 @) - D))
i=1

Zaiz m0—2

IA

<C. mf))ﬁif(f-%a)) ~DF( )|

V predchozi sumé se opét sc¢ita pres vSechny kombinace aq, as, as, ay, jejichz soucet je
mo—2. Pocet téchto kombinaci je konecné ¢islo, proto existuje konstanta C', ktera omezuje
posledni odhad.

Analogicky jako ¢len ’

| D=2 (B2 = B1)vaea)
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odhadneme i ¢leny

Hf?mf”z (Bb (Va — %)5@5@)

‘ a Hﬁmo*z <5b7b5b(5a - 5b)>H

Rozdil je u

Hﬁmo_Q (5b’7b (6a — 5b)8a>

’ Y

ktery odhadneme zvlast. Oznac¢ime
Ay = B, Az =, Az = (0a — 0), Ay = eq.

a opét odhadneme

4
||ﬁm°_2(A1A2A3A4)H <C,, - Z HHE%AJ‘H-

Zai: m0—2 j:1

Stejné jako v predchozim ptipadu m = 2 omezime

D= il = || B (~6(Df 2 (b),m) )| = [P+ )| < K.

|5 4z = | D (2(Df 1), m) )| = | D=t < K,
|

|D% Ay = | Do+ (Bs @) | = || Do )| < K.
S pouzitim Lemmatu 2.21 a indukcéniho predpokladu pro m < mg — 2 odhadneme i
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Hﬁa3A3H. Odhad HﬁasAgH se vsak 1isi

1D A =

Do (D2f o ft = D2 o f o g)(a)

SN ERS > LIS ) RO w L ISEVOI K8  LIC AT

(ZHDf 5¢f—1ogaH+;HD (D*f)of~Y(a) — D(D f)of‘log(a)H)
(1+ZK) | (1+Z[~() . (Hi 7

HDf - D' og(a) H+ZHD (D?)ef~H(a) = D'(D*)ofog(a) H)

<

@

ffuﬁf o) =D oo+ £ = Do £ oot

DS

=1 j=1

Difofa)- Dﬂfof—logm)H)

+ mZHBf o fN(a)~ Difo f! og(a>H>

< K -maxC; - mg - %Hﬁlfo fa) - Difoft og(a)H.
i=1

Zakomponujme odhady do predchoziho vysledku:

4
C12421 ’ Z HHDajAjll <

Zai/:m0—2 321
CM1,.,.,O{4ZO

<c.. Y (f@.fz-.maxci.mo%Hﬁifof*(a) ~D'fo st °9<G>H)
Za- o2 i=1

a1,y...,0042>0

<c. ZHD (s D W)
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Celkové pro néjaké C nezavislé na volbé a,b € A dostavame

|Dmept@ = Dropre)| < |[Bmo2((8a - B)radeca)

+ || Dmo-2 ﬁb(va—%)%sa)

(
+ ||Dmo 2(51)% (60 — &) €a>
(

+ ||Dmo—2 By (€ _5b>

E

IN
B

D (7M@) = D ()|

-
I
,_.

Piipad m > 3 doresen. O

3.3. Hlavni véty

Véta 3.6.  Necht Q. C R™ jsou oteviené, k € N a piedpoklddejme, Ze f : Q —
je bﬂipschitzovské zobrazeni takové, ze f € Wlﬁjl’p (Q ]R”) N WIIZCOO (Q R”) Potom i
f W’H-l p(Q/ Rn)

loc

Dikaz.  Vétu dokazeme indukcei podle k.
Pripad k = 1.

Podle Pozndmky 1.11 je ptipad k = 1 ekvivalentni s diikazem Df~! € W&)Cp aflec
LY . Protoze je f~! Lipschitzovsk4, tak je na omezené méfitelné mnoziné omezena a
1ntegrovatelna platnost f~! € L?  mame tak automaticky. Podle Veéty 1.18 ukazeme, ze
D f~! spliiuje ACL podminku na skoro vsech tise¢kach rovnobéznych s osami soufadnic a,
7e plati (1.1). Protoze Df~! je absolutné spojita, pravé kdyz je 13]”_1 absolutné spojita a
ekvivalence mezi Df ! a D f~! plati i u integralu v (1.1), sta¢i ukdzat zminéné vlastnosti
pro novou derivaci D fL

7 Veéty 1.20 vime Df o f~1 € WP, Zvolme Q(c,7) € ' ai € {1,...,n}. Proy €
Q'(c,r) oznacme h;, dobrého reprezentanta Dfo f~1 7 Vety 1.18 a polozme hiy(t) ==
h(y + te;) pro t € (¢; — r,¢; + ). Diky lipschitzovskosti f pro skoro vSechna y € Q(c, )
plati Hf?f(f_l(y)) H < K pro néjakou konstantu K € R. Podle Twrzeni 1.15 existuje i
totalni diferencial D f skoro vsude. Potom podle Lemmatu 3.5 existuji konstanta C' € R
a podmnozina A C Q(c,r) takové, ze

CH(A) =Ly (Q(C, T‘)),

dale ze pro kazdé x € f~1(A) a kazdé y € A existuji obé& derivace

Df(z) a  Df y),
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a pro kazdé a,b € A plati
|Dr 4@ - D) < ¢ |[Br(rH@) - D ®)]|

Zafixujme y € Q'(c,r) takové, ze h;, je absolutné spojitd na (¢; — r,c; + r). Necht
{(aj,b;)};/=; je systém po dvou disjunktnich intervali nalezicich do intervalu (c; —r, ¢;+7)
takovych, ze A; :=y +aje; € Aa Bj :==y+bje; € Aprokazdé j € {1,...,J}. Zvolme
e > 0 a z absolutni spojitosti h;, vyberme 6 > 0 takové, Ze pro vSechna {(aj,bj)}jzl
spliyjici Y (b; — a;j) < 0 plati

J
D Ry (az) = hiy (b)) <e.
j=1
Potom (s vyuzitim zédvéru Lemmatu 3.5)
J o N J o N
S|y - D) < o S |Brr @) - D))
=1 =1
j JJ
=C ) hiy(a;) = hiy(b)]| < C-e,
j=1

pficemz konstanta C' je nezavisla na volbé y, i a €. Odtud plyne, ze funkce g, ;(t) :=
Df~(y+te;) je na (¢; — r,¢; +r) N A absolutné spojita. Z L, (A) = L,(Q(c, 7)) plyne,
ze L1(m;'(y) N A) = 2r pro L, ,-skoro viechna y € Q(c,7). Uvazujme tedy takovd
y € Q' (c,r), ze jsou funkce g, ; absolutné spojité na (¢; — r,¢; + r) N A a navic, ze
Li((c; — rci + 1) N A) = 2r (stale jsou to L, ,-skoro vSechna y € Q'(c,r)). Podle
Lemmatu 1.22 existuje reprezentant §, ; absolutné spojity na (¢; — r,¢; + r) takovy, ze
Gy,i = gy,i na (¢; —r,c; +7)NA. Diky nezavislé volbé y a Q(c, r) ma D1 reprezentanta,
ktery spliiuje ACL podminku na skoro vSech tseckach z 2’ rovnobéznych s osou x;. Proto
existuji parcialni derivace 8%1- funkei (prvki) matice D f~1 pro skoro viechny body z .
Také i jsme volili libovolné, proto existuji vSechny parcidlni derivace funkci z matice
D f~! pro skoro vsechny body z €. Skoro vsude na Q' tedy existuje derivace D2 fL
Jsou splnény podminky Lemmatu 3.4, podle kterého pro néjakou konstantu C pro skoro
kazdé y € Q' plati

152wl < (157 ()] +1)

Pro kompaktni mnozinu Qg C Q' tim dostavame

J1B2 - wlra < [ (E(1B2( o) +1))”dy,

Qx
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S tpravou podle nerovnosti (a + )P < 2P(aP 4 b”) mame

/(6(”132]0(]01(9))“ +1>)pdy§21?5'p /(}}ﬁzf(fl(y)){{p-l-lp)dy

QK QK

y . .= _ 1p .
Protoze Qk je omezend a Df o f~1 € W'P| vime

LaQx) <0 a / 1D2(F )P dy < oo,
Qx

dostavame tim podle Vety 1.18 zévér Df ! € Wli’f atedyi Df~' e WP,

loc

Pripad k > 2.

Predpoklddejme, Ze jsme uz Vétu dokazali pro k = 1,...,ky—1 a ted ji chceme dokézat
pro k = kg. Dokazované tvrzeni je podle Pozndmky 1.11 ekvivalentni tomu, ze f~! €
LY ~a DFo—lf=1 ¢ Wli’f . Vlastnost f~' € L  plyne automaticky z lipschitzovskosti
f~1. U diikazu druhé vlastnosti budeme postupovat opét podle Veéty 1.18. Ukazeme, ze
DFo—=1 =1 m4 reprezentanta absolutné spojitého na skoro vsech tiseckich rovnobéznych
s osami soutadnic a Ze plati (1.1). Piedchozi fakty plati pro D*=1 =1 pravé kdyz plati
pro D*o=1f=1 proto je sta¢i ukazat pro D*~1f=1 Zvolme Q(c,7) C Q' a pevné i €
{1,...,n}.

Z f e W{ffé“’p N WIIZZ’OO vime f € W’féi’p N Wli%_l’oo a diky piedpokladu platnosti

Véty pro k = kg — 1 vime f~! € Wllf)oc’p . Z toho plyne existence derivace Do f~1 a

potazmo Dko =t skoro vsude v Q(c,r). Jsou tak splnény podminky Lemmatu 3.4. Podle
néj existuje konstanta K takova, ze pro skoro vSechna y € Q(c,r) plati

) O e )

Jelikoz bilipschitzovské zobrazeni f~! zobrazuje mnoziny nulové miry na mnoziny nulové

miry, tak z f € Wllzoc’p (bez jmy na obecnosti pro stejné K) dostavame

DR f(f ()| < K

pro skoro viechna y € Q(c, 7). Podle Tvrzeni 1.14 plyne z f € WF0:>° e existuje Lipschi-
tzovsky reprezentant funkce D*~lf a ten mé podle Twrzeni 1.15 totalni diferencial

DFo f skoro vsude. Diky tomu podle Lemmatu 3.5 existuje konstanta C' a podmnozina
A C Q(c,r) takova, ze
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7e pro kazdé x € f~1(A) a kazdé y € A existuji viechny derivace
Dif(x) a DifYy), kdeje{l,...,ko},

a ze pro kazdé a,b € A plati

|Dro st @) - DRty < Z D f(f7 @) = D))

Z Tvrzeni 1.10 a Pozndmky 1.11 dostavame, ze z f € Wi +Lp (Q R") plyne 15’“]” €

loc
Wlo’f(Q R”) pro k = 1,...,ky. Proto podle Véty 1.20 pro kazdé k = 1,...,ky plati
DF foflte Wlo’cp (Q' ]R”) To vyuzijeme podle Vety 1.18 k absolutni spojitosti funkci

DF f o f~! na tiseckach.

Zafixujme y € Q"(c,r). Necht {(a;,b ) _1 je od ted vzdy posloupnost po dvou dis-
junktnich intervald nalezicich do intervalu (cz r,ci + 1) takova, ze A :=y+aje; € Aa
B :=y+bje; € Aprokazdé j € {1,...,J}. Oznacme dale pro kazdou funkci DFfo f-1
jejiho dobrého reprezentanta h* (podle Véty 1.18), k € {1,...,ko}. Dobrym reprezentan-
tem mame na mysli toho, ktery je na skoro vsech tseckach rovnobéznych se soustavou
soufadnic absolutné spojity. Dale polozme hﬁy(t) = h*(y +te;) prot € (¢; —r,c; + 7).
Zvolme € > 0 a pro kazdé k € {1, ..., ko} naleznéme d;, > 0 (z absolutni spojitosti funkeci
hﬁ ,)» aby platilo

J
jestlize Z |bj —aj| < dk, tak potom Z”h hk (a;)|| <e.
; =

Vezméme 6 = min 0.
Pak pro vechny {(a;,b;)}7_; s celkovou délkou mensi nez ¢ dostavame

St - B <03 3B ) - B )|
j=1j'=1
~hl,(a)|
§'=15=1
SC'I{JO'F:.

Oznacme g, ;(t) := ﬁkof_l(y+tei) prot € (¢;—r,c;+r)NA. Funkce g, ; je tedy absolutné
spojitd na (¢; —r,c;+r)NA. Z L, (A) =L, (Q(c, 7“)) plyne, ze £ (ﬁi_l(y) OA) = 2r pro
L, _,-skoro vSechna y € Q'(c,r). Uvazujme tedy takova y € Q(c,r), Ze jsou funkce g, ;
absolutné spojité na (¢; —r, ¢; +1r)N.A a navic, ze £ ((cz —r,ci+r) ﬂA) = 2r (stale jsou to
L, _,-skoro viechna y € Q'(c,r)). Podle Lemmatu 1.22 existuje absolutné spojité rozsifeni
Gy,i cely interval (¢; —r, ¢; +1). Zobrazeni DFo f=1 m4 tedy v Q(c,r) absolutné spojitého
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reprezentanta na skoro vSech primkach rovnobéznych s osou x;. Parcialni derivace podle
i-té souradnice 8%1' DFo f=1 tak existuji skoro viude v Q(c,r). Cislo i € {1,...,n} jsme
volili libovolné a diky tomu existuji derivace Dko+1 f~1 (ve smyslu parcialnich derivaci)
skoro vsude v Q(c, ). Krychli Q(e,7) jsme volili v €’ libovolné, proto existuji derivace
DFo+1 £=1 gkoro viude v ' a miZeme je integrovat. Pro kazdy kompakt Qi C €' tak
podle Lemmatu 3.4 pro néjakou konstantu C plati

/HDko“f dey</(5<HDko+1f(f—l(y))H+1>)pdy,

Qx

pomoci nerovnosti (z 4+ y)? < 2P(zP 4 yP) pokracujeme

[ (e|prisuwn]|+€) avswer [(15 sl +17)ay
Qk

K

<o 1D | ay + £.0m0) )
Qx

Protoze D* fo f~1 € WP, mame

loc ?

[t < .
Qx

tedy i
~ p
/HDkoﬂf—l(y)H dy < oo

a podle Véty 1.18 konecnsd f)kof Le WP atedyi f~1 € wiothe, O

loc loc

Véta 3.7. Necht Q,Q C R” jsou oteviené, k € N a predpoklddejme, Ze f : Q —
je bilipschitzovské zobrazeni takové, ze D*f € BVioc (U R™ ) a ge f € WE>™(Q,R™).
Potom i D*f~1 € BVioe (2, R™ ).
Dikaz. Dikaz povedeme indukci podle k.

Pripad k = 1.

Zafixujme Q(c,r) C " ai € {1,...,n}. Potfebujeme ukézat, ze néjaky reprezentant
funkce D f~! m4 kone¢nou variaci na skoro vSech tsec¢kéach rovnobéznych s osou x; a Ze je
potiebny integréal (1.2) koneény, z ¢ehoz podle Vety 1.19 vyplyne Df~! € BVj,.. Dilikaz
staci provést pro derivaci l~), jelikoz se podle definice shoduje s klasickou derivaci D.

Z Véty 1.21 vime, zZe D fo f~! € BW.. Oznaéme h dobrého reprezentanta funkce
Dfof~tz Véty 1.19 a polozme hiy(t) := h(y+te;) proy € Q'(c,r) at € (¢c; —r,c;+7).
Z (1.2) mame

(3.10) / V(hi,y, (ci —ryci + 'r))dy < 00.
Q' (e,r)
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Podle Twrzeni 1.15 existuje totalni diferencial D f diky lipschitzovskosti f skoro vsude.
Dobry reprezentant h se shoduje s ptivodni funkei skoro v§ude a také nerovnost (3.9) plati
podle Lemmatu 3.5 skoro vsude na Q(c,r). Ozna¢me 4 mnozinu takovych a,b € Q(c,r),
pro které existuje ﬁf v f71(a), h(a) = 5f o f71(a) a ve kterych je splnéna nerovnost
(3.9) (pro pfipad m = 1):

(3.11) |Br 2@ = Br )| < € |Br(r @) - D(FH@)]|

Ptedchozi fakty plati skoro vsude na Q(c,r) ¢ na f~1 (Q(c, T)) a bilipschitzovské zobra-
zeni zobrazuje mnoziny nulové miry na mnoziny nulové miry, proto z predchozich tvah
plyne L, (.A) =L, (Q(C, 7“))

Zafixujme y € Q(c,r) a necht {(aj, bj)}jzl je systém po dvou disjunktnich intervalt
obsazenych v (¢; — r,¢; + ) takovych, ze A; :=y+aje; € Aa B; :=y+bje; € Apro
kazdé j.

Podle nerovnosti (3.11) je

iHﬁf—%Aj) - Df(By) < CiHﬁf(f‘l(Aj))—f?f(f‘l(Bj)) |
<C- V<hi7y, (c; —r,ci + 7“))

Oznac¢me funkci u; (1) := ﬁf_l(y + te;) a interval I; := (¢; — r,¢; + ). Pak

k
V<u7;,y, ;N A) = sup {Z)
{(a-,b-)}‘-Jz ClI;, =1
(3.12) a; b, A ke,
a1<bi<azs<---<ayj<by

<(C- V(hi,y, (c; —r ¢ +r)).

u;y(a;) — “i7y(bﬂ')H}

Podle Véty 1.19 plati V(hi,y, (c; —ryci+ r)) < 00, proto plati také V(ui’y, I;N .A) < 00.

Z L, (A) =L, (Q(c, T)) plyne, ze L (w{l(y) N .A) = 2r pro L, _,-skoro vSechna y €
Q" (c,r). Uvazujme tedy takovd y € Q*(c,r), ze ma reprezentant u, ; kone¢né variace na
(ci—r,ci+r)NAanavic, ze L1((¢c; —r,¢; +7)NA) = 2r (stale jsou to L, ,-skoro vSechna
y € Q'(c,r)). Podle Lemmatu 1.2/ existuje reprezentant u;,, : I; — R™ takovy, Ze na
mnoziné I; N A plati 4, , = u;, a navic

(3.13) V(i (e = 7o+ 1)) = V(i [ 1 A) < 0.
Reprezentant funkce D 71, ktery m4 ve zvolené krychli Q(c, ) kone¢nou variaci na skoro

vSech tseckach rovnobéznych se soustavou souradnic, tedy existuje.
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SloZenim nerovnosti (3.10) a (3.12) a rovnosti v (3.13) dostavame

/ V(ﬂ¢7y, (c; —ryc + T’)) < 0.

Q(c,r)

Funkce D f~1 spliiuje obé& podminky obracené implikace z Véty 1.19, z toho plyne zavér
Df~' € BVipc atedy i Df~! € BVige.

Pripad k = ko > 2.

Tvrzeni Do f~1 € BV, je ekvivalentni tvrzeni DFo f~! € BV, dokazeme tedy to
druhé. Diikaz povedeme ovérovanim podminek opacné implikace z Vety 1.19. Zvolme
Qe,r) C Q' aie{l,...,n}. Dokazujeme tedy, Ze lN)kOf_l mé reprezentanta, ktery ma
koneénou varivaci na skoro vSech tseckach obsazenych v Q(c,r) rovnobéznych s osou x;
a Ze je potfebny integral (1.2) koneény.

Diky f € WIIZ%’OO jei f e Wlﬁ%’l af € Wlﬁ%_l’oo, jsou splnény podminky Véty 3.6 a

mame ! € Wli%’l. Derivace D* f=1 diky tomu existuje skoro viude v Q(e,r).

Derivace lN)kOf_l existuje skoro vsude, je IN)’“O_lf € Wli%_l’oo N VVIIZ%I a jsou tedy

splnény podminky Lemmatu 3.4 (pfipad m = kg — 1), proto pro skoro vSechna y € Q(c,r)
pro néjakou konstantu K € R plati

PG <K a Bl S R pok € (-1,

Z f e WIIZ%’OO plyne, ze DF f je na Q(c, ) omezend (az na mnozinu nulové miry), bez

1jmy na obecnosti necht tedy
DR f (7 w)]| < K

se stejnou konstantou K (jinak konstantu K dostateéns zvétsime). Podle Twvrzeni 1.1/
z [ € Wk plyne, Ze existuje Lipschitzovsky reprezentant funkce Dko=1 f a ten mé
podle Twrzeni 1.15 totalni diferencial Dko f skoro vsude. Jsou tak splnény podminky
Lemmatu 3.5. Tim padem existuje mnozina A C Q(c,r) a konstanta C' € R takova, ze
L, (A) =L,(Q(c,r)), dale ze na A existuji viechny derivace Ek/f(f_l(y)) a DF' f=1(y)
pro k' € {1,...,ko} a ze pro kazdé a,b € A plati

(814)  [DRsi(@) - Ds i) < Z DY f (£ @) = DY r (1w
k=1

Diky f € W™ méame D¥f € W a diky tomu i D¥f € BVi pro kazdé
k' €{1,...,ky—1}. V predpokladech Véty je navic D¥ f € BW,.. Podle Véty 1.21 tak z
predchoziho odvodime D* fof~1 € BVige prok’ € {1,...,ko}. Prokazdé k' € {1,...,ko}

tedy podle Véty 1.19na L, _,-skoro vsech tseckach rovnobéznych s osou x; existuje dobry
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reprezentant s koneénou variaci uvnitt Q(c,r). Zafixujme y € Q'(c,7), pro néz tito re-
prezentanti existuji, a ozna¢me pro kazdou funkci DF f o f~! jejiho dobrého reprezen-
tanta h* | k' € {1 ., ko}. Déle polozme hk/ () = W' (y + te;) pro t € (¢; — r,c; + 7).
Necht { aj,b; } _, Je posloupnost po dvou dlsJunktnlch intervali nalezicich do intervalu
(c;—r,ci+T1) takova ze Aj:=y+aje; € AaB; :=y+bje; € Aprokazdé j € {1,...,J}.
Pro kazdé k' € {1,... k:o} méme

S5 ) - 011570 -

— B¥ (b, )H
3.15) =

k
<V<hly,( T,Ci‘f‘T‘)) < 0.
Slozenim (3.14) a (3.15) dostaneme

3o i) 5

’<C’ ZV(Zy, rcz+r)>

Oznaéme u; ,(t) := DFf=Y(y + te;) pro t € (¢; — 7, ¢; + ) N A. Pfechodem k supremu z
predchoziho plyne

k
(3.16) V(ui,y,(cz T, cl—i—r)ﬂA)) <C Z ( Zy,(ci—r,ci—i—r)) < 00.

7 L, (A) =L, (Q(C,T)) plyne, ze Lq (ﬂ'i_ (y) N A) = 2r pro L, _,-skoro vSechna y €
Q'(c,r). Uvazujme tedy takova y € Q*(c,r), Ze ma funkce u, ; koneéné variace na (c; —
r,c; + 1) N A a navic, ze £ (( =T+ 1) N A) = 2r (stale jsou to L, _,-skoro vSechna
y € Q'(c,7)). Lemma 1.2/ ¥ika, Ze existuje funkce @, : (¢; —r,c; +71) — RO takova,
Ze U; y = Ujy Na (¢; —r,¢i +7r)N A a pfitom zistava

V(uly,(c T, cz—l—r)) :V(uzy,(c T, cﬁ—r)ﬂA)

Ukazali jsme tedy, ze existuje reprezentant @ funkce Dko f~1 takovy, Ze maji funkce 4, ,
pro skoro vSechna y € Q*(c,r) na intervalu (¢; — 7, ¢; + ) koneénou variaci.
I prislusny integral podle (3.16) zustéava koneény,

ko
/ V(Wi y, (c; —ryci +1)) < C’~Z / V(hfly,( -, cz—i—r)) dy,
Qi(er) Qe

protoze vsechna hfly jsou dobi¥i reprezentanti funkci BV, a tedy pro kazdé k' podle Veéty
1.19 plati

/ V(hfy,( -, cz—l—r)) dy < 0.
Q' (e;r)

Podle opac¢né implikace Véty 1.19 konecné dostavame DFo f~! € BViye a tim padem i
Dko f=1 ¢ BW,e. O
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