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Kapitola 1
Uvod

V predlozené praci budeme studovat systém parcialnich diferencidlnich rovnic

. 0
—div{T(e(u)} + uka—; +VP=gv Q, (1)

divu=0 v €, u=ug na 0,

ktery pochazi z mechaniky kontinua. Mnozina Q C R, d = 2 nebo d = 3 bude
omezen oblast s lipschitzovskou hranici. Funkce P pfedstavuje tlak, g: Q — R?
vngjsi sily a ug: 9Q — R? je zadana okrajova podminka. Budeme uvazovat

g€ L®(RY), uy=0. (1.2)

O tenzoru T piedpokldddme, Ze je gradientem potencidlu f: S — [0, 00), ktery
je t¥idy C? a spliiuje podminku anizotropniho riistu

3>\7A>0a ElpaQ071<p§CI0§OOa QOZQVT,UGSdi (13)
A1+ 7)o < D2f(7)(0,0) < A+ 7)) |

Pro exponenty p, gy vyskytujici se v anizotropni rtistové podmince (1.3) budeme
uvazovat

6
— pro d=2 d+9

2>p> 8 a zaroven 2 < qq <p%. (1.4)
R pro d=3

Pro takto zadand data ukazeme ve Vété 4.11 existenci slabého feseni systému
(1.1), ve Vété 5.5 ¢astecnou regularitu slabého FeSeni pro d = 3 a ve Vété 5.8
jeho tplnou regularitu pro d = 2.



Kapitola 2

Znaceni

Ciselné mnoziny

N, R prirozena a realna cisla
R? d-dimenzionalni eukleidovsky prostor nad R s bazi {ey,...,eq}
S9 d x d symetrické matice

B(z,r)  koule se stfedem v bodé = a polomérem r
Prostory funkci.

Necht 2 je oblast v R%.
WHP(Q)  Soboleviiv prostor
C*¥(Q)  prostor funkci s holderovsky spojitymi parcidlnimi derivacemi fadu k

Matice a vektory

Necht u, v € R?

u-v skalarni soucin vektort u, v u-v=— Zle U;V;

u®v tenzorovy soucin vektori u,v. u®v = (uivj)ﬁjzl

uev symetrickd ¢ast u ® v uOvV=3:u®v+veu)
1 jednotkova matice

Necht o, p € R*4

’ ’ v . d
oip skalarni souéin matic o, p TP=D 5 i1 TijPij
lo| norma matice o lo|=+0o:0o



Derivace

parcialni derivace podle k-té proménné
gradient

symetricka ¢ast gradientu

derivace podle maticové proménné

D4R

Necht X je Banachuv prostor a X* jeho dual. Pro F € X* a x € X bude (F, )
znacit hodnotu I’ v z.

Druhy diferencial potencialu f v e € S? definuje bilinearni formu D?f(g) : S x
S? — R, jeji vy&isleni na prvcich p, o € S budeme znacit D f(g)(p, ).
Oscilaci funkce h na mnoziné U C R? definujeme jako

oscy g:= sup {|g(z) — g(y)l}-
z,yeU
Na V CCU definujeme pro h < dist(V,0U) a k € {1,2...,d} diferen¢ni podil
g ve sméru ey jako
x + heg) — g(x)
. .

Apg(r):= 4

¢ bude znacit univerzalni konstantu.



Kapitola 3

Pomocna tvrzeni

V této kapitole je uvedeno néekolik tvrzeni, na ktera se budeme nékolikrat odvo-
lavat v dalsich kapitolach.

Nejdiive uvedeme [16, Theorem 1.10 (a)], tvrzeni (b) je odvozeno béhem dikazu
(a) tamtéz.

Lemma 3.1. Nechf 1 < p < 00,  C R? je omezend, oteviend a md lipschit-
zovskou hranici. Potom existuji konstanty ¢; = ¢1(p,Q2) a co = co(p, Q) takovd,
ze
(a) pro kazdou v € Wy P (Q,R?) plati
¥l g < el ez (31)
(b) pro kazdou v € W'P(Q,R?) plati
||V||W1»P(Q;Rd) < Cz(”VHLP(Q;Rd) + ||E(V)||LP(Q;R¢1))' (3.2)
Nésledujici Lemma odpovida na otazku, jak vypada jadro operatoru . Jedna
se o upravenou verzi véty [14, Theorem 3.2], ktera je formulovana pro W'2(Q; R?).

Lemma 3.2. Nechf u € Wh4(Q;R?), Q je oblast v RY. Pak e(u) =0 v Q prdvé
kdyzu € T := {v = a + Bx;a € R%, B je antisymetrickd matice d x d}.

Diikaz. Ziejmé pro kazdou u € T je £(u) = 0. Ukazme opacnou implikaci.
Zvolme g CC Q konvexni. A pro u takovou, ze e(u) = 0, ukdzeme u = a + Bz

na Q. Pro h < 3dist(9, 02) definujeme

wie)=g [ (55 Jutan (33)
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kde ¢ je regularizator s nosicem v B(0,1). Potom u;, € C*(Q;RY) a uy, "2 u

ve W14(Q; RY). Navic je e(uy,) = 0 v €, nebot

; 1 rT—y i
oyuie)= [ o5 )it o (3.4
Tvrzeni dokdzeme pro v € C°°(Qy; R?). Z piedpokladu (v) = 0 vyplyva

o' =0i=1,...,d (3.5)
o) = -0 i,j=1,...,d.

Nyni uvazujme d=3. Z (3.5) a 3.6 vyplyva
9;00v" = 0, (3.7)

Z faktu 0?w* = 0, coz je specialni piipad (3.7), dostaneme po integraci

Cl(x2)x3 + C(x9)
E(xy)zs + E(ml)
G(x1)xe + é(ml)

w' (19, v3) = B(x3)7s + B(xg)
w? (w1, 23) = D(w3)21 + D(.Tg)
F([Eg)l’l + F(ZL’Q)

w3(x1, T9)

Derivaci (3.9) podle x5 obdrzime B(zs) = C'(x3)zs 4+ C'(z2), odkud je okamzité
vidét, ze C'(x5) a C'(z2) jsou konstantni a proto jsou C(z3) a C(z3) linearni.
Potom je zfejmé i B(x3) linedrni. Podobné se ukaze, ze i B,D,D,E.E,F,F.G,G
jsou ve svych proménnych linearni. Dohromady proto dostaneme

1 1
v =a + bipwy + bi3x3 + 11273

’U2 = Cl2 + bglilfl + b23333 + CoT1 X3 (310)
v* = a® + by11 + bsows + 3212

Po aplikaci (3.5) v (3.10)ziskdme ¢; = ¢; = ¢3 = 0. Navic je matice (b;){,_,
antisymetrickd, protoze pro i # j b;; = 9;07 = —9;u° = —b;;. Tedy v ma poza-
dovany tvar. Pokud d = 2 miizeme podobné jako v piipadé d = 3 odvodit, ze v

9



ma pozadovany tvar.

Ty (v definici T vezmeme = €)) je koneéné dimenzionalni podprostor W14(Qy; R?)
a je tudiz uzavieny. Je-li {u,} C T a u, "3 1 ve Wha(Qg; RY) pak i u € Ty. A
jelikoz byla 2y zvolena libovolné je u € T'. O

V diikazu odhadu Cacciopoliho typu pouzijeme nerovnost z [10, Lemma 3.1],
kde je ale uvazovana pouze pro funkce z WhH2(Q; RY). V nasledujicim lemmatu
bude tato nerovnost dokézana pro funkce z W14 (2;R?) ¢ € (1, 00).

Lemma 3.3. Necht Q je oblast v RY. Potom existuje ¢ > 0 tak, Ze pro kaZdou
v e WH(Q;RY) g € (1,00) existuje w € T

IV = WllLo@ra) < clle(v)||La@re)- (3.11)

Diikaz. Uvazujme prostor T, ten je konecné dimenzionalnim podprostorem ve

Wha(Q; RY), proto existuje jeho topologicky doplngk S ve W14(Q; RY). Ziejmé
staci dokazat

IVl Lairey < clle(V)]lLo@ra (3.12)

pro v z S. Tvrzeni ukazme sporem. Necht Vk € N existuje v;, € S tak,ze

Vel Lagray > Klle(Ve)|l oray- (3.13)

Vi

Piejdeme k preskdlované posloupnosti vy, := ; a z (3.13) dostaneme

‘Vk HLQ(Q;Rd)
1

le(¥) oy < - (3.14)

Podle Kornovy nerovnosti (3.2) je posloupnost v, omezena ve W1H4(Q;R?) a z
reflexivity tohoto prostoru existuje vy a podposloupnost ve {v;} (znacena stejné)
tak, Ze V), — v slab& ve W14(Q; R?). Slaba zdola polospojitost normy a (3.14)
implikuje £(vy) = 0 a podle Lemmatu 3.2 je vy € T. Konvexita a uzavienost
S implikuji slabou uzavienost S, tedy specialné vq € S. Jiz vime, ze vy € T,
a proto je vo = 0. Z kompaktniho vnotreni W?(Q; RY) do L?(Q; R?) dostaneme
silnou konvergenci v, — vy v L4(;R?) a tudiz Vol Laa;rey = 1 a to je spor s
vo = 0. ]

Déle uvedeme [17, Theorem 3.6.8].
Véta 3.4. Necht p € L*(S;RY), D CC Q. Pro h € (—3dist(99, D), 3dist(6<2, D),)

definujeme
1
wh(x)::/ p(x + the;) dt
0

Potom plati 1, € L*(D; R a 1, "=’ o v L3(D; RY).

10



Déle pouzijeme variantu Brouwerovy véty o pevném bodé z knihy [6, p.493].

Véta 3.5. Necht P : RN — RN je spojité zobrazeni. Necht existuje r > 0 takové,
ze

VEERY, €l =r: P(&)-£>0. (3.15)
Pak ezistuje & € B(0,1), pro které je P(&) = 0.
Nésleduji lemmata [12, Chapter III Lemma 2.1., Chapter V Lemma 3.1.]

Lemma 3.6. Necht A, B,a,5>0, a>f a necht ¢: [0, Ry] — [0,00) je nekle-
sagici funkce takovd, Ze
<%> + €

Pak existuje konstanta €y = €o(A, , 5) takovd, Ze pro vSechna € € (0,¢q) existuje
konstanta ¢ zdvisejici na €, A, o, § takovd, Ze

Vo, R € (0,Ro),p<R: ¢(p) <A »(R) + BR’

B
W RE O R p< R o) <c|(§) o)+ B

Lemma 3.7. Necht f(t):[r0, 1] = [0,00) 0 < 79 <T1. Necht pro s,t, 19 < t<
s < 11 platt
f(&) < [A(s =)™ + Bl + 6 (s),

kde A, B, a, 0 jsou nezaporné konstanty, 0 € [0,1). Potom existuje ¢ = c(«,0)
takova, Ze pro 1o < p < R < 1 plati

f(p) < c[A(R—p)™" + B].

11



Kapitola 4

Existence reseni

Nejdiive se budeme zabyvat definici slabého feseni tilohy (1.1). Od slabého Feseni
(1.1) je pfirozené pozadovat splnéni

| Pt s cle)de = [(ow:elp)de = [ g,
divu=0v ©Q, u=0 na 9.

(4.1)

pro kazdou
¢ € Coan (G RY) = {v € C*(QRY);spt v C Q; divv = 0},

Pokud bychom déle vyZzadovali pouze u € W'?(Q;R?) dostaneme dalsi pod-
minku pro gg. Pro splnéni Df(e(u)) € L(;S?) je totiz tieba gy < p + 1, coz
je pro p uvazované v (1.4) silngjsi podminka nez ¢y < pd%f. Abychom se této
podmince vyhnuli, nebudeme proto ted psat do jakého prostoru méa slabé feSeni
patfit. V nésledujici sekci budeme studovat existenci a vlastnosti slabého resSeni
modifikované tlohy a ve Vété 4.11 ukazeme v jakém smyslu feseni této modifi-

kované tlohy konverguje k feSeni systému (1.1).

4.1 Resitelnost systému s aproximativnim po-
tencialem

Zvolme q > qp splnujici
d—+2
p—— >q>d, (4.2)

12



existenci takového ¢ zarucuje (1.4). Pro § € (0, 1) polozme
fslo) == 06(1+ o) + f(o), o€8, (4.3)
a hleddme u; € W (O RY) = Coge (B RY) 1 které fesi

| Dtstetus)) s elorar— [ s :e(o)do = [ g pda
Vo € gfﬁv(Q,Rd).

(4.4)

Pozndmka 1. Na mnoziné s lipschitzovskou hranici plati Wolﬁiv(Q;Rd) = {u e
Whe u = 0 ve smyslu stop na 9Q,divu = 0s.v. v Q} viz [11, Theorem 1.4].
Potom je Wolgiv(Q; R?) uzavieny podprostor reflexivniho prostoru Wh4, tudiz je
i W&ﬁiv(ﬂ; R?) reflexivni.

Lemma 4.1. Pro f5 definované v (4.3) plati:
(a)
fs € C*(SY), Vo,p € S*:

D2 f5(0)(p, p)=64[(q — 2)(1 + o) T |0 [P+ (1 + |a|2>qf1|p|2+z>2f<a>gz75p)>
(b)
Jer, e >0, V6 €(0,1), VYo,pe St
ey max{ (1 + |02)"%, (1 + [o>) T }pl? < D*f5(0)(p, p) (4.6)
D2 f5(0)] < es(1 + [o]?) T (4.7)

(c)
Jeg, ey >0, V6 €(0,1), Vo, pe St:
csmax{d(1+ 0T, (1+ o) 7 Ho? < Dfs(0):o  (48)
Dis(o)] < ex(1+|o)T (4.9)
(d) Definujeme operdtor K, ktery funkci o : Q — S priradi funkci K(o) :

QO — S¢, predpisem K(o)(x) := Dfs(o(x)). Potom K je spojity operdtor
2 L SY) do La1(;S7).

13



Diikaz. Identitu (4.5) pro D?fs v (a) obdrzime okamzité dvojim zderivovanim
f5, spojitost D2 f; je zfejmaA.
Vsechny ¢leny v (4.5) jsou kladné, proto ziejmé plati (4.6). Nerovnost (4.7) je
disledkem

0< D*fs(0)(r,7) < (1 +|of)Z |7’

D fs(0)] = gllég{DQfa(U)(ﬂ 7)}

Tato nerovnost plati diky symetrii D? f;
Tvrzeni (c) plyne z

ng(a):az/o D? f5(s0) (0, 0) ds

a odhadi v (b).
Dikaz (d) je zaloZen na Vété o spojitosti Némyckého operatoru [18, Theo-
rem 10.58]. Definujme funkci h(z, p) pro z€Q a pe S? predpisem

h(z, p):=Dfs(p)-

Funkce h je ziejmé pro kazdé z € Q spojitd v p, pro kazdé p € S¢ méfitelna v
r a plati K(o)(x)=h(z,0o(z)). Navic z (iii) mdme odhad |K(o)| < (1 + |o]?71).
Operator K splnuje predpoklady Véty o spojitosti Némyckého operatoru, podle
které je K spojity operator z L4($2;S?) do La-1(£;S%).

O

Lemma 4.2. Prov € Wy'i ((;R?) je

/ vev:ie(v)dr = 0.
Q
Drikaz. Diky symetrii tenzorového soucinu v®v mame
1
/ vevie(v)dr = / vev:V(v)dr = / 0;0;0;v; dr = / v;=0;|v]*dz.
Q Q Q a 2
Integrujme per partes a dostaneme

1 1
/ Ui—|v|2nidS—/divv—]v|2dx.
o0 2 Q 2

Tvrzeni dostaneme pouzitim predpokladi v = 0 na 02 ve smyslu stop a divv =
0s.v. v Q. [

14



Véta 4.3. Necht [ spliiuje (1.3) sp € (1,2) a jistym qo > 2, necht je ¢>d, ¢>qo
a data ulohy jsou dand v (1.2). Potom ezistuje slabé TeSeni us € Wolgiv(Q;Rd)
ulohy (4.4). Navic plati

sSup “u5HW1 P (QRD) < 0. (4.10)
9€(0,1)

Diikaz. V diikazu jsou pouzity techniky z [15].

KROK 1 Necht {w7}%2, linedrné nezavisla mnozina ve Wolgiv(Q;Rd) spliujici
Lin{wi} = Wolgiv(Q; R?). Pro pevné N € N definujme Galerkinovy aproximace
vV predpisem

- chwj(x), (4.11)

piidem? koeficienty ¢V € RY ¥esi soustavu rovnic

/D]% e(w!)da — /VN®VNI€(Wj)dx:/g-Wjd£L’, j=1,...,N.
0 0
(4.12)

Nyni ukazme, Ze pro pevné N € N existuje feSeni soustavy (4.12). Definujme
zobrazeni P: RY — RY pfedpisem

/Df5 (w”)dx—/Qv®v:5(wj)dx—/ﬂg~wjdx :

kde v(z Zc]wj ,j=1,...,N.

Abychom mohli pouzit Vétu 3.5, musime ukazat, ze P je spojité a spliiuje pod-
minku (3.15).

Nejdfive dokazme spojitost P. Nech {c'}°, C RV, c € RV, ¢! "2 c. Kaz-

dému ¢!, | € N, je piifazena funkce v'(z) = SV chJ( ) a ¢ je pfifazena

J=1"3
v(x) = Z;V:1 c;w? (z). Potom

|Pj(er) = Py(e)| < /Q(Dfa(af(vl)) —Dfs(e(v))) : e(w’) d

+ = ]1+[2.

/Q(Vl®vl—v®v):5(wj)d$

15



Ukazme I; '=5° 0. Definujme K(e(u))(z) := Dfs(e(u(zx))) prou € Wol,giv(QS RY),
podle Lemmatu 4.1 (d) je K spojity operator z L4(£2;S%) do Lt (£2;S). V nasem

pifpadé £(v') H—>005(V) v L(Q;S?), potom z Holderovy nerovnosti dostaneme

l—00

I < ||K(e(v') = K(e(v))l le(w’) ]| Laogey = 0.

_9q
LT (Q;87)

[
0.

N
E (clek — cier) / w' ow":wldz
i k=1 Q2

Jesté zbyva ukazat, ze Io

I, =

l

— velw “ . ’~ .
7 konvergence ¢! "= ¢ v RY okamzité plyne, Ze I, jde k nule, a tudiz zobrazeni

P je spojité.
Nyni ovétfime, Ze P splituje podminku (3.15), ¢ € RY je pfifazena funkce v =

Z;V:lcjwj.
P(c)-c:/QDf(;(g(v)):s(v)dx—/gv@)v:e(v)dx—/ﬂg-vdx

Po pouziti (a) Lemmatu 4.1, Lemmatu 4.2 a Kornovy nerovnosti (3.1) do-
stavame

P(c)-c:Lng(g(v)):a(v) dx—/ﬂg‘vd:cz&g/g(l%—|€(v)|2)q§2\€(v)\2dx

—llgllsclvlls = clleW)lg— llgllcol[V Il = el VV[§ — lIgllol[ V|1
N c:
> o
2 el

Ukazme, Ze existuje konstanta M >0 takova, Ze pro viechna ¢ € RY, ¢#£0

q

> clc|? —[8llscc] (4.13)
q

N
G i
= <] 1

> M. (4.14)

q

JelikozZ je funkce H (o) :=|| Zj\le ajij||qu(Q;RdXd) spojitd pro a € S = {y €
RY, |y| =1}, nabyva funkce H na kompaktni mnoziné S minima a minimalni
hodnotu oznacme M. Ukazme, Ze je toto minimum kladné. K tomu bude stacit
ukazat, ze Vo€ S je H(a) > 0. Pro spor predpokladejme, Ze existuje & € S tak,

16



7e H(&)=0. Z ekvivalence norem ||V - ||, a || - ||1,, na Wy “(2;R%) dostaneme
Zf:l a;w? = 0 s.v. na Q. To implikuje &; =0 j = 1,---, N, jelikoz mnozina
{w7}| je z linedrné nezévisla. Mame tedy spor s pfedpokladem & € S a (4.14)

plati. Dale zfejmé ‘%’ < 1 a protoze |c|? jde pro ¢>1 k nekoneénu rychleji nez

|c| plyne z (4.13) podminka (3.15).

KROK 2 Ukézeme, Ze vV je omezend ve W, 9(Q; R?). Nésobenim j-té rovnice

v (4.12) koeficientem ¢} a souctem pies j obdrZime, pfi pouZiti Lemmatu 4.2,

/Df(;(s(vN)) re(vV)da = / g-vVdr. (4.15)
Q Q

Levou stranu (4.15) odhadneme zdola, pouzijeme pfitom bod (a) Lemmatu 4.1
a Kornovu nerovnost z Lemmatu 3.1

/QDf(;(s(vN)) e(vY) dxzc/ﬂ(l—l—|<€(VN)|2)q§2|5(VN)|2 dxchVVNHg. (4.16)

Pravou stranu (4.15) odhadneme shora pomoci Poincarého a Youngovy nerov-
nosti

/Qg v dz < cflgllulVVII < cllgllol Vg < cllgllw I Vil
< AVVYIE+ (T lIgllsT (4.17)
Pro v € (0,1) dostateéné malé pak z (4.16) a (4.17) dostavame

sup V¥ o gomey < € < oo (4.18)

KROK 3 Diky reflexivité W&’C‘{iv(Q;Rd) implikuje (4.18) existenci podposloup-
nosti {v¥} Cc {v"} au; € Wol”giv(Q;Rd) takovych, ze

vV~ ug ve WL (Q; RY
4 O,dlv( ) (419)

vl 5 us v LI(Q; RY)

pro k — oo.
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Definujme operator 1" predpisem
(Tu.g) = [ Dfste(u) s () d
Q

Potom T': W&’C‘{iV(Q; RY) — (W, 4 (Q;RY))*. Nejditve ukazme spojitost T'. Necht
ub " u ve Wolﬁiv(Q;Rd), opét polozime K (e(us))(x) := Dfs(e(us(x)), podle

(d) Lemmatu 4.1 je K spojity operator z L(;S%) do quql(Q;Sd) a muzeme
provést odhad

k—o00
(T = Tu )| < IR () = K, gy 260 i 50

Dale z (4.18) plyne || TvY e (@pay- < ¢ <oo.Prope W(}gw(ﬂ RY), [lollig <

,di

1 totiz plati

()] -

tedy

/Dfa () da| <

/Q(l + (V™)) Je(vV)le () da

¢ [+l o) de < ( Ja+ |a<vN>r>qu) @) o

[iaad H wha (;rd))* ) sup
soEWO i R Mlell 1 g pay ST
0,div (¢%

<TVN,QO>’ <c < o0.

Ptedchozi odhad implikuje existenci podposloupnosti {T'v} C {TvN} a ¥ €
(Wt (4 RY))" takovych, Ze

TvN = W ve (Wyid (2 RY)". (4.20)

Navic je operator T' je monoténni, nebot
(Tu—Tv,u—v) // rp [Dfs(e(v) + se(u—v)):e(u—v)] dsda
// D*f5((e(v) +se(u—v))(e(u—v),e(u—v))dsdz
>c/ le( u—v)|2/0 (14 |e(v) + se(u—v)|) = * dsda > 0.
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KROK 4 Nyni mame vSe pripraveno k provedeni limitréiho prechodu v systému
rovnic (4.12). S vyuZitim silné konvergence {v™t} v La-1(; RY) a vnofeni W4
do L* provedme v konvektivnim ¢lenu limitni pfechod k& — oc.

/(VNk®VNk —us®ug):e(w’)de
0

§/WMWM—uMdWNM%/FMWM—wWWWMI
Q Q

<[V oo IV = [le (W)l + [[uslloo v —us]|_a [le(w) [,
(4.21)

coz jde k nule, nebot pro nami uvazované ¢ > 2 je q%l < ¢. Nyni zbyvé ukézat,
ze pro U z (4.20) je ¥ = T'(ug). Se znalosti (4.19), (4.20) a (4.21) obdrzime
limitnim pfechodem k — oo v (4.12)

<\Il,wj> —/Qu5®u5 ce(w!)dr = /Qg-wjdx Vj eN,

tudiz plati také

()= [(wsous:clo)dr = [ gopde Vo e WL @RY, (@422
a specialné pro ¢ = uy diky Lemmatu 4.2

(U, us) = /Qg -ugde. (4.23)
Z monotonie 7' dostavame
<Tka —Tv, vV — V> >0, Vve W&giv(Q;Rd),

a z (4.15) jiz vime, ze

<TVNk,VNk>:/g-VNk dz,
Q

proto plati

0< / g v dr — <TVNk,V> — <TV,VNk — V> Vv € Wolgiv(Q;Rd).
Q
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Pro k — oo plyne z predchozi nerovnosti
0< / g -usde — (¥, v) — (Tv,us —v) Vv e W&@fiv(Q;Rd).
Q

Rovnost (4.23) implikuje
0<(V,us—v)— (Tv,us —v)= (¥ —-Tv,us —v) Yvel¥ dw(Q;Rd).
Zvolme v = us + Ay, kde ¢ € Wolﬁiv(Q; R?) je libovoln4, A € R, potom
0 < +(V —T(us +Ap), )
Necht A — 0 potom spojitost 7" implikuje
0= (¥ —Tus,¢) Ve €Wy (UR)),
odtud ¥ = Tus. Dosazenim Tus namisto ¥ v (4.22) zjistime, Ze ug je slabé
feseni tlohy 4.4.

KROK 5 Nyni zbyva ukazat stejnomérny odhad 4.10. Pro ¢ = uy ve slabé
formulaci (4.4) je s vyuzitim odhadu (c¢) Lemmatu 4.1 a Lemmatu 4.2

/|5 ug) P dz < - (1+/Df5 )+ (uy) dx)
= 0_1(1 —I—/Qg-u5 dx). (4.24)

Provedme odhad posledniho ¢lenu na pravé strané.

‘/g~u(5d:c
Q

Pro « dostatené malé potom z (4.24) a Kornovy nerovnosti (3.1) je

ScHgHooHualh,pScllgHooHVuaHpﬁv/Q [e(us) [P dz+e(y7)

sup |[usl|wie@rey < ¢ < 0o
4€(0,1)

20



4.2 VylepsSeni regularity reseni aproximativni
ulohy

Nejprve provedeme rekonstrukei tlaku ps. K tomu vyuzijeme Lemma o existenci
tlaku [11, Lemma 1.1].

Lemma 4.4. Necht Q C R? md lipschitzovskou hranici, ¢ € (1,00) a necht
Fe (Wol’q(Q;]Rd))* je takovy, Ze

Vo € Wok (BRY) : (F ) =0. (4.25)

Pak existuje pravé jedna funkce p € {v c L7(Q); Jovdr = 0} takovad, Ze

(F,o) = /pdivcpdx, Vo € Wh(Q;RY).
Q

S vyuzitim minulého lemmatu ukazeme existenci funkce ps: €2 — R takové,
z7e ps € {’U € Lv1(Q); Jovde = O} spliujici

/ (05 —u;® u5) e(p)de — / g pdr = / ps div o dz. (4.26)
0 Q B(z,R)
Ozna¢me o5 =D f5(¢(us)). Definujme funkcional ® predpisem

(D, ) ::/ (05 —us @us) () dz — / g - pdr. (4.27)
B(xo,R) B(

z0,R)

Ristova podminka (4.9) implikuje o5 € L1 (Q; S9). Zejmé je us@ug € La1 (€2; R
a piipomefime, Ze g € L°(Q; R%). Z t&chto informaci plyne ® € (Wy*(B(zo, R); R%))*.
Pro kazdou @ € Wy (2 RY) vychdzi diky (4.4) (®, ) =0.

Nésledujici [2, Lemma 3.1] bychom ziskali po otestovani rovnice (4.26) funkci
Orus, k € {1,...,d}. Tento postup by ale nebyl korektni, nebot nevime zda
Orus je vhodna testovaci funkce v (4.26). Za testovaci funkci v (4.26) je tfeba
vzit vhodny diferencni podil a poté ukazat, ze je mozné ho nahradit prislusnou
derivaci. Podobné tivahy provedeme v Lemmatu 4.7

Lemma 4.5. Za predpokladu Vety 4.3 plati:
(i) us € Wi (9 R);

loc
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(i) (1+ |e(us)>)i € W2(Q) a

V1 + [e(s) P)E = S0+ [e(as) )5 | 1as) V= (g

q
1,24

(iii) Dfs(e(us)) € W, (489 a
Vp € ST Ok [Dfs(e(us))]:p = D*fs(e(us)) (O (us), p), k=1,...,d.

Jesté uvedme [2, Lemma 3.2], ze kterého plyne stejnomérnd omezenost us v

L2 (€ RY) vzhledem k § € (0,1).

loc

Lemma 4.6. Necht jsou splnény predpoklady Véty 4.3 a plati (1.4). Potom pro
Q' CC Q existuje ¢ nezavisld na o tak, Ze

Vu |77 < c. (4.28)
Q/

Poznamka 2. Jelikoz exponent ddTpp v minulém lemmatu je pro p uvazované v

d
(1.4) veétsi nez d, diky vnofeni Wwhas do L™ existuje pro kazdou ' CC
konstanta ¢ nezavisla na 0 tak, ze plati

sl Lo vz < e (4.29)

V dikazu véty se stejnomérnym odhadem us vyuzijeme nerovnost Cacciop-
poliho typu obsazenou v nasledujicim lemmatu, citujeme [2, Lemma 3.3]. V jeho
dikazu jsou pouzity techniky z diikazi [2, Lemma 3.1, Lemma 3.3].

Lemma 4.7. Necht B(zg,R) CC Q a 0<r<r' <R<1, ke {1,...,n}. Pak
existuje v > 0 takové, Ze

/ D2f5(5(u5))(8k5(u5), 6ks(u5)) dx
B(zo,r)
< — 7“)_2/ Y% Vs — QP dz + (), (4.30)
B(xzog,r")

kde Ts = 1+|e(us)|?, ci1, co jsou konstanty nezdvislé na § a Q € R¥™? je libovolnd
matice.

22



Diikaz. KROK 1 Slabou formulaci (4.26) pouzijeme v dtikazu nerovnosti (4.30).
Nejdfive ukazme, ze mizeme vylepsit regularitu tlaku. Formulace v (4.26) a (iii)
v Lemmatu 4.5 implikuji s.v. v 2

Vps = div(os — us @ ug) + g. (4.31)

Z (iii) Lemmatu 4.5 a pfedpokladu g€ L>°(; RY) vyplyva

ps €W (Q), (4.32)

Diky regularité z Lemmatu 4.5 vime, ze klasicka formulace rovnice v (4.4) plati
bodové s.v. v 2 a je mozné ji derivovat ve slabém smyslu. Pro ziskani nerovnosti
(4.42) bychom chtéli otestovat vyslednou (4.31) s Aug, ale informace v Lemmatu
4.5 pro tento postup nestaci, jelikoz pro pevné k € {1,...,d} neni zfejmé, Ze
Oyos:e(Ous) € L}, (Q). Budeme proto pracovat s diferen¢nimi podily a pozdéji
ukazeme, Ze je mozné diferen¢ni podily nahradit derivaci. Zvolme libovolnou d x d
matici @ a funkci ne C§°(B(zo,7')) takovou, ze n=1 v B(xg,r) a |Vn|<c(r’ —
r)~%, kde r,r’ jsou z piedpokladu lemmatu. Volbou ¢ = A_,, (nQAh(u(; — Qx))
pro h<3(R —1'), to je vhodna testovaci funkce v (4.26), dostaneme

/B( ; Ap (o5 — us@us) e (n*Ap(us — Q) dz + / g- A, (1 Ap(us — Qx)) d

B(zo,r")

= / Apps div(n*Ap(us — Qz)) d. (4.33)
B(zo,r')
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Navic plati e(Apus) = e(Ap(us — Qz)), div Ay(us — Qz) = 0 a z (4.33) vyplyva

/ "’ Apos:e(Apug)dr = / n*Anos:e(Ap(us — Q) da
B(zo,r")

B(zo,r")

— / Aha(;:g(nZAh(u(; — Qx)) dx
B(zo,r’)

Apos: (Vn © Ap(us — Q))nde

(1'077'/)

Ap(us @ ug) e (n*Ap(us — Q) da

(I07T/)

g Ay (772Ah(u5 - Qx)) dz

(wo,r")

+ Apps div(n*Ap(us — Q) dz

B(zo,r")

|
S

|
m\ m\

|
N

Aha(gze(Vn ® Ap(us — Qx))ndx

B(zo,r")
2/ Apos: (Vn © Ap(us — Qz))ndx
(zo,r")
/ (s @ ug) e (n°Ap(us — Q) da
-/, (2115 — Q)
B(zo r/)

2/ Appsl: (VoA (us — Qz))nda. (4.34)
B(zo,r")

KROK 2 Nyni provedme limitni pfechod h — 0. Zacnéme u ¢lenu na levé strané
rovnosti (4.34). Plati
Aho(;:e(Ahu(;) > O, (435)

nebot
1
Anos:e(Apuy) = / D2 fy((uy) + the(Apuy)) ((Anuy), (Apuy)) dt
0
1
> / (1+ |e(us) + ths(AhU5)|)pT|€(AhU5)|2 dt
0

a Clen na pravé strané posledni nerovnosti je zfejmé nezaporny, odtud dostavame
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(4.35). Déle s.v. v B(xg,r’) plati

AhU(;IS(Ahu(;) h2>0 8k05:5(8ku5). (436)

g
1,4

K ditkazu tohoto tvrzeni pouzijeme Vétu 3.4. Podle Lemmatu 4.5 je o5 € W0~ (Q; S9)
aus € W2’2(Q;Rd). Zvolime nejdiiv ¢ = Okos, V), = Apos a poté ¢ = e(dxuy),

loc
1, = €(Apus) dostavame konvergenci

Anos " 005 v L#1(B(xo,7");S%)

respektive
e(Apug) "3 (0hus) v L2(B(xo, r'); RY).

Odtud plyne bodova konvergence pro s.v. x v B(xg,7’)
Anos(z) "2 0hos(x) a e(Apus(z) "2 e(pus(a)),

coZ implikuje (4.36). Pouzitim Fatouova lemmatu, v (4.35) a (4.36) jsou ovéfeny
jeho ptredpoklady, dostaneme

/ n?Ok0s:e(Opus) dr < lim inf/ n?Apos:e(Apug) de. (4.37)
B(z,r") B(z,r")

h—0

V prvnim a poslednim ¢lenu na pravé strané v (4.34) provedeme limitni pfechod

zéroven. Ozna¢me 75 = 05 — ps1, pak z (iii) v Lemmatu 4.5 a (4.31) je zfejmé
1,-4
75 € W, (Q; R?). Odhadnéme

C

/ INARTs: (Vn © Ap(us — Q) — nok7s: (VN © Ok (us — Qx))| dz
B(zo,r")

— /B( ) AT (V1 © (A (us — Q) — O (us — Qx)))

+ n(ApTs — OkTs): (VN © Ok(us — Qx)))| dx

q—1

1
q q
<c(r' — r)’l (/ |ApTs| =T da:) ’ </ |Apus — 8ku5|qu>
B(zo,r") B(zo,r")

q—

1
+e(r’ —r) </ | A5 — O] dx) q (/ |0k (15 — Qx)|qu> ‘1
B(zo,r") B(zo,r")

1

1) (4.38)

q—1
q

=1 1
=c(r’ —r) M7 I+ I
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Jelikoz je 75 € Wl’ﬁ(B (7o, R); RY), mame I; omezeny stejnomérné vzhledem

k hal; "3° 0. Protoze jeus € W&’C‘{iv(Q;Rd), mame [y "3%0 a omezenost Iy.

Ukazali jsme tedy

/ NARTs: (Vn@Ah(U5—Qx)) dz "3° / Nk Ty : (Vn@@k(u(;—Qx)) dz.
B(zo,r") xo,T

(4.39)
Nyni provedme limitni pfechod ve druhém ¢lenu na pravé strané (4.34).
Nejdriv odhadnéme

/ |Ap(us ® uyg) :5(772Ahu5) — Ok(us ® uy) :5(772AhU5)| dx
B(zo,r")

— / A (us @ us): (e(Apus) — e(n*Okus))
B(zo,r")

+ (Ah Uus & 115) 8k 115 X ug 9 77 8ku5

( ):
/ An(us @ )| ) < B <t 26ku5)]2dx);

(zo,r")

<

( |8k Us & 115) Ah(u5 & 115)|2 d{L‘) (/ |e(n28ku5)|2 d[E)
B(zo,r") B(zo,r")

+

1

/ |Ahu5|]u5]) ) (c(r’ — )7t / |Apus — Opus|* da
B(zo,r") B(zo,r")
%
Ahu5 — 5(8ku5)| da:) + C(/ (|Ahu5 — 8ku(§| |115|)2 dﬂ?)
B(zo r’) B(zo,r")

1
2 1 1 11
</ |le(n?Opus) |2 dx) = cl?((r' —r) '+ I3)2 +cl} I2.
B(zo,r")

1
2

Z (i) Lemmatu 4.5 vime, ze us € W2?(B(xq, R); RY), to implikuje stejnomérnou
omezenost vzhledem k h pro [ a I5. Dale to implikuje, ze ¢leny I, I3, I4 jdou k
nule pro h — 0. Mame dokéazano

/ A (U5®U5) (77 A}ﬂlg) dx —) / (u5®u5):5(7728ku5) dz. (440)
B(zo,r") (zo,r")

Provedme limitni pfechod ve zbyvajicim ¢lenu na pravé strané (4.34). Nejdiive
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odhadnéme

/ 8A (12 Aus) — g0 (r20pus)| de = / &AW () (Anus — Byug)
B(zo,r")

B(zo,r’)

+ 12 (An(A_pus) — O(A_pus)) + Opus(A_p(n*) — K(n?))

q—1

+ 772(A_h8ku5 — 8k8ku5)| dz < C{(/ |A_h7]2’q%1 dx) ’
B

(x(brl)

([ s omear) ([ i@ m) - aa mpa)
B(zo,r") B(zo,r’)

q—1

+</ |akua|qu) (/ |A_h<n2>—ak<n2>|qfldx)
B(zo,r") B(zo,r")

2 g 1 1 1 g1 1
+ (/ |A_h8kll5 — 8].30].3115’2 dx) :| = C(Ilq_l [2q + [32 + Lf I5 T4 [62)
B(zo,r")

Hladkost 1 zarucuje stejnomérnou omezenost vzhledem k h pro I; a dale také
to, 7e I '3’ 0. Ze znalosti u; € W4 (Q;R?) dostaneme Iy "2%0 a omezenost

L, z us € W22(B(z, R); RY) dostaneme I3 "=" 0, I; "3° 0. Ukazali jsme tedy
/ g - A_h (772Ah115) dz hj>0 g- 8k (772(9ku5) dz. (441)
B(zo,r") B(zo,r")

Celkem dostaneme z (4.37), (4.39), (4.40) a (4.41)
/ N Oros:€(Opu;) do < —2/ Oposl: (Vn © Ok (us — Qx))ndx
B(zo,r") B(zo,r")
+ / Ok (us @ ug) :5(7728k(u5 — Qx)) dz
B(zo,r")
- / g O (nQak(qu - QUU)) dz
B(zo,r")

+ 2/ Oepsl: (Vn © Oy(us — Qu))ndx  (4.42)
B(zo,r’)

KROK 3 Postupné odhadneme vSechny ¢leny na pravé strané nerovnosti (4.42).
Pro odhad prvniho si nejdfive odvodime nésledujici nerovnost

2—gq d 1
% |Vos| < C(Z 8k05:5(8ku(;)) 2, (4.43)

k=1
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Podle formule z Lemmatu 4.5 (iii) a odhadu z Lemmatu 4.1 (b) dostaneme

F;%q|8k05|2 = F;%qakd(giakcng = CF;%QID2f5(€(u5))(8k€<U5), 8k05)
S CF? (D2f5(5(u5))(8k5(u5), akE(llg))) % (D2f5(5(u5))(8k05, 8,@;))

2—¢q

< CF54 (D2f6(5(u5))(8k5(u5)7 akg(ué)))

N

D=

|O0s),

tedy (4.43). V odhadu prvniho ¢lenu na pravé strané (4.42) pouzijeme Youngovu
nerovnost.

/ Ok0s: (Vn ©® O(us — Q:E))n dx
B(zo,r")
2-¢q a2
ga/ 2|V ;2 dx—l—c(a)/ VaPTeE [Vus — QP de
B(zo,r") B(z,r")
(4.43) ) = ,
< ca/ n 8k05:5(8ku5)dx+c(a)/ |Vn|"I's? |[Vus — Q| dx
B(zo,r") B(zo,r")
(4.44)
a zvolime tak malé, aby bylo mozné zahrnout prvni integral na pravé strané

posledni nerovnosti do levé strany (4.42). Nyni provedme odhad druhého ¢lenu
na pravé strané (4.42).

/ Ok(us ® ug) :5(n28k(u5 - Qx)) dx
B(zo,r")

(4.29)

< c(/ |Vus|n|Vn||Vus — Q| dx +/ |Vus|n?|Ve(us)| dx)
B(zo,r") B(zo,r")

gc(/ \Vu5|2d93+(7“’—7")2/ |Vus — Q| dx
B(zo,r") B(zo,r')

p—2 2-p
+/ 772]Vu5\F54 |Ve(us)|Ts® dw)
B(zo,r")

Na posledni integral pouzijeme Youngovu nerovnost s 3, dale ristovou podminku
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v (4.6) a (b) z Lemmatu 4.1

/ Ok(us ® ug) :g(n28k(u(; — Qx)) dr
B(zo,r")
: C(/ ’Vu(;|2dx—|—(r’_r>—2/ Vus — QP da
Bleor) B(zo,r)
+ 5/ 0 0p0s:(Opu;) d + c(B) / pé%p dx)
B(xo,r")

B(zo,r")
:26([1+12+B/ 7726ka5:5(8ku5) dJZ—I—Ig),
B(zo,r")

kde

2(d—p)

pd d—2(d—p) (4.28) d—2(d—p)
nee( [ wulan) T e I =
B(zo,r")

a2
pfipomenime, zZe I'y> > 1, odhadujme

q—2
L<(— T)Q/ P |V, — Q2 du,
B(zo,r")

na I3 pouzijeme Holderovu nerovnost a dostaneme

2—p
2—p (p—1) P 2 (4.10) (p—1)
/ 7 dz <c(r')" 5 ( / I dx) < ()T (4.45)
B(zo,r") B(zo,r")

Celkem vychézi

/ Ok(us @ ug) :5(7728k(u5 — Qx)) dz
B(zo,r")

2(p—1)

q—2
<t [TV QR () 1, (440
B(zo,r")

protoze /3 je voleno tak, aby ¢len s 8 bylo mozné zahrnout do levé strany (4.42).
Odhadneme tfeti ¢len na pravé strané (4.42).

/( g Ok (n*Ok(us — Q)) dz
B(zo,r")

< (/ DIVl Vus — Q| + 72|Vl dx)
B(zo,r")

::C(ll + IQ),
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kde
I §c<(r’—r)_2/ |Vu5—Q|2d:r—l—|B(:v,r’)|>
B(zo,r")

q—2
Sc((r’—r)_Q/ F(;Q\Vu(;—QPda:—l—(r')d),
B(zo,r")

p=2 2-p
I, < c/ n?|Ve(us)| dz < ’y/ n’Ts% |Ve(us)|? dx—l—c(’y)/ I's? de.
B(zo,r") B(zo,r") B(zo,r")
Nerovnost
IV2u;| < c|Ve(us) (4.47)

plyne okamzité z identity
8j8kuf5 :aj&“ik(u(;) + 8k5ij (u(;) — @ejk(ug).
Posledni integral odhadneme stejné jako v (4.45) a dostaneme

2(p—1)

/ g0 (n28k(u5 — Q:zc)) dz| < c(r) "7 +c(r')?
B(zo,r")

q—2
+ 7/ 7723k05:5(3kU5) dz + c(r' — T)_2 / ['s2 |Vus — QF dux,
B(zo,r") B(zo,r")
(4.48)

opét volime v tak, aby bylo mo7né ¢len s v zahrnout do levé strany (4.42).
Odhadnéme jesté zbyly ¢len na pravé strané (4.42), pouzijeme rovnici v (4.31).

’ [ ot (T outus - Q)
B(zo,r")

Sc/ |WMWWVW—Qmmww/' 1V (ws@ws)| [V Vs — Qly da
B(zo,r") B

("EO’TJ)

+g/ gl Vil Vs — Qlyde =1, + I + I,
B(zo,r")

2—q q—2
I < cb’/ n’|Vo|’Ts% dx+c(ﬁ)/ IVn)?|[Vus — Qz|°Ts? da.
B(zo,r’) B

(x07’l”’)
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Odtud dostaneme pouzmm (4 43) stejny odhad jako pro prvni ¢len v nerovnosti

(4.42). Ptipomenme, ze I'; T > 1, odhadujme

(4.29)

I, < c/ |Vu5|2da:+c(r’—7“)2/ |Vus — Q| dw
B(zo,r’) B(zo,r’)
2(d—p)

d d—2(d—p) q=2
< (/ |Vu5|d% dx> ’ ()" 4 c(r' — r)_2/ F;2 |Vus — Q> dw
B(zo,r") B(zo,r")

(4.28) pd—2(d—p)

< ofr) +c(r’—r)_2/B( )F;"’|Vu5—Q|de
xg,r’

a nakonec

Ig,gc/ de +c(r' —r)” 2/ [;2 |[Vus — Q) dx
B(zo,r") B(zo,r")
< c(r')d+c(r'—r)_2/ I's? |Vus — Q|? du,
B(

konecéné mame

/ Opsl: (Vn © Og(us — Qz))nda
B(zo,r")

dp—2(d—p)

<c(r)4c(r) r He(r —r)7? / F;%Q Vus — Q|* dx (4.49)
B(zo,r")
+ Cﬁ/ n?Ok0s :e(Opus) da. (4.50)

Z nerovnosti (4.42),(4.44),(4.46),(4.48),(4.50) zfejmé plyne nerovnost (4.30). [

Véta 4.8. Necht jsou splnény predpoklady Véty 4.3 a plati (1.4). Potom us €
I/Vllocq(Q R%) stejnomeérné vzhledem k & € (0,1), kde § = 3p v pripadé d = 3,
pokud d = 2 je q libovolné konecné cislo vétsi nez 1.

Diikaz. V dtikazu pouzijeme hlavni kroky dikazu [4, Lemma 4.4]. Nejdiive se
budeme zabyvat pfipadem d—3. V tomto pripadé ukazeme F5 € LfO]Z(Q)
Bud B(zy,2R) CC Q a R < 1. Zvolme libovolng 0 < r < 1’ < 2R. Uvazujme

) takovou ze

funkci n € C°(B(xo, T/”')) S kompaktnlm nosi¢em v B(xo,
n=1na B(zg,r) a|Vn| < (x0,2R). Definujme funkm hs == Fg na 2.
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Odhadujme

3
3p
/ Iy de < / (nhs)®dx < ¢ / IV (nhs)|? | da
B(zo,r) B(z0,2R) B(z9,2R)

3
< c(/ IV (n)*h3 dz +/ n*|Vhs|? dx) =c(l; + I)?
B(z0,2R) B(x0,2R)

Potom zifejmé
B < |9l [ )
B(z0,2R)
Jesté zbyva odhad

2

b= [ | fes)) (s et do
B(z0,2R)
< c/ F?|V5(U5)|2dx
B(zo,"4%)

(4.30) / —2 2 2 /

< c|l (=7 / [s? |[Vus — Q*dx + (r')”
B(zo,r")

q—2 2

roN=2 4 B N ! "y
§c<(r T) (/B(x07rl)115> (/B(xw/)|Vu(g Q|> +(7")>.

Podle Lemmatu 3.3 k u; existuje antisymetrickd matice B a a € R? tak, ze

||115 — Bx — aHLq(B(:ﬁo,r’)) S C||5(115)||L(1(B(x0,r/))- (451)
Potom po pouziti Kornovy nerovnosti (3.2) ziskame
||V(115 — Bx — a)HLq(B(a:o,’r’)) = ||V115 - BHL‘?(B(aco,r’)) S C(Hll5 — Bx — a||Lq(B(xO7T/))

+le(us) [ Lasory) < clle(@s)llza(morm)-
Volbou () = B dostaneme
I < (' — ) / rfde+ (')7). (4.52)
B(zo,r")

Tedy celkem

3p 3 p a
/ P de| <c(r'—r)? </ I'zdr+ / I'? dx) + ().
B(zo,r) B(z0,2R) B(zo,r")

(4.53)
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Nyni odhadneme druhy ¢len na pravé strané. Pfedpoklad ¢ > p a fakt, ze z (4.2)
plyne ¢ < 3p, zarucuje existenci 0 € (0, 1) takového, zZe
1 0 1-4
S= o — (4.54)
g p 3p

Toto # pouzijeme v interpola¢ni nerovnosti

1 1 0 1 1-9
||F§ ||LQ(B(;1:O’7-/);R4> S ||F§ HLP(B(.T(),T/);Rd)HF(? | L3p<B(II70,7'/);Rd),

ze které dostaneme

01 (1-6) L
a b4 P 3p o
/ I'jdx < / 'y dz / Iy . (4.55)
B(zo,r") B(zo,r") B(zo,r")
Podminka ¢ < pdf*f v (1.4) respektive ¢ < pdff je volena tak, aby platilo
1-02 <1 (4.56)
p

Pravou stranu (4.55) potom mutzeme odhadnout pro ¢ € (0, 1) za pomoci Youn-
govy nerovnosti vyrazem

% K
5 / r¥de| 45" / % da
B(zo,r") B(zo,r")

pro jisté 3>0 a x>0. Volbou § = &'(r' —r)?,8’ € (0,1) dostaneme

1 s K
3p 3 3p ? . »
/ L2 de| <cd / 2 de | +c(d)0 —r)? / Fgde | +
B(zo,r) B(zo,r") B(z9,2R)

c(r’ —r)? I‘? dzr + C,
B(z0,2R)

=

kde 3> 0. Nakonec polozime ¢’ = 1 a jelikoz |r' — r| <1, obdrzime
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Funkce f(t) definovana predpisem

F(t) = (/ r; dx) pro ¢ € (0,2R)
B(Cto,t)

spliiuje predpoklady Lemmatu 3.7, podle kterého dostavame Vr € (0, R)

% K
[ rtar) scren mCmast ([ viar) L[ riasfse
B(Cl?o,T') B(xo,QR) B(1‘072R)

Integral vyskytujici se na pravé strané predchozi nerovnosti mtizeme odhadnout

c/ (1+ |e(uy)]2)} de < & 1+/ e(ug)Pdz | .
B(z0,2R) B(z0,2R)

Podle Lemmatu 4.10 je prava strana odhadnuta stejnomérné vzhledem k ¢, tedy
i pro |[us|lwse(B(zo, r)re) Mame stejnomérny odhad vzhledem k 6.
Jesté zbyva pripad kdy d = 2. Zvolime x >1, pak

W=

2x

t

/ F?X dr < / (nh5)2x dz <c / |V (nhs)|" dz ,
B(zo,r) B(z0,2R) B(z0,2R)

kde t € (1,2) volime tak, aby 2x = 52%. Pouzitim Hélderovy nerovnosti v po-

slednim ¢lenu predchozi nerovnosti dostaneme

X
/ F(?X dz <c / |V (nhs)|?dx | |
B(zo,r) B(z0,2R)

déle pokracujeme jako v piipadé d = 3. Pro ovéfeni (4.56) nejdiive pozname-

nejme, ze 0 = 2= Pozadujeme tedy 27F = (1(1 —0) <1. Z (4.2) vime

% <1, dale % X221 a tudiz (4.56) plati pro dostateéné velka x. Staci zvolit
X> g O

Nakonec tohoto oddilu uvedme trividlni disledek [2, Corollary 3.1] pfedchozi
vety.

Lemma 4.9. Necht o € [1, %) prod =3, a € [1, 2) v pripade d=2. Potom
pro kazdou Q' CC Q existuje konstanta ¢ nezdvisla na 0 tak, Ze

H Us H W2.a(Q/;R4) S C.
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4.3 Limitni prechod

Nyni se budeme zabyvat existenci feseni systému (1.1). UkdZeme, Ze s vyuzitim
odhadt z Véty 4.8 mizeme provést limitni pfechod 6 — 0 v rovnici (4.4).

Lemma 4.10. Pro f : S — [0, 00) splriujici podminku anizotropniho ristu (1.3)
je Df homeomorfismus S na S¢.

Diikaz. Nejdiive ukazme, Ze Df je prosté. Pokud jsou o, p € S, potom

(Df(0) — Df(p)): (0 — p) = / LD+ (0~ p)): (0~ p)ds

1 1
:/O D*f(p+ (0 — p))(o — p.o — p) dsz/O (14 |p+ s(o — p)P)T dslo — pl2.

A aplikaci Cauchy-Schwarzovy nerovnosti obdrzime odhad

1
p—2
Df@) =D 2 [ Wtlp+slo—pP)F dslo—pl.  (450)
0
Tedy Df(0) = Df(p) implikuje o = p a Df je tudiz prosté.

Nyni ukazme, Ze Df je na. Necht p € S¢, ukdzeme, Ze existuje oy € S? tak, Ze
Df(oo) = p. Pro diikaz tohoto tvrzeni pouzijeme Vétu 3.5. Definujme zobrazeni
P : 8% — S piedpisem

P(o):=Df(o) - p.
Ovéfme splnéni podminky (3.15). Pouzijeme odhad (4.8) a Cauchy-Schwartzovu
nerovnost, dostaneme

P(o):0=(Df(0) = p)io 2 (|0l =1) = p:o > cla’ = |p|lo] —c.

JelikoZ je p > 1 a |o|? jde k nekonecnu rychleji nez o, urcité existuje r tak, ze
pro |o| = r je vyraz na pravé strané posledni nerovnosti nezdporny a podle Véty
3.5 tedy existuje o takové, ze Df(og) — p = 0 a médme dokézano, ze D f je na.
Nakonec ovéime, Ze (Df)~! je spojité zobrazeni. Z ptedpokladu f € C?(S%)
ziejmé vyplyva Df € C*(S% S?). Z podminky (1.3) plyne, 7e

Vo,pes?, p#0:D*f(0)(p, p)>0,

to znamena, ze D?f je pozitivné definitni matice pro libovolné ¢ € S? a nutné
musi byt reguldrni. Podle Véty o inverznim zobrazeni dostaneme (Df)™! €
C1(S?,S%). Ukézali jsme dokonce, Ze Df je difeomorfismus. O
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Véta 4.11. Za predpokladi Veéty 4.3 existuje posloupnost {us, }o° | tesent (4.4)
s 0 = 0, takovd, Ze pro 6, — 0, VO CC Q)

us, — a ve WH(QY;RY)

us, — 0 ve WH(QY;RY)

Dfs,(e(us,)) = Df(e(w)) ve Wit (87,

kde pro d = 3 mdme ¢ = 3p, a € (1 prod=2jeq € (1,0) aa € (1,2).

Navic u je slabé tesent dlohy (4.1).

7@)

Diikaz. V diikazu jsou pouzity hlavni kroky diikazu [2, Theorem 1.3]. Existence
slabé konvergentni posloupnosti {us, }5°, plyne ze stejnomérného odhadu ve
Vété 4.8, Lemmatu 4.9, reflexivity WH(QY; R?) a W2 (Q'; R?) pro kazdou ' CC
Q. Diky vnofeni W,54(Q; R?) do W4(€; RY), kompaktnimu vnoteni W,9(€; RY)
do L} (©Q;R?) mame existenci vybrané posloupnosti {us, }, Ze pro 6, — 0 a pro

kazdou ' CcC Q

us, — a ve WH(Q/;RY)
- Ay (4.58)
us, — uv LI(Q;RY).
Jesté ukazme
7 (0;8%). (4.59)

e(us,) o0 e(a) v LY
);S

Zvolme B(z,R) Cc Q a Fe L7 (B(xz, R)

/B( ) e(ug, d:L'—/ Z 0u5 + Ojuf, ) da

dn—0 i i _
Y F.— (0w’ + 0;u" dx:/ F:e(u)dx
/B R v = [ P

27‘7

4) potom

a (4.59) plati.
Odvodme nerovnost

V(D fs(=(us))) | < | D2fs(2 (1)) |? (D fi(=(s) ) (Ore(us), Bre(us))) .

N

(4.60)

Jelikoz je D? f5(e(us)) pozitivng definitni, to plyne z formule pro D? f5 v Lemmatu
4.1 a rlistové podminky (1.3), a symetricka bilinearni forma na S? x S?, mfizeme
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v nasledujicim pouzit Cauchy-Schwarzovu nerovnost.

0 {Ds(eus))} || = D*fs(e(s))(Oue(ws), Bk {Dfs(e(us)) )

S(WﬁMwM@dwﬁMwmy

(D* f5(c(us)) (O {D f5((us)) } . O {DSfs(e(us)) }))
< (D fi(e(us)) (Dhe(us), Ohe(us))) * 1D fis(= () [

N[

O {ng(g(ué))}‘

a odtud vychazi (4.60).
Nyni ukdzeme, Ze stejnomérné vzhledem k § plati

LT (0, 59).

Df(;(e(u(;)) € VVloc (4.61)

Zvolme B(xg, R) C Q a necht r, " jsou takové, ze 0 <r <r’< R. Potom integro-

vanim (4.60) pfes B(zo, ) a pouzitim Hélderovy nerovnosti dostaneme
q—2

q

[V (Dfs(e(us)) |77 du<e D hea) P de)
/B(wo’r) (/B(xo,r) )
(/B(mo’r) D2f5(5(ua))(8ks(u5),akg(ué))dx)2(q1)

ey vy
:C'[l - . .[2 - .
Pro I, mame odhad z Lemmatu 4.7

L <e(r' — r)_2/

B(zo,r")

F;% Vus — Q> dx + ey (1),

Obdobné jako v dikazu nerovnosti (4.52) obdrzime

hs{/ &m%vw)
B(zo,r")

kde konstanta ¢ nezavisi na J a stejnomérna omezenost integralu na pravé strané
vzhledem k § vyplyva z Véty 4.8. Omezenost I; plyne z odhadu (4.7) a Véty 4.8.

Tim je ukazano (4.61).
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Ted se zaméfime na limitni pfechod d,, — 0 v eliptickém ¢lenu rovnice (4.4).
Polozme

Wi, = Dfs, (e(us,)) = uq(1 + e(us,)*) 7 e(us,) + Df ((us,))
Odhad (4.61) implikuje existenci W € VVlthj(Q;Sd) a vybrané posloupnosti
znacené stejné {Ws, }>° | tak, ze pro d,, — 0 a kazdou Q' CCQ
Ws, — W ve Wha1(Q;S%

g (4.62)
Ws, = W v La1(Q;S7)

Navic podle Véty 4.8 je e(us) € L}

1 (©;S?%) stejnomérné vzhledem k §, proto pro
0, — 0 a pro kazdou €' CC

Sua(1+ [e(us,)?) T e(us,) "0 v L1 (87
a to implikuje
Df(e(uy,)) = W v L1 (S asv. v . (4.63)
Z (4.63) a spojitosti (Df)~! pak vyplyva pro §, — 0
e(us,) = (Df)'W s.v. v Q. (4.64)

. Qd v ’
1e(§2:S%), coz spolu s konvergenci

Z (4.59) dostavame omezenost e(us,) v LI
30 G ve Wl’%a(Q’; R%) pro kazdou Q' CC €, plynouci z (4.58), dava

Us

e(us,) = (Df) "W v L}, (;S%) Vt < q.
Z (4.59) navic plyne
e(@) = (Df)"'W neboli Df(s(w)) = W.
Potom muzeme (4.62) piepsat pro 6, — 0 a kazdou ' CC Q
Wi, = Df(e(m) ve Wha1(2;8%)

e (4.65)
W5, — Df(e()) v Le=1(;S%) a sv. v Q.

Nyni zvolme ¢ € C5%;, (Q; RY). Pfipomeiime rovnici (4.4) pro us

/QDf(;(s(u(;)) te(p)dr — /Qu5 Rus:e(p)dr = /Qg ~pdz.
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Provedme limitni pfechod v ¢lenech na levé strané.

/Q (Dfsu(e(us,)) — DF(e(0) : () da

S (/Q Pl I d$) ’ (/Q |€(so)!qdw>‘11

a podle (4.65) jde prvni integral na pravé strané posledni nerovnosti k nule. Na-
konec provedeme limitni pfechod v konvektivnim ¢lenu. S vyuzitim stejnomérné
omezenosti uy pak

< / (s, | + 8])[us, — alle(e)] de

g=1 1
SM(/ |u5n_u|qfldx) ' (/ |5(cp)|qu>q,
spt ¢ Q

z (4.58) vyplyva, Ze prvni integral na pravé strané posledni nerovnosti jde k nule,
vzhledem k ndmi uvazovanému ¢ totiz je q%l < ¢q. Mame tedy ovéfeno, Ze u je

feseni (4.1). O

/(m;n Rus, —u®u):e(p)der
v

Poznamka 3. Ukazali jsme, Ze existuje Teseni, které ma jistou regularitu. Z in-
formaci, které mame k dispozici, neplyne jeho jednoznacnost.
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Kapitola 5

Holderovska spojitost gradientt
reseni

5.1 Casteéna regularita pro d =3, ¢y =2

V této sekci ukazeme, zZe slabé FeSeni systému (4.1) zkonstruované ve Vété 4.11
mé holderovsky spojité prvni derivace na oteviené mnoziné, jejiz doplnék do 2
ma nulovou miru.

Pozndmka 4. Prostorem C%*(Q; RY), kde € (0,1) a QCR? je oteviend, budeme
rozumét prostor funkci

{v; VK C Q kompaktni v € C%(K;R%)}.

Pro ucely této kapitoly zavedme funkci

E(m,r)::E(u,B(x,r))::][ le(@) — (e())..|* dy,

B(z,r)

kde (..);, a fB(x »y znadl integrélni primér pres B(z, r). Nekolikrat se odvoldme
na vétu o charakterizaci hélderovsky spojitych funkei [12, Theorem 1.3]:

Véta 5.1. Necht existuje Ry > 0 a ¢ > 0 takové, Ze pro vSechna x € 0 a vSechna
p < min{ Ry, dist(z, 0Q)} plati

/ u—u,,|Pdz < cp™*, a € (0,1]
B(w,p)
potom u € C%*(Q; RY).
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Pro specifikaci konstanty C*, ktera se vyskytuje v Lemmatu 5.3, uvedme [2,
Lemma 5.1].

Lemma 5.2. Nechf A € S? je takovd, e |A| < L. Necht w € W,2(B(0,1); R?)
splnuge

| D) e, (o) dy = 0 Vi € WA (BO, 1Y)

B(0,1)
Pak existuje konstanta C* = C*(p, L) tak, Ze
Fooletw) = Py < €7 f () = (e(w)idy

B(0,7) B(0,1)

plati pro kazdé T € (0,1).

Nyni uvedeme tvrzeni [2, Lemma 5.2], na jehoZ pouziti je zaloZen dikaz
lemmatu o existenci oteviené podmnoziny {2, na niz je symetricky gradient feSeni
1 holderovsky spojity.

Lemma 5.3. Necht L > 0 a p € (0, o), kde po =35 — %. Necht C, = 2C*,

kde C*(p, L) je zvolena jako v Lemmatu 5.2. Potom pro kaZdé T € (0, ;) existuje
A= XL, 1) s vlastnosti: pokud existuje koule B(x,r) CC 2, pro kterou plati

le(@er] <L a E(x,r)+r# <\

potom
E(z,7r) < C.7*(E(z,r) 4+ r*).

Lemma 5.4. Ezistuje oteviend mnozina g C §2 tak, Ze |Q\Qo| =0 a e(n) €
C%(Qo, S pro jisté a € (0,1). Navic mnoZinu Qy miZeme popsat jako

Qo={zre: sup |(e())yr| < o0;liminf E(z,r) = 0}. (5.1)
L dist(2,00)>r>0 r—=0

Diikaz. V diikazu vyuzijeme techniku pouzitou v dtikazu [9, Theorem 1.1]. UkaZeme,
7e pro kazdé zy € Qg existuje B(zg,s) takovd, ze u € C%*(B(xg,s)) pro jisté
aec (0,1).

Ze Sobolev-Poincarého nerovnosti dostaneme

£ c@pas (of  vewp) F sy
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kde 2 < % t.j. 5> L. Protoze je € W2 (% R?), kde a € [1,-22), podle

’ p+1
6

Lemmatu 4.9 a protoZe 3 < =% 5 +1 pro nami uvazované p, plyne z Lebesgueovy véty

o hustoté a (5.2) plyne pro skoro vSechna z, €

r—0

E(xg,7) = 0, sup |(e(Q))gor|} < 0. (5.3)
1 {dist(z,002)>r>0

Zvolme takové zy a zvolme L > 3 sup,.o{|(e(Q))sy,|}. Zvolme p € (0,10) a
zvolme 7 € (0, 1), aby platilo

1 1
Cor?<-ar?<s 5.4
<5 a 5 (5.4)
Ci(p, L) je jako v Lemmatu 5.3. Diky (5.3) existuje B(zg,7) CC € takova, ze

2
u))zr| < L
[ECHNNES -
E(xo,7) + 1" < A3,
kde ¢islo A\ je voleno tak, aby platilo
i L
Ao 2(1 — 27%)" Zz Pag
(5.6)
1
A < 3 min{§, 1 — 27232,

A(L, 7) je z Lemmatu 5.3. Diky spojitosti funkei z +— E(z,r)+r* az + (£(Q))s,
existuje koule B(xo, s) takova, Ze pro kazdé = € B(zy, s)

E(x,r) + 1 < X}

2 5.7
[(e(@))ar] < §L < L. 5-7)
Ukazme Vz € B(xg, s) odhady
|(e(@))g7nr| < L (5.8)
E(z, m"r) + (7"r) < A2 (5.9)
Nejdfive indukei dokazme, ze Vo € B(xo, s) plati

k
E(z,7%r) <27 E(x,r) + Y 2770 =12, (5.10)

j=1
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Necht je tedy x € B(xg,s). Z (5.7) vyplyva podle Lemmatu 5.3 platnost (5.10)
pro k = 1. Necht (5.10) plati pro k = 1,...,n. Potom

9-n _ 7_2un

E(z,m"r) < 27"E(x,r) 4+ 77" Z QA = 2T (1, 1) + T o 2u
— 27
=1
<27 (E(z,r) + ;73“) _";(E(m r)+r*). (5.11)
- ’ 1— 2721 - 1— 2721 ’

Odtud dostaneme diky (5.9), (5.7) a protoze je 72 <1

2 n
E(z,m"r) + (7"r)* < ———— T 7220 < Z 1 — 272u + TP
2
A< \?
—1—272e"0 ’

‘(5(1_1))%7”7”‘ :l(g(ﬁ))x,r + ((g(ﬁ))x,7k+1r - (E(ﬁ))x,fkr>|
@)l + 3 @)ty — ()]

<J(e(@)er + Y ][ £(@)(y) — (£(@))a.per dy
— z, 7Fr)|2
<lE(@ar| + 3 % ( /B CCIOR <e<ﬁ>>x,fkr|2dy>

][B( k) |€(ﬁ)(y) - (€(ﬁ))x,7kr|2 dy)

2

Z platnosti (5.10) pro k = 1,...,n vychézi

[(e())grnr| < [(E(0))gp] + 7 32( ﬁﬂ“))%
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jako dusledek (5.11). Odhadujme déle

(e(@))annr| < |((@ “|+T-322 (1= 20 (B(x, 1) + %)

1 2
-3 2
New| + §j2 2(1—-2r") 2 o< -L+-L=1,
< |(e(u |+ 7 T 20 3 3

a mame dokézdn odhad (5.8). Pouzijeme Lemma 5.3 s odhady (5.8) a (5.9),

dostaneme
1 1 ” . )
E(z, " r) < i(E(x, ") + (T”r)2“) < 5(2_nE(Z‘, r)+ Z 2_97'2“(”_3)7“2“)
j=1
. 17_2un 20 — 9 n— 1E(ZL‘ T) + znzz—j—lTQ,u((n—H)—(j—i-l)) _|_17_2un 7‘2“
2 ‘= 2

n+1
=2~ DB r) + (Z 2j72“(”+1j))r2“,

j=1
¢imz je dokézano (5.10).

Pro libovolné zvolené p € (0,r) existuje k € N tak, ze

Ty < p < 7hr. (5.12)

Vyuzijeme-li nerovnosti

e(u zrPdy <c inf / e(u) — AP dy,
/ ey e [ e

platné pro p > 1, mame pro p odhad

B < (2 ) B <e(25) [ )~ ) Py

< e 3 E(x, 7).
Odtud s vyuzitim (5.11) dostaneme
E(x,p)<cr 3271 — 2r) Y B(x,r) +r?#) < 27", (5.13)

Dale mame
P
r



pro M zvolené tak, aby 72 = 2. Z (5.13) proto dostaneme

1

E(x,p) < c(f) " (5.14)

r

Pro vSechna = € B(zy, s) potom z (5.14) vyplyva pro a = M !
foo )~ G0y < e Vo<
B(zx,p

a podle Véty 5.1 je e(u) € C%*(B(xo, 5); S?).

Ukézali jsme, Ze pro kazdy bod zy € §Qy existuje okoli B(xg,s) tak, ze (u) €
C%*(B(xg, 5); S*). Potom zfejmé B(xg,s) C €, tudiz je Q oteviena. Navic
e(a) € CO(;S?) a |Q\ Qol- O
Véta 5.5. Za predpokladi Véty 4.11 existuje mnoZina € tak, Ze |2\ Q| =
0 aueC"(QyR? prokazdé v e (0,1).

Diikaz. V dikazu véty jsou pouzity hlavni kroky z dikazu [2, Theorem 1.4]. Z
minulého lemmatu mame existenci mnoziny 2 takové, ze e(u) € C%%(Qy, R?)
pro jisté a € (0,1). Ukdzeme, ze @ € C'(Qy; R?) pro kazdé v € (0,1). Zvolme
funkei ¥ € C5%y;, (Qo; R3). V (4.1) pouZijeme testovaci funkci ¢ = 91 pro pevné
k€ {1,...,d}. Potom integraci per partes, tu mizeme provést, nebot podle Véty

4.11 mame Df(e()) GWLﬁ(Q; R?), dostaneme

loc

D f(e(0))(e(v),e(¥))dz= | Oh(u®@u):e(ep)da —/ g - Oppdr (5.15)

Qo Qo Qo

Vp € Cgay (o R?)

kde v := dyu. Pro xy € Qy oznacme ¢q := e(u)(xp). Necht B(zg, R) CC € a
vo € WH2(B(zg, R),R?) je feSeni rovnice

/B( o D?f(e0)(e(vo),e(p))dz =0

vo =V na 0B(xg, R), divvg =0 v B(zg, R)
VQO € gjiiv(B<x07R)>R3)'

(5.16)

Potom pro r € (0, R] dostaneme podle [12, Theorem 2.1] vyuzitim Kornovy
nerovnosti (3.1) a vlastnosti systému v (5.16)

3 3
/ Vvol2de < ¢ <1> / Vvol2de < ¢ (£> / Vv | da.
B(zo.r) R JB@o,R) RJ JB@o.R)

(5.17)
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Odtud okamzité vyplyva

/ IVv|?dz < c / |VV0|2dZE—|—/ Vv — Vvo|*dz
B(zo,r) i B(zo,r) B(zo,R)

i 3
<c (L) / |Vv|2dx+/ Vv — Vo2 dz| .
R)" JB(oR) B(xo,R)

) (5.18)

Nyni odhadneme posledni integral na pravé strané. Po pouziti ristové podminky
(1.3) a Kornovy nerovnosti (3.1) dostaneme

/ D2 (20)(£(v) — £(vo), £(v) — £(vy)) dz
B(zo,R)

> 01+ |so|2)”22/ le(v) — e(vo) 2 dz
B(zo,R)

> e(p, d, A,g(J)/ V(v) = V(vo)[2 da.

B(.Z‘(),R)

Odtud diky rovnici v (5.16) vyplyva

/ Vv — Vvo|?dz < c/ D2 f(eo)(e(v) — e(vo),e(V) — (vp)) dz
B(zo,R)

B(zo,R)

[ D(e)Ev).(v) ~ slva)) da
B(zo,R)
:c( / D f(e(@))(e(v), £(v) — £(vo)) dx
B(zo,R)
+/B(:BO,R) [D fleo) =D f(s(ﬁ))} (e(v),e(v) — s(vo))dx)

—c(I1 + ) (5.19)

Pouzijeme-li nyni rovnici (5.15) a Youngovu nerovnost s v > 0 dostaneme

Ilgc/ |8k(ﬁ®ﬁ):5(v—vo)]dx+c/ g - Ok(v — vy)| dz
B(zo,R) B(zo,R)
< 27/ V(v —vo)|2d$+0(7)||ﬁ||§o/ [Val* da + c(y)l|gl[3 R°.
B(zo,R) B(zo,R)
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Dale

I, < coscpe,.m D2/ (e() / V|V (v — vo)|de
B(zo,R)

< ’y/ V(v = vo)[>dz + c(7) [05CB(u0,R) D2f(5(f1))]2/ IVv|*du.
B(zo,R) B(zo,R)

Pokud zvolime v dost malé, mtizeme cleny s v zahrnout do vyrazu na levé strané
(5.19). Diky spojitosti (i) a D*f miizeme pii pevném 7 ke zvolenému o > 0
najit takové Ry, ze plati

2
(C(’V) OSCB(zo,R) DQf(f(ﬁ))) <a
pro kazdé R < Ry. Jelikoz vime, ze Va € L;2.(Q), je
/ IVaf2de < cR7 = cR“ (5.20)
B(zo,R)

pro p:=1— %. Z (5.18) a (5.19) vyplyva

3
/ |Vv|*dr<c (£> +a
B(zo,r) R

pro vSechna r < R< Ry. Podobné dostaneme existenci B(xg, s), s< Ry, takové,
ze pro kazdé x € B(xg, s) a pro vSechna r < R< Ry plati

3
"
Vv[ldz<ec (—) +
/B(z,r) ' R

Nyni volbou a dostatecné malého obdrzime podle Lemmatu 3.6 pro kazdé x €
B(z, s) odhad ristu

/ |Vv|?dz + co R
B(zo,R)

/ IVv|?dz + ey R (5.21)
B(z,R)

/ IVv|?do < er't?,
B(z,r)

Poincarého nerovnost dava

/ v —v,,[*dr < 7"2/ IVv|?dz < er® T2
B(z,r)

B(z,r)
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odtud je podle Véty 5.1 v € C%(B(zg,s)) a proto u € CH*(Qy; R?). Tudiz je
ziejmé Vu € L2 (€)), coz implikuje

loc
/ |Vii|*dr < cR?.
B(z,R)

Diky pfedchozimu odhadu mtzeme (5.21) nahradit

3
/ Vv dz<c (1) —|—Oz] / IVv|?dz + ¢, R?
B(z,r) R B(z,R)

3
<c (i) + a] / IVv|?dz + 02R1+2”R§(1_V),
R B(z,R)

kde v € (0,1) je libovolné. Opét pouzijeme Lemma 3.6, Poincarého nerovnost a
dostavame

Vv € (0,1) / v — v, | de < 7“2/ IVv|?dr < er®t,
B(x,r) B(z,r)

Podle Véty 5.1 potom mame Vv € (0,1) veC®(B(xzg, s)) a proto ue CH(Qy; R?).
]
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5.2 Uplna regularita ve 2D, ¢y = 2

Ve dvou dimenzich ukaZeme, ze TeSeni u z Véty 4.11 ma lokalné holderovsky
spojité prvni derivace na (2.
Uvedme [8, Lemma 4.1], na jehoz pouziti je zaloZen ditkaz hlavni véty této sekce.

Lemma 5.6. Necht Qy C R%. Necht existuji B>a >0, ci,ca >0, Ry > 0 tak,
Ye funkce H € L*(Qy), h € W12(Qq) spliiugi pro kazdé o € Qy a R € (0, Ry)
takové, Ze B(xg,2Ry) C Qo, T(xo, R) = B(xo,2R) — B(xo, R)

2
/ H2de < & / H? 4 R da / hH|dz+ er®.  (5.22)
B(zo,R) R\ Jr(zo,R) T(z0,R)

Potom pro kazdé t > 1 existuje ¢ = c(cq, ¢, t, [|h||1.2:005 | H |20
a, Ry) takové, Ze pro kaZdou kouli B(xo, R) plati

/ H?*dx < c|InR|™
(zo,R)

Diikaz. Dikaz tohoto tvrzeni ziskdme modifikaci diikazu [8, Lemma 4.1]. Prove-
deme pouze naznak dikazu. Je tieba odvodit nerovnost

2 1 L
(][ (h—][ hd:v) dy) < e/ log, Ro)(/ |Vh|2das) :
T(xo,R) T(l'OyRO) R B(xo,QRo)

(5.23)
ktera je nasledné pouzita pro odhad

][|hH|dx<][(‘ ][ hdy‘ ][ |h|dy)|H|dx
To
2 Nz
< K][ h—][ hdy dx) +< |h|2dy) K |H|2dx)
T To
[ 2R
< ca(Ro, [[hllwr2(9))1/ l0g, RO( Hde) : (5.24)

Po pouziti odhadu (5.24) v (5.22) dostaneme pro R € (0, Ro] a B(xg,2Ro) C Qo

2R
/ H’dz < cs(er, Ro, ||hllwr2(0))1/ (logs =) (/ H* d$+Ra> +a R,
(:Co R) R T(zo,R)
(5.25)
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Nyni vyuzijeme >« a ziskdme

2R
/ H*dx < es(cr, Ro, [|hllwizn)) (?0) (/ H* da + Ra)- (5.26)
B(zo,R) T(zo0,R)

A dale je odtud tieba odvodit

_2yNi1 [ 2v3 N Y=
/ H?*dr <e i <6523+31 / H?*dx + R§ Z 2“‘6253J:r12), (5.27)
B(me) B(Z‘o,ZRo)

=0

kde N = [log, Z2]. Jelikoz pro kazdé ¢ > 1 existuje c(t) tak, Ze
Vs>0e < if)
s
a fada v (5.27) konverguje, dostaneme z (5.27)

2Ry -
/ H2 dz S C(Cl, RQ, ||h||W1’2(B(:vo,2Ro))7 t) (IOgQ —0) t. (528)
B(xo,R) R

Nakonec poznamenejme, Ze ke kazdému ¢ existuje konstanta K = K (t) takova,
ze

9 —t
<log2 %) < K(—logy R)™".

Déle uvedme [7, Lemma p. 287].
Lemma 5.7. Necht Q) C R? je oblast. Necht pro u € WhH(Qq; R?) existuje
t > 2 tak, Ze pro kaZdou podoblast , CC Qo a kaZdou B(xg, R) C ) u spliuge

/ |Vul*dz < K|In R| ™,
B(J)o,R)

kde K zdvisi na €. Pak u je spojita na Q, ezxistuje K' > 0 a pro kaZdou
B(xo, R) C § plati
0SCB(zo,m) U < K'|In R|1*%

Véta 5.8. Necht d = 2, qo = 2 a jsou splnény predpoklady Veéty 4.11. Pak
s pouZitim znaceni tée véty je pro kaZdé v € (0,1) u € C1(Q; R?).
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Diikaz. Dikaz této véty je proveden kombinaci technik obsazenych v diikazech [2,
Theorem 1.5.], [4, Theorem 2.1. b)|. Zvolme pevné B(z,2r) CC B(zy,2R) CC €.
Uvazujme funkci n € C*(B(z,2r)) s kompaktnim nosi¢em v B(Z,2r), n = 1 na
B(z,r) a |[Vn| < cr~l. Ozna¢me 6 = Df(e(ua)).

KROK 1 Provedme limitni pfechod 6 — 0 v odhadu (4.42). Z (iii) Lemmatu 4.5
plyne, Ze rovnice (4.31) je splnéna bodové s.v. na Q. Odtud méme

[Vps| < e(1+ [e(us)*) 7 [e(Bhus)| + [Vus|[us| + g

S vyuzitim Hélderovy nerovnosti obdrzime pro kazdé s <2 a kazdou Q' CC Q
kompaktni
—2
(14 |e(s)?["7)|2(huy)| € Lo (3 R?).

Navic z Véty 4.8 plyne |Vus||us| € L] .(Q) pro kazdé r € (1,00) stejnomérné

loc
vzhledem k § a podle piedpokladu je g € L*°(€;R?). MiZeme proto vybrat
0r — 0 tak, ze Vi< 2,VQ) CcC Q)
ps, — p ve WH(QY). (5.29)
Pro limitni pfechod v ¢lenu na levé strané (4.42) definujme funkei F' pfedpisem

F(z,p,0):=1°(x)D*f(p)(0,0).

Ztejme je F' spojita v x, p, nezaporna a konvexni v o. Z konvergence posloupnosti
{us, }5° | popsané ve Vété 4.11 potom plyne podle [13, Theorem 1, p. 132]

/ F(z,e(n),0ke(0)) dz < lim inf/ F(z,e(us,), Oke(us,)) dz
B(z,2r) B(z,2r)

0n—0

< lim inf/ D2f5(5(u5n))(8k5(u5n), Oke(ug,)) dz,
B(z,2r)

6n—0
jelikoz

D? f5(e(us)) (Oke(us), dre(us)) < D* f(e(us))(Oe(us), e (us))
+0e(1+ |e(ug)?) T Ve (us)
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Provedme limitni pfechod v prvnim ¢lenu pravé strany (4.42). Odhadnéme

/ n0k0s, - (Vn © Ok(us, — Q) —ndho: (Vi © (u — Q) da
B(z,2r)

<

/ n(Opos, — O0): (Vn © Ok(u — Qx)) dx
B(z,2r)

q—1

q—1 1
+cr_1</ |8k05n|qqldx> q </ |8k(u5n—ﬁ)|qu)q
B(z,2r) B(z,2r)
g—1

1
= L]+ 'L I

Ze slabé konvergence {05, } ve W"a1(B(z,2r)) a faktu (Vn © Ok(u;, — ) €
Li(B(z,2r)) mame I, 3% 0. Slaba konvergence o5, ve Wha1(B(z,2r)) na-
vic implikuje omezenost [, vzhledem k 4,. Ze silné konvergence ug, "0 a v
Li(B(z,2r)) plyne I3 300,

Provedme limitni pfechod ve druhém c¢lenu pravé strany (4.42). Nejdiive
odhadujme

/B(_ , )}ak(u(;n@u(sn) 35(77231@(115” - Qx)) — Og(u®u) :5(7728k(ﬁ — Q:c)) ’ dr =

[ 1outus,mus,) - dasw|=(ronus, - Qo) +owuew)
B(z,2r)

}5(7728k(u5n — Qx)) — 5(7728k(ﬁ — Qa:))| dz

S (/ |8k(u5n®u5n) — 8/6(1_1@91_1”ﬁ diB)
B(z,2r)

a—1

@

a—1

([ Jetrontus, - eopl"ar) "+ ([ jaaswirar)
B(z,2r) B(z,2r)

(/ le(n*0k(us, — Q) — e(n*Op(a — Qx))|" dx) g ffI; + I;%ILE.
B(z,2r)

|~

Konvergence posloupnosti {us, }2° ; popsané ve Vété 4.11 implikuji stejnomérnou
omezenost I, vzhledem k 6,,, I; 300 a 1y 30,

Ve tfetim Clenu pravé strany (4.42) provedeme limitni pfechod snadno. Slaba
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konvergence us;, ve W% (B(z,2r); R?), pro libovolné « € (1,2) totiz implikuje

/ g Ok (n*Ok(us, — Q) dz = / g - Ou(n?)0k(us, — Qr)da
B(z,2r)

B(z,2r)

+ / g - 1°0k0pus, ) dx = / g O(n*)op(t — Q) dz
B(z,2r) B(z,2r)

B(z,2r) B(z,2r)

Pouzijeme-li (5.29), limitni pfechod ve ¢tvrtém ¢lenu (4.42) se provede analogicky
k limitnimu pfechodu v prvnim ¢lenu. Dostavame tedy nerovnost

/ n*Opo e(Opu) dr < — 2/ n0ka: (Vn © Op(u — Qz)) dz
B(z,2r) B(z,2r)
+ / Ot ®@u):e(n’o(t — Qx)) dx
B(z,2r)
[ gouraa - on)d
B(z,2r)
— 2/ nokpl : (Vn © Op(t — Qz)) dz, (5.30)
B(z,2r)

kde Q € R?*? je libovolna matice.
KROK 2 Oznac¢me

I
—
>
[N}
pag
2
cl
DN
S
2
<l
=
BUR
cl
Nt
[SIE

Ukazeme, ze funkce h a H splnuji predpoklady Lemmatu 5.6. Ziejmé je 00 :
()= H?. Odvodme
|V&|? < cH?. (5.31)

|V&|> = 07 : Or6 = D f(e(1))(Ope(1a), O15)

qp—2 1 1
< (7 |Va?)2 (D f(e(u))(Oe(n), Ope(a))) 2
Odtud plyne F¥|V6\ < cH a protoze uvazujeme ¢y = 2 je
H* > c|Va|2 (5.32)
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Odhadnéme prvni ¢len na pravé strané (5.30) (7(z,2r) = B(z,2r) \ B(z,r)):

/ n0,a:(Vn © Op(u — Q)) dz
B(z,2r)

< cr_l(/ Hde) (/ |Vﬁ—Q|2dx)
T(z,2r) T(z,2r)

Urceme matici ). Polozme B:= fT(i ory E(1), W:=1u—DBz. Déle zvolime vektoro-

< crl/ Vo ||Va — Q| dz
T(z,2r)

vou funkci v:= Sz+apodle Lemmatu 3.3, kde S € R?*? je antisymetrick4 matice
a a € R? tak, aby [0 — 7| r2(r@2r) < clle(@)]2¢rz,2m)- Z Kornovy nerovnosti
(3.2) dostaneme

V(@ =)@y < clle(@)|z2@e,2n)-
Odtud vyplyva
IVa— B — V’Y“L?(T(f,%)) < clle(n) — B||L2(T(9?,27“))'

Volbou Q =B + V’V dostavame ||Vl_l — QHL?(T(j,QT)) S CHE(I_I) — BHLQ(T(:E,QT))-

Jelikoz je 1 € W% (Q;R?) pro kazdé « € [1,2), pouzijeme Sobolev-Poincarého

nerovnost a obdrzime ||e(Q) — Bl z2(r@,2r)) < ¢l|Ve(@)|| 217z 2))- Diky odhadu

(4.10) je zfejmé h:=(1+|e(m)|?)T € W 2(Bz,2r)) a z elipticity D?f; dostavame
H > e(1+ |e(@)]) % |Ve(w)

a odtud N
IVe(@)| < e(1+ |e(@)|?) 5 H <chH,
2-p
2

jelikoz pro p € (1,2] je <!Z. Odvodili jsme tedy odhad

/ Vi — Q*dr < c/ hH dx. (5.33)
T(z,2r) T(z,2r)

Pro prvni ¢len na pravé strané (5.30) proto mame odhad

%
/ noka: (Vn ® dp(a — Qu)) da < er™ (/ H? dx) / hH dz.
B(z,2r) T(z,2r) T(z,2r)
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Z (5.30) a ptedchazejiciho odhadu méame

— 2/ nokpl: (Vn ® 0y(a — Qx)) da. (5.34)

(z,2r)

Postupné odhadneme zbyvajici ¢leny na pravé strané (5.34). Za¢néme s druhym.

/ Oh(u@u)n’:e(Op(u— Q) dz = / (i ®1):e(n*opu) dr
B(z,2r)

B(z,2r)
+2/ (u@u): (Vno o(u— Q) de=:1 + I,
B(z,2r)
(5.35)
kde

I < c||u|]oo/ 20| T T | (0,1) | d
B(z,2r)

< Oz/ 77211%|8(akﬁ)|2 dz + ¢(«) / 772|vﬁ|2r2%” dz
B(z,2r)

B(z,2r)

< ca/ n*H*dx + c(a)/ (1+ |Vﬁ|2)4%p dz.
B(z,2r)

B(z,2r)
Na odhad posledniho integralu pouzijeme Hélderovu nerovnost s s>1

/ (1+ |Vﬁ|2)4%p dzr < C(/ (1+ |Vﬁ|2)42p8dx) g
B(z,2r) B(z,2r)

Diky stejnomérnému odhadu z Véty 4.8 dostavame pro jisté oy € (0,2)

/ (1+ |Vﬁ|2)4;2p dr < er.
B(z,2r)
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Dale odhadneme

zzsdmmy/ Valy|VallVa - Q| ds
T(z,2r)

1 1
<er! (/ |Vil|? dx) (/ Va — Q]de) :
T(z,2r) T(z,2r)

Na odhad prvniho integralu na pravé strané predchozi nerovnosti pouzijeme
Holderovu nerovnost s s>1 a stejnomérny odhad z Véty 4.8, a uz jsme odvodili
odhad druhého integralu v (5.34), proto vychazi

1
25 201-3)
L<er! (/ V> dx) ro2 / hH dx < cr‘”l/ hH dz,
T(z,2r) B(z,2r) B(z,2r)

kde asy € (0,1). Odhadnéme jesté ¢len s vnéjsi silou.

Sc(/ |Vn||Va — Q|dx
B(z,2r)

+/ 7]2]V5(u)|da:> =:c(l, + 1), (5.36)
B(z,2r)

/ g - ak(n28k [a — Qz])dz
B(z,2r)

nebot |V?u| < ¢|Ve(u)|. Pro I; mdme podle (5.33)

1
L <er! / Vi — Q*dz | |B(z,2r)|2 < c/ hH dx
T(z,2r) T(z,2r)

a pro I, dostaneme pouzitim Youngovy nerovnosti odhad

N[

I, = / P|Ve(@I T T do < ’y/ n°T"T |Ve(u)]? da
B(z,2r) B(z,2r)
v [
B(z,2r)

Nakonec odhadneme jesté ¢len s tlakem v (5.30). Pouzijeme rovnici Vp = g +
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div(s — 0 ® @).

/ 0051 [V ® O( — Qu)] da
B(z,2r)
< (/ 1|V ||Vl [V — Q| de
B(z,2r)
+/ n|V(a®ua)|Vny||Va — Q| dz
B(z,2r)
s [ alalvaliva-) dx) b
B(z,2r)

Odhadnéme I;

L <er! [/ szx] [/ \Vﬁ—Q\de}
T(z,2r) T(z,2r)

2
< ert {/ H? dx} / hH dx
T(z,2r) T(z,2r)

Diky omezenosti 1 mtZeme I, odhadnout stejné jako v (5.35) a I3 stejné jako
v (5.36).
Celkem dostaneme

/ H2dx§clrl{/ H2dx+ra}
B(i’,T) T(E,QT)

kde «, 8 € (0,2). MuZeme zvolit § > « a se znalosti (5.22) pouzijeme Lemma
5.6, podle kterého dostaneme

N =

=

/ hHdz 4 cor®,  (5.37)
T(z,2r)

vVt > 1 3K Vz € B(xo,2R) takové, ze B(z,2r) CC B(xg,2R) :
/ H?*dx < K|logr|™.
B(z,r)
Odtud méame diky (5.32)
vVt > 1 / |V&)?dz < K|logr|™.
B(z,r)

Zvolime t > 2 a minuly odhad pouzijeme v Lemmatu 5.7. Odtud dostaneme
spojitost & v . Ze spojitosti Df(e(n)) vyplyva spojitost e(u), jelikoz Df je
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homeomorfismus S? na S¢.
KROK 3 Nyni zbyva modifikovat dikaz Véty 5.5, ve kterém se vyuziva spojitost
e(u) na mnoziné )y, pro piipad d = 2. Odhad (5.17) nahradime nésledujicim

2 2
/ Vvol2de < ¢ (1> / Vvol2de < ¢ (1) / Vv | da.
B(wo.r) R} JB(o.R) R} JB(o,R)

a (5.20) nahradime
/ Vi|*dr < CRQ(l_%),
B(zo,R)

kde s > 1 zvolime tak, aby 2(1 — ) = 2u. To je mozné udélat, nebot pro d = 2
jeVa e L", r € (1,00). Nakonec obdrzime nerovnost

2
/ Vv|*dz < ¢ (1) +
B(zo,R) R

z které po stejnych krocich jako v ditkazu Véty 5.5 dostaneme, Ze i € C1¥(Q; R?).
]

/ IVv|*dz + ca R,
B(QC(),R)
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