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prostorti a na kompaktnost prostorti samotnych. Popisuje vlastnosti Fremlinem zavedené
ttidy and¢€lskych prostori a ukazuje, kdy do této tiidy patii prostory spojitych funkci
s bodovou topologii (vysledek J. Orihuely). Tim a dalS§imi vysledky pfinasi zobecnéni
Grothendieckovy véty. Prace ukazuje i omezeni tfidy andé&lskych prostort — totiz fakt, Ze tato
tfida neni uzaviena na topologicky soucin. Na to navazuje dal§i téma prace, tim je tfida
striktné andé€lskych prostorti (pojem zavedl W. Govaerts) a jeji pranik s tfidou prostor
spojitych funkci. V zavéru se prace zabyva kompaktnosti celého prostoru spojitych funkci,
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Uvod

Tématem této prace jsou vlastnosti prostorti spojitych funkei s topologii bodové konvergence.
Tyto prostory jsou zajimavé z mnoha divodi. Je mozné se zabyvat samotnym piechodem od
prostoru X k prostoru C,(X), pro diskrétni X je tato operace umocnovanim, a dale je zajimavé
sledovat vztahy mezi vlastnostmi X a C,(X). V tomto sméru stoji za zminku vysledek Nagaty:
Tichonovovy prostory X a Y jsou homeomorfni pravé tehdy, kdyz C,(X) a C,(Y) jsou
topologicky izomorfni.

Prostory spojitych funkci s topologii bodové konvergence hraji vyznamnou roli také
z nasledujiciho diivodu. Jednim z pilifd funkciondlni analyzy je koncept Banachova prostoru
se slabou topologii. Banachovy prostory predstavuji uzitecny ndastroj pro studium
nemetrizovatelnych topologickych prostor. Velkou pfednosti slabé topologie je také to, Ze
¢im slabsi je topologie na prostoru, tim vétsi pocet kompaktnich podmnozin v prostoru
najdeme. A pravé pro kompaktni prostory a mnoziny plati nékteré vyznamné vysledky
z topologie. Kompaktni podprostory Banachovych prostorii ve slabé topologii se nazyvaji
Eberleinova kompakta a jsou dalsim diillezitym objektem ve funkcionalni analyze, pfedevsim
pro své topologické vlastnosti. Kazdy Banachiv prostor B vybaveny slabou topologii je
linearn¢ homeomorfni uzavienému podprostoru C,(X) pro né&jaky kompaktni Hausdorffliv
prostor X. Za X stai vzit jednotkovou kouli v dualnim prostoru B” a uvaZovat ji s topologii

bodové konvergence na B. Potom zobrazeni ptitazujici x — (f — f(x)) linearné vnoii B jako

uzavieny podprostor do C,(X) a toto vnofeni je homeomorfismus. Ke studiu topologickych
vlastnosti Banachovych prostora se slabou topologii se dé tedy pfistupovat pomoci zkoumani
prostoru spojitych funkeci.

V této praci se budeme zabyvat vlastnostmi prostorli spojitych funkci C,(X)Y)
z prostoru X do Y. Zvlastni diraz bude kladen na ptipad ¥ =R. Budeme studovat zejména
vlastnosti souvisejici s kompaktnosti. V Gvodni, nulté kapitole uvedeme nejzékladné;si
vlastnosti prostorti spojitych funkci s topologii bodové konvergence. Kapitola 1 této prace
shrne zékladni pojmy tykajici se kompaktnosti prostort a jejich podmnozin a ukéze, jak spolu
jednotlivé pojmy souvisi. V druhé kapitole popiSeme vlastnosti tfidy andélskych prostord,
které jsou zajimavé tim, Ze v nich nékteré formy kompaktnosti splyvaji. Tato vlastnost
usnadiiuje studium kompaktnich podmnozin andé€lskych prostorti. Ve tieti kapitole uvedeme
neékolik zobecnéni Grothendieckovy véty, mj. uvedeme dulezity vysledek Orihuely, ktery

dava postacujici podminky pro to, aby byl prostor C,(X) and€lsky. Ve Ctvrté kapitole



zodpovime otazku, ktera pomérné¢ dlouho po zavedeni pojmu andélského prostoru Fremlinem
nebyla jasna, totiz zda je soucin andélskych prostorti andélsky. V kapitole 5 se budeme
zabyvat vlastnostmi tfidy striktné andé€lskych prostorti, to je podtiida prostorti andélskych,
ktera je navic uzavienda na spocetné souciny. Ukdzeme také, za jakych okolnosti jsou prostory
spojitych funkeci s topologii bodové konvergence striktn¢ and€lské. V kapitole Sesté piejdeme

ke kompaktnosti celého prostoru C,(X) a ukdzeme, za jakych podminek vyhovuje C,(X)

definicim jednotlivych forem kompaktnosti.



Kapitola 0: Obecné vlastnosti C,(X,Y)

Symbolem C,(X,Y) znacime prostor vSech spojitych funkci zX do Y vybaveny topologii
bodové konvergence. Bude-li Y =R, budeme uZivat i jednodussiho oznaceni C,(X). Nebude-
li uvedeno jinak, budeme ptedpokladat, ze vSechny topologické prostory jsou Tichonovovy,

tzn. uplné regularni Hausdorffovy.

Lemma 0.1

Necht' X a Y jsou topologické prostory. Necht’ ¢ je systém podmnozin prostoru X takovy, ze

e ¢. Potom systétm P, = {<A,U>,A €e, Ujeotevfende} je subbazi n¢jaké topologie na

C(X,Y) — prostoru spojitych funkci z X do ¥, kde <A,B> = {f eC(X,Y), f(4)c B} .

Jde o topologii stejnomérné konvergence na prvcich systému e. Vezmeme-li za ¢ vSechny

kone¢né podmnoziny X, dostdvame topologii bodové konvergence.

Poznamka: Dalsi vyznamné topologie tohoto typu jsou topologie stejnomérné konvergence —
systém ¢ pak tvofi vSechny podmnoziny prostoru X (nebo jen & a X) — nebo topologie
stejnomérné konvergence na kompaktech (v ang. compact-open topology), v tom piipadé patii

do ¢ vSechny kompaktni podmnoziny X.

Lemma 0.2
Polozme W (x,,...x.,U,,...U, ) ={f € C(X,Y):f(x) €U, i=1,...k}, kde x,..x €X,
Uj,...,Ux jsou oteviené mnoziny v Y. Necht’ B je baze Y. Pak systém

{W(xl,...,xk,Ul,...,Uk) :x, € X,U, € B,i =1,...,k} je bazi prostoru C,(X, Y).

Lemma 0.3

Pro keN, x,..,x, e X, feC(X)a £>0 polozme

W(f X%, 8) ={g € C(X):|g(x)— f(x)| < & =1,...k}.

Systém mnozin tohoto tvaru je bazi C,(X).



Lemma 0.4

Prostor C,(X) je lokalné konvexni topologicky prostor nad R .

Lemma 0.5

Prostor C,(X) je hustym podprostorem R .

Diikaz: Topologie bodové konvergence je shodnd se sou€inovou topologii, tedy C,(X) je
podprostorem R". Obecnéji kazdy C,(X,Y) je podprostorem Y*. Dokazme, Ze v piipadé
C,(X) jde o husty podprostor. Necht feR*. Pro kazdou kone¢nou mnozinu bodi

XX, €X diky uOpln¢ regularit¢ X existuje funkce geC, (X) takova, zZe

S(x)=g(x),i=L..k.Tedy feC,(X).

Necht' Y je podprostor X. Oznaéme 7, :C,(X)—> C,(Y) zobrazeni, které restringuje funkci

zCyX)naY, n,(f)=f|,.Podprostor 7, (C,(X)) = C, (Y) budeme znacit C, (Y| X).

Lemma 0.6

Pro kazdy podprostor Y < X plati nsledujici tvrzeni:

(1) 7y je spojitt a 7, (C, (X)) =C,(Y),

(i)  je-li Yuzavieny v X, pak 7, je oteviené zobrazeni C, (X)na C, (Y| X),

(i) je-li X normalni a Y uzavieny v X, pak C (Y[ X)=C (Y),

(iv)  je-li Y kompaktni, pak C (Y| X)=C,(Y),

(v) je-li Yhusty v X, pak 7, je prosté.

Diikaz:

(1) Spojitost 7, je ziejma, dokdzeme hustotu 7,(C, (X)) v C,(Y). Zvolme geC, (Y),
>0, y,...y, €Y. Protoze Y je uplné regularni, existuje funkce f e C,(X) takova,
ze f(y)=g(,),i=L..k.Pakale 7,(f)eW(g, ¥, V;»E)-

(i1) Uvazujme libovolnou W(f,x,....,x,,&) C, (X). Predpokladejme, Ze x,,...,x, €Y
ax,,..x, €X\Y.

Zreyme je 7w, (W ([, X500, %;,6)) CW (7, (f)s X505 X,,€) N 71, (C (X))



(iii)

(iv)

(V)

Dokéazeme, Ze plati rovnost. To by znamenalo, ze W(x,(f),x,,...,x;,&) je oteviend
v 7,(C,(X)), a zobrazeni 7, :C, (X)— 7, (C,(X)) by tedy bylo oteviené. Zvolme
tedy gern, (C, (X)) tak, ze |g(xl.) — 7Ty (f)(xi)| <g i=1..,l. Zvolme pevné
g €C, (X) tak, ze =,(g,)=g. Protoze X je Uplné€ regularni, ¥ uzavieny v.X a
XX € XY, existuje  funkce ¢eC, (X) takova, ze ¢(¥) ={0} a
p(x)=f(x)-g(x), j= [+1..,k Polozme h=¢+g,. Potom
heW(f,x,...x,,¢) an,(h)=g.

ProtoZe X je normalni a Y uzavieny, kazdou spojitou funkci na Y Ize podle Tietzeho
vty spojite rozsifit na X.

Kazdy Tichonovlv prostor 1ze homeomorfné vnofit do sou€inu jednotkovych intervali
J= [0,1]1 pro n&jaké I. Prostor J je normalni a Y je kompaktni, a tedy uzavieny v J.
Nyni staci aplikovat bod (ii1).

Necht' f, 1, eCp(X), 1, # f,. Pak zhustoty Y plyne, ze f |,# f,|,. Tedy =z, je

prosté zobrazeni.



Kapitola 1: Formy kompaktnosti

Pojem kompaktnosti a kompaktni mnoZiny ma mnoho aplikaci v riiznych oborech. Existuje

vvvvvv

kompaktnosti a piibuznych pojmi. V definicich uvedenych v této kapitole uvazujeme

podmnozZinu M topologického (Tichonovova) prostoru X.

Definice 1.1
Mnozina M je kompaktni, jestlize kazdé jeji pokryti otevienymi mnozinami obsahuje kone¢né

podpokryti.

Definice 1.2
Mnozina M je sekvencialn¢ kompaktni, jestlize kazda posloupnost v M ma konvergentni

podposloupnost, jejiz limita leZi v M.

Definice 1.3

Mnozina M je spocetné kompaktni, jestlize kazd4 posloupnost v M mé hromadny bod v M.

Poznamka: Alternativné se pouziva ekvivalentni definice vyzadujici, aby kazdé spocetné
oteviené pokryti mélo konecné podpokryti. Ob¢ verze definice ukazuji urcitou souvislost
s kompaktnosti a sekvencidlni kompaktnosti. Pfesnéji: kompaktnost 1 sekvencialni

kompaktnost implikuji spocetnou kompaktnost.

Definice 1.4

Mnozina M je relativné kompaktni, jestlize jeji uzavér je kompaktni.

Poznamka: V kompaktnim prostoru X jsou vSechny uzaviené mnoziny kompaktni, a tedy

vSechny mnoziny jsou relativné kompaktni.

Definice 1.5
Mnozina M je relativné sekvencidlné kompaktni, jestlize kazdd posloupnost v M ma

konvergentni podposloupnost, jejiz limita lezi v X.



Definice 1.6
Mnozina M je relativné spocetné kompaktni, jestlize kazdd posloupnost v M ma hromadny

bod v X.

Poznamka: Obecné neplati, ze M je relativné spocetné kompaktni pravé tehdy, kdyz je jeji
uzaveér spocetn¢ kompaktni. Protipiikladem miize byt redlnd osa s nasledujici topologii:
mnozina U je oteviend, pravé tehdy kdyz U =< nebo 0eU. Pak mnozina M ={0} je
ziejmé relativné spocetné kompaktni, ale jeji uzavér, to je cely prostor neni, jelikoz napf.

posloupnost (a,)” ,kde a, =n, nema hromadny bod.

Lemma 1.7

Pro podmnozinu M topologického prostoru X plati nésledujici podminky:

(1) M je kompaktni = M je relativné kompaktni,

(1)) M je spocetné kompaktni = M je relativné spocetné kompaktni,

(1i11) M je sekvencialné kompaktni = M je relativné sekvencialn¢ kompaktni,

(iv) M je kompaktni = M je spoCetné kompaktni,

(v) M je sekvencialné kompaktni = M je spocetné kompaktni,

(vi) M je relativn¢ kompaktni = M je relativné spocetné kompaktni,

(vil) M je relativné sekvencialn¢ kompaktni = M je relativné spocetné kompaktni.

Diikaz: Vsechny implikace plynou snadno z definic.

Obecné zadné dalsi implikace neplati. Existuji prostory, ve kterych ale jednotlivé formy
kompaktnosti splyvaji. Typickym pfikladem jsou metrické prostory. Detailn€ji prostory
s touto vlastnosti popiSeme v kapitole 2. Nyni uvedeme ptiklady prostort, které ukazou, ze

jednotlivé formy kompaktnosti obecné nesplyvaji.

Priklad 1.8

Existuje kompaktni prostor, ktery neni sekvencidlné¢ kompaktni.

Diikaz: Necht' 7 =[O,l]. Uvazujme prostor I’ funkci z/ do I. Ten je kompaktni podle

Tichonovovy véty (jedna se totiz o sou€in kompaktnich prostorti /). Uvazujme pro kazdé

ptirozené n funkce a, : I — I definované takto:

10



rovr . . r r .. r o~ ~ Ll r
a,(x)=n-—tdcislicevbindrnimrozvojix,x € I . Ukéazeme, Ze posloupnost (an ) nema
n=1

zadnou konvergentni podposloupnost. Necht’ (ank )j_l je podposloupnost posloupnosti (an )OO

Existuje bod y e I takovy, Ze ng-ta Cislice binarniho rozvoje je 0 pro & liché a 1 pro & sudé.

Posloupnost (ank ( y));1 tedy nekonverguje. Tedy prostor I’ neni sekvencialng kompaktni.

Priklad 1.9

Existuje sekvencidln¢ kompaktni prostor, ktery neni kompaktni.
Diikaz: Prostor [O, a)l) je sekvencidlné kompaktni v topologii dané uspofadanim, ale neni

kompaktni. Argumentace viz [19], str. 68—70.

Pro ilustraci toho, Ze existuje spocetné kompaktni prostor, ktery neni ani kompaktni ani

sekvencialné kompaktni (pfiklad 1.11), budeme potiebovat nasledujici lemma.

Lemma 1.10

Soucin spocetné kompaktniho a kompaktniho prostoru je spoc¢etné kompaktni.

Diikaz: Necht X je kompaktni a Y spocetné¢ kompaktni. Uvazujme spocetné pokryti
U ={U, xV,:ieN} prostoru X xY, kde U, jsou oteviené v X a V, jsou oteviené v Y. Pokryti

jiného tvaru uvazovat nemusime, protoze predpokladame, ze X xY ma soucinovou topologii.

Zvolme na chvili pevné x € X . Potom prostor {x} xY je spocetn¢ kompaktni a proto existuje
kone¢na mnozina M c N takova, ze {U,xV,:ieM } je pokryti {x}xY. Prvky tohoto
pokryti jsou otevienymi okolimi bodu x a tedy U(x) = m{Ul, ieM x} je také oteviené okoli
x. Pokud bychom tento postup zopakovali pro vSechna x e X, dostali bychom oteviené
pokryti {U(x):xe X} prostoru X. JelikoZ je X kompaktni, existuji body x,,...,x, € X tak, Ze
{U(x,):m=1,..k} je pokryti X. Polozme U’ :{U,- xViieM, ;j :1,...,k}. To je kone¢na
podmnozina U. Ukdzeme, ze jde o pokryti. Volme bod (p,q) € X xY . Ten je jisté prvkem
mnoziny U(x,) pro n&jaké m e {1,...,k} . Tedy penU,,jeM, .Nadruh¢stran¢ g €V, pro
n&jake /e M, . Je tedy (p,q) €U, xV,, a protoze /e M, dostavame U, xV, eU" a U’ je

tedy pokrytim X x7Y .

11



Priklad 1.11

Existuje spocetné kompaktni prostor, ktery neni ani kompaktni, ani sekvencialné¢ kompaktni.
Diikaz: UvaZujme prostor [O, a)l)xl ", kde [O, a)l) je prostor vSech spocetnych ordinald.
Prostor [0, 0)1) je spocetné kompaktni a I’ kompaktni . Soucin spodetné kompaktniho
a kompaktniho prostoru je spocetné kompaktni dle lemmatu 1.10.

Prostor [0, a)l)xl " je tedy spodetné kompaktni, ale neni kompaktni ani sekvencialng

kompaktni, protoze tyto vlastnosti se zachovavaji pii projekcich.
Nyni uvedeme definice dalSich s kompaktnosti souvisejicich pojmi.

Definice 1.12
Mnozina M je o-kompaktni, jestlize je sjednocenim spocetné mnoha kompaktnich

podmnozin.

Definice 1.13
Mnozina M ma Lindel6fovu vlastnost, jestlize z kazdého jejiho otevieného pokryti 1ze vybrat

spocetné podpokryti.

Definice 1.14

Mnozina M je pseudokompaktni, jestlize kazda spojitd redlna funkce na M je omezena.

Poznamka: V metrickych prostorech pseudokompaktnost splyvé se spocetnou kompaktnosti a

tedy 1 kompaktnosti a sekvencidlni kompaktnosti.

Definice 1.15
Mnozina M je parakompaktni, jestlize kazdé jeji oteviené pokryti ma lokalné konecné

oteviené zjemnéni.
Pozndamka: Zjemnéni pokryti je takové pokryti, ze kazdy jeho prvek je podmnozinou

néjakého prvku pivodniho pokryti. Lokalné kone¢ny systém podmnozin je takovy, Ze kazdy

bod mnoziny M ma okoli, které protind nejvyse konecné mnoho prvkl systému.

12



Lemma 1.16

Pro podmnoZzinu M topologického prostoru X plati nasledujici podminky:

(1) M je kompaktni= M je o-kompaktni= M je Lindel6fova,

(i) M je kompaktni < M je spocetné kompaktni a Lindeldfova,

(ii1)) M je spocetné¢ kompaktni = M je pseudokompaktni.

Diikaz: Dokazeme jen tieti implikaci, ostatni jsou jasné z definic. Necht' f je spojitd realna

funkce na M. ProtoZe mnoziny S, = {x eX: | f (x)| < n} ,n €N tvofi spocetné oteviené pokryti

mnoziny M, lze z néj vybrat konecné podpokryti. Proto existuje i horni a dolni mez obrazu

fM).

13



Kapitola 2: Andélskost

V predeslé kapitole uvedené pojmy kompaktnosti, sekvencidlni kompaktnosti a spocetné

kompaktnosti obecné¢ nesplyvaji, nicméné existuje jista tfida prostort, kde tomu tak je. Ve

funkcionalni analyze je velmi Casto potfeba oveéfovat kompaktnost né¢jaké mnoziny, najit ale

konecné podpokryti ke kazdému otevienému pokryti nebyva snadné. Kdyz ale mizeme

pocitat s ekvivalenci kompaktnosti a sekvencialni nebo spocetné kompaktnosti, miizeme pfi

ovéifovani kompaktnosti pracovat s posloupnostmi a hledat jejich hromadné body nebo

konvergentni podposloupnosti. Typickym piikladem takovych prostori jsou metrické

prostory.

Definice 2.1

Rekneme, Ze Hausdorffiiv prostor X je andélsky, jestlize pro kazdou jeho relativné spoéetné

kompaktni podmnoZinu 4 — X plati podminky:

(1) A je relativné kompaktni,

(i1))  kazdy bod uzavéru 4 je limitou néjaké posloupnosti obsazené v A.

Poznamka: Pojem andélského prostoru zavedl Fremlin, jeho vlastnosti je mozné najit napf.

v praci [8].

Véta 2.2
a) Pro podmnozinu 4 andélského prostoru X je ekvivalentni:
(1) A je kompaktni,
(i1)) A4 je spocetné¢ kompaktni,
(ii1) A je sekvencialné kompaktni.
b) Déle je ekvivalentni:
(1) A je relativné kompaktni,
(i1)) A4 je relativné spocetné kompaktni,

(ii1)) A je relativné sekvencialn¢ kompaktni.

Diikaz: Dle definice plati implikace (ii)) = (i) v bodé b), opacnd implikace, stejné jako

(iii) = (ii), je zFejma.
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Dokazme implikaci (i1) = (ii1). Bud’ (xn ):;1 posloupnost v A. Pak jeji hodnoty nalezi

do spocetné mnoziny Cc 4. Je-li C konecnd, ma (xn )::1 zfejm¢ konvergentni
podposloupnost. Pokud je C nekonec¢nd, mizeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze

x, #x,, kdykoli m # n. Necht’ x je hromadny bod posloupnosti (xn )::1. Mnozina C je sama

relativné spocetné kompaktni, xeC. Dle definice andglského prostoru je bod x limitou

n&jaké posloupnosti (y,)” v C. Zvolime podposloupnost posloupnosti (y,)”, ktera je

n=1

zarove podposloupnosti (x,)” . Posloupnost (x,)” ma tedy konvergentni podposloupnost

n=1
a plati (ii1).

V bod¢ a) jsou ziejmé implikace (i) = (ii) a (iil) = (ii).

Nyni ukédzeme, Zze za predpokladu, ze plati (ii), je mnozina A uzaviena.
Ptedpokladejme, Ze plati (i1)) a m&jme xe A. Podle druhé podminky v definici andélskosti

existuje posloupnost (x,)” v 4, jejiz je x limitou. Posloupnost (x, )" méa hromadny bod v 4,

tim je bod x, a tedy x € 4. Proto je mnozina 4 uzaviena.

Nyni dokdZzeme implikaci (i) = (i). Pfedpokladejme, Ze 4 je spocetné kompaktni,
pak je i relativné spocetné¢ kompaktni, a tedy relativné kompaktni podle definice andélskosti.
ProtoZe je mnoZina A navic uzaviena, je kompaktni.

Pro dikaz posledni implikace, (ii)) = (iii), si staci uvédomit, ze 4 je relativné
sekvencialné kompaktni podle bodu b) a uzaviena. Tedy limita kazdé posloupnosti bodt 4

musi leZet v 4, a mnoZina 4 je tedy sekvencialné kompaktni.

Lemma 2.3 (andélské lemma)

Necht’ X a Y jsou Hausdorffovy topologické prostory, X regularni a ¢ : X — Y spojité a prosté
zobrazeni. Je-li A < X relativné spocetné kompaktni a pro kazdou podmnoZzinu B < ¢(A) je

sekvencialni uzavér B uzavieny, tzn.

B ={yeY: existuje posloupost (y,),_, vBtak,Ze limy =y;,

pak #(A) je uzaviend v Y a restrikce ¢ na A je homeomorfismus.
Diikaz: Protoze sekvencidlni uzavér mnoziny je ¢asti jejiho uzdvéru a protoze A je

uzavienym podprostorem X a ¢(A) je uzavienym podprostorem Y, miizeme predpokladat, Ze

X =4 a Y =¢(A). Diikaz rozdglime do nékolika kroki.
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(a)

(b)

(©)

Uvédomme si, ze posloupnost v topologickém prostoru konverguje k bodu x praveé

tehdy, kdyZ x je hromadnym bodem kazdé jeji podposloupnosti. Necht (xn ):;1 je
posloupnost obsazend vA, yed(d) a ¢(x,)—>y. Vezméme libovolnou
podposloupnost (xnk )j_l posloupnosti (xn ):;1' Mnozina A je relativné spocetné

kompaktni, a existuje tedy hromadny bod x posloupnosti(xnk) a ¢(x) je zaroven
hromadnym bodem posloupnosti ¢(x, ). Ale ¢(x,) = y, musi tedy byt ¢(x)=y. Je

tedy yeg(4) a x, >¢"'(»).

Pro libovolnou podmnoZinu D < A4 plati:

#(D) < (D) = {$(x): 3(x,), vD, §(x,) > $(x)} < $(D).

Posledni inkluze plyne z kroku (a). Dostavame tedy rovnost ¢(5) = m a specialné
fakt, ze ¢(Z) je uzaviend mnozina.

Uvazujme libovolnou uzavienou podmnozinu C c A. Postadi ukazat, ze #(C)je

uzaviena. Prostor X je regularni, tedy C = m{ﬁ:C cU,U otew’end}. Protoze A4 je

hustav A= X, plati pro otevienou mnozinu U rovnost U N 4 = U . Podle kroku (b) je

mnozina  $(C) = m{¢((7) .CcU, Uotevfend} =n{gpUn4):Ccu, Uotevfend} =

= m{¢(U NA):CcU,U otew?end} uzaviena.

Dusledek 2.4

Necht fje spojité prosté zobrazeni z regularniho prostoru Y do andé€lského prostoru X. Pak ¥

je andélsky.

Diikaz: Podle andélského lemmatu je restrikce f'na libovolnou relativné spocetné kompaktni

mnozinu A < Y homeomorfismus. Mnozina f(4)c X je relativné spocetné kompaktni diky

spojitosti f'a relativné kompaktni diky andélskosti X. Ale mnoZina 4 je homeomorfni relativné

kompaktni mnozin€ f(4), je tedy také relativné¢ kompaktni. ProtoZe f je homeomorfismus,

dostavame rovnost f (Z): f(A). Zté snadno plyne, ze 4 spliuje i druhou podminku

z definice andélskosti.
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Diisledek 2.5
Kazdy podprostor and€lského prostoru je andélsky.

Diikaz: Staci vzit za spojité prosté zobrazeni f z disledku 2.4 identické zobrazeni.

Diisledek 2.6
Je-1i Y andé@lsky, pak je andélsky v kazdé jemné&;si regularni topologii.
Diikaz: Identické zobrazeni z topologického prostoru (Y,z) do prostoru (Y,0), kde 7 je jemnéjsi

topologie nez o, je spojité a prosté.

Nabizi se otazka, jestli se andé€lskost zachovava i topologickym soucinem, tedy zda je soucin
dvou (nebo vice) and€lskych prostorti andélsky. Zapornou odpoveéd’ podali autofi Boehme

a Rosenfeld v [3].

Nyni uvedeme piiklady nekterych andélskych prostort. Jiz jsme zminili, Ze metrické prostory

jsou andélské.

V. L. Smuljan ukazal, Ze lokalné konvexni prostor se separabilnim dudlem je andélsky ve
slabé topologii, specialn¢ ze separabilni normované prostory jsou andélské. Eberlein [4]
dokazal totéz pro Banachovy prostory se slabou topologii. Pozdé¢ji se Grothendieck [11],
Kaplansky, Pryce [17] a De Wilde zabyvali tim, kdy jsou and€lské prostory spojitych funkei
s bodovou topologii. V nasledujici kapitole uvedeme obecnéjsi Orihueliv [16] vysledek, ktery

zahrnuje 1 jejich vysledky.
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Kapitola 3: Charakteristika kompaktnich podmnoZin C,(X)

V kapitole 3 budeme hledat podminky pro kompaktnost podmnozin prostort spojitych funkci,
uvedeme nékolik zobecnéni Grothendieckovy véty. Vyznamna je vtomto sméru prace
Orihuely [16], ktery zavedl pojem web-kompaktniho prostoru (definice 3.3) a dospél
k zajimavym vysledklim zobeciiujicim mj. pravé Grothendieckovu vétu (zejména véta 3.9).
V zavéru kapitoly pak uvadime vysledek Asanova a Velicka [2] a Archangelského, dikazy

cerpame z Archangelského prace [1].

Definujeme pojem zaménitelnosti dvojné limity, poprvé pouzity A. Grothendieckem.

Ukéazeme, Ze tento pojem je uZzite¢ny pro charakterizaci relativné kompaktnich mnozin.

Definice 3.1

Necht Z je (Hausdorffiiv) topologicky prostor, X libovolnd mnozina a A< Z* mnozina

v X a posloupnost ( £ )Oo

m=1

funkci zX do Z Rekneme, Ze posloupnost (xn )jzl

v A maji
zaménitelné dvojné limity, jestlize plati limlim f, (x,)=limlim £ (x,), kdykoli vSechny
limity existuji.

Rekneme, 7e 4 a X maji (v Z) zaménitelné dvojné limity (piSeme A4~ X), jestlize kazda

posloupnost (x,)”  v.Xakazda posloupnost (£, )’ v A méa zaménitelné dvojné limity.

=1

Necht ¥ je neprazdna podmnozina N, prostoru posloupnosti piirozenych &isel, pak
oznacme S:{(al,...,an):Ela:(am ):ZIEZ,neN}. Mnozina S je podmnozina mnoziny
kone¢nych posloupnosti pfirozenych &isel. Piedpokladejme, Ze systém {4, :aeZX}
neprazdnych podmnozin X pokryva X.

o0
m=1

Pro a=(am):=1 €X a neN polozme C, =U{Aﬂ :ﬂ=(bm) €L,b, =aj,j=1,...,n}.

Systém mnozin {C e @na,) € S} je spocetny.

4
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Véta 3.2

Necht' (Z,d) je kompaktni metricky prostor a 4 mnozina funkci z neprazdné mnoziny X do Z.

Ptedpoklddejme, ze vSechny posloupnosti vA4 a vSechny posloupnosti v mnozinach

C

ay ey, ?

a=(a,)  €Z,neN maji zamenitelné dvojné limity.

Pak pro kazdou f e A (uzavér v Z%) existuje posloupnost ( £ ):=1 v A konvergujici bodovée

k fna X.

Dukaz: Dukaz rozdélime do nékolika kroku.

@

(i)

(iii)

Necht’ jsou dény funkce g,,...,g, € Z* , £¢>0 a podmnozina C — X . Ukdzeme, Ze

existuje kone¢nd mnozina LcC takovd, Ze minmax {d(g,(x),g,(¥)} <& pro
ye <n

vsechna xeC. Uvazujme zobrazeni G:C—Z" definované predpisem
G(x)=(g,(x),g,(x),....,g,(x)). Uvazujme pokryti prostoru TC)C Z" koulemi se
sttedem v G(x), pro xe C, a polomérem &. Z tohoto pokryti Ize diky kompaktnosti
z" (m je také kompaktni) vybrat kone¢né podpokryti a tedy kone¢nou mnozinu
L c C takovou, zZe pro vSechna x € C plati, Ze d(G(x)—G(y))<¢ prongjaké ye L.
To je ovSem ekvivalentni podmince r£1€1{1 nggqx{d (g, (x),g,( y))} <& pro vsSechna
xeC.

Na zakladé¢ kroku (i) a za predpokladu zaménitelnosti dvojné limity najdeme

posloupnost ( /o ):71 lezici pro i >2 v A, ktera bodové konverguje k f na X. Budeme

konstruovat spo€etnou mnozinu L c X a posloupnost funkci ( £ )OO tak, Ze

m=l1

lim f (y)= f(y) pro kazdé y € L. MnoZinu L budeme konstruovat tak, aby pro kazdé¢
x € X existovalo v L dost bodi ,.blizko x*.
Mnozina S je spocetna a existuje tedy bijekce y :N — §. Oznatme D, =C,,

a f,=f. Zkroku (i) plyne, e existuje kone¢nd mnoZina L, c D, takova, Ze

min{d (f,(x), f,( y))} <1 pro kazdé xe D,. Ale f, = f lezi v uzavéru 4, existuje tedy
yelh

n |
f, € A takova, ze r?:}ﬂlx{d(fz(y),ﬁ(y))} Sé.

Predpoklddejme nyni, ze mame meN, m>2 tak, ze pro kazdé n < m existuji

kone¢né mnoziny L’;, c D,,i<n afunkce f,i=1,...,m takové, Ze
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(iv)

)

minmax {d(/, (x). /, (")} < /7, pro xe D,

a max{d(fm(y),f(y)):yeu{L"j :iSan}}S%H.
Nyni zkonstruujeme L ,i<ma f, . Podle kroku (i) existuje pro kazdé i<m

mnozina L takovd, Ze ryréan max {d(f,(x), £, ()} < %1 kdykoli xe D,. Protoze
fe A , existuje f, ., € A takova, ze

max {d(f,,, (), f )y el i< j<mil< V.
Indukci jsme zkonstruovali posloupnost ( / ):;1 , pro kterou plati, Ze ,152 L M=)

pro ye u{Lf}. <j=1, 2,...} . Tento vztah nyni zobecnime na vSechna x € X . Volme
xeX a a=(a,), €3 tak, Ze xed,. Polozme P=y ' ({(q,...a,):n=12,.}).
Mnozina P je nekonecna podmnozina mnoziny pfirozenych cCisel. Bod x nalezi
kazdému D, pro peP. Bud tedy dano pe P a piirozen¢ n= p. Pak existuje
Yo, €L, tak, zZe nklgzx{d(fk(x),ﬁ{(yn’p))} < % PoloZzme y, =y, a dostivame
max {d(f, (x). [y, )} < V.

Ukazeme, Ze pro vSechna pe P jey, €L} < D, a posloupnost {yp :pE P}je

.....

,,,,,

m, >m . Protoze C,

>%mg

cC, ., »dostavame poZadovanou inkluzi.

Nyni ukédZeme pomoci zaménitelnosti limit, Ze lim f,(x)= f(x). ProtoZze Zje
n—x0

kompaktni, staci ukéazat, Ze f{x) je jedinym hromadnym bodem posloupnosti

(/,(x))",- Necht y je hromadnym bodem posloupnosti (f,(x))" anecht (n,)" je

0
n=1
rostouci posloupnost piirozenych cisel takova, ze limf, (x)=y. Protoze P je
k—o " Tk
o0
nekone¢na mnozina, existuje rostouci posloupnost ( pj)_1 obsazena v P. Zjiz
=

dokazané nerovnosti max {a’ (S (0, £ (>, ))} < %) plyne, ze
<p

lim £, (y,) = f,(x) prok =1, 2, ..
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Plati tedy
y=lim f, ()= limlim £, (v, ) =limlim £, (v, ) = lim £ (7, ) =1im /(3 ) = £,(x) = £ ).

Tim je dikaz véty 3.2 dokoncen.

Necht’ X je topologicky prostor a Z kompaktni metricky prostor. Necht’ 4 je relativné
spocetné kompaktni podmnozina prostoru C,(X,Z). Pak A4 je relativné kompaktni pravé tehdy,
kdyz uzavér A v Z* je &asti C(X,2).

Najdeme-li posloupnosti v 4 konvergujici bodové k funkcim v uzavéru 4, zaru¢i ndm
relativni spocetnd kompaktnost 4 v C,(X,Z), Ze tyto limity budou spojitymi funkcemi.
Existenci takovych posloupnosti nam zarucuje za urcitych predpokladl predchozi véta 3.2.
V dal$im textu se budeme snaZzit najit takové podminky na prostor X, které zaruci splnéni

predpokladi véty 3.2. To vede k definici web-kompaktniho prostoru.

Definice 3.3
Rekneme, Ze topologicky prostor X je web-kompaktni, jestlize existuji £ < N" a systém

{4, :a € £} podmnoZin X tak, Ze pfi oznaCeni

Coa :u{Aﬂ :B=(b,). _ €Z,b, :aj,jzl,...,n} jsou pro kazdé a=(a,) €% a neN

splnény podminky:
(i) U{d,:ae3l=X,

(i)  kdykoli @=(a,)” €Xax,eC, , ,posloupnost (x,)” mahromadny bodvX.

Nyni uvedeme nékolik vlastnosti web-kompaktnich prostord. V dalsim textu bude prostor N"
vybaven obvyklou sou¢inovou topologii, pfi které je polskym prostorem — separabilnim uplné

metrizovatelnym prostorem.

Véta 3.4

Topologicky prostor X je web-kompaktni praveé tehdy, kdyz je splnéna podminka:

Existuje metrizovatelny separabilni prostor P a zobrazeni 7: P — Z(X) (potence X) tak, ze
plati:

(1) u{Tx:xeP}zX,
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(i)  kdykoli posloupnost (x,)” konverguje v P, pak U{Tx, :n € N} je relativn& spocetné

kompaktni v X.

Diikaz: Necht X je web-kompaktni. Polozme P = X s topologii indukovanou prostorem N
aTa=A,, aeX.Potom U{Ta:aeX}=T(X)=U{4, :a e} Tim je dokdzana podminka
(@)

Pro diikaz (ii) predpokladejme, Ze posloupnost (x,)” =(a,)”, konverguje v P=X

=1

prvki

k n&jaké posloupnosti o =(a,)” €X. Uvazujme nyni posloupnost (y,)"
U{Tx, :neN} :U{Aan n EN}. Ziejmé tedy pro kazdé keN existuje N, e N takové, Ze
y; €4, . Nyni je tieba rozlisit dvé moznosti: bud’ existuje N €N takové, ze N =N, pro

vSechna k € N, nebo takové Cislo neexistuje. Pokud by neexistovalo, miizeme po vhodném

precislovani vybrat z posloupnosti ( Vi )::1 podposloupnost spliujici piredpoklad uvedeny
v podmince (ii) z definice 3.3. Tim bychom ukézali, Ze posloupnost ( Vi )::l ma hromadny bod

a mnozina U{T X, ine N} = U{A :neN } je relativné spocetné kompaktni.

al

Pokud by vSak existovalo N eN takové, ze N> N, pro vSechna keN, pak

0

._,» kterd je obsaZzena v mnoziné

z posloupnosti (y, )., mizeme vybrat podposloupnost (z,)

A, prongjaké meN. Uvedomime-lisi,ze 4, <C, prokazde i e N, dostavame opét

pdle bodu (i) z definice 3.3 existenci hromadného bodu posloupnosti (z, )7:1 .
Predpokladejme nyni naopak, ze plati podminky (i) a (i1) a dokazme, Ze X je web-kompaktni.
Kazdy polsky prostor je spojity obraz prostoru N ([12], Theorem 7.9, str. 38), existuje tedy

spojité zobrazeni ¢ z X = N" na P. Polozme A, =T¢(a). Protoze U{Tx:xe P} =X, jei
U{d,:ae}=X.

Zvolme libovolné aeX a x, €C, neN. Zvolme pro kazdé neN posloupnost o,

shodujici se s posloupnosti & na prvnich n mistech. Tyto posloupnosti volime tak, aby

x,€4, pro neN. Ziem¢ a, > a a tedy ¢(a,) —> ¢(a). Nyni je podle podminky (ii)

U{Tx,:neN} relativn¢ spoetné kompaktni mnozina, a tedy mé posloupnost (x,)”

n=1

hromadny bod.
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Priklad 3.5

Necht’ X je topologicky prostor a {Aa € NN} je systém relativné spocetné¢ kompaktnich

podmnozin X takovy, Ze U{A(x o€ NN} =X a pro a=(a,), a p=(b),
a,<b,n=12,. (piSemea < f)plati 4, c 4,.Pak X je web-kompaktni.
Dikaz: Necht' (a,)” konverguje k o e N". Pak existuje feN" takové, Ze a,<f pro

n=1 2, ..,tedy u{Aan n= 1,2,...} < A, . Tim je spInéna podminka (ii) z véty 3.4.

Priklad 3.6

Kazdy K-spocetné determinovany prostor je web-kompaktni.

Poznamka: Prostor X je K-spocetné determinovany, jestlize existuje podmnozina X prostoru
N" a zobrazeni T:% — K(X), kde K(X) je systém vsech kompaktnich podmnozin X, tak,
ze plati:

(1) u{Ta:an}:Xa

(i1))  pro kazdé okoli V' mnoziny Ta existuje okoli U bodu a € X tak, ze T(U)cV .

Diikaz: Dokazeme, ze plati predpoklady podminky (i) a (ii) z véty 3.4. Polozme P =X
s topologii indukovanou prostorem N" Podminka (i) z véty 3.4 zfejmé plyne z podminky (i)
tohoto tvrzeni. Dokazme nyni podminku (ii). Necht' je v P =% dana posloupnost (xn )jzl
konvergujici k bodu x € X . Polozme L ={x}U{x,,n e N} . Potom L je kompaktni. UkdZeme,
ze 1 T(L) je kompaktni. Necht {Gﬁ., pe B} je oteviené pokryti 7(L). Pro kazdé ne N je
Tx, kompaktni, Tx je také kompaktni a tedy existuji konecné podmnoziny B, c B,neN a
B, c B tak, ze Tx, c U{Gﬁ,ﬂ € Bn} aIxc U{Gﬁ,ﬂ € BO} . Podle ptedpokladu (ii) existuje
pro kazd¢é neN oteviend mnoZina U, a oteviend mnozina U, tak, Ze
T(U,)c U{Gﬂ,,b’ € Bn} a T(U))c U{Gﬂ,ﬂ € BO} . Protoze je mnozina L kompaktni,
najdeme kone¢nou mnozinu M < NuU{0} tak, 7¢ Lcu{U,ieM}. Pak oviem

T(L)CU{T(Ui),ieM}cu{Gﬂ,ﬂeBi,ieM}. A tedy je T(L) kompaktni. Pak ovSem

{T X,,ne N} c T(L) je relativné spocetné kompaktni.
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Priklad 3.7

KaZzdy kvazi-Suslinliv prostor je web-kompaktni.

Poznamka: Hausdorffiv prostor X je kvazi-Susliniiv, jestlize existuje polsky prostor P

a zobrazeni T: P — Z(X) tak, ze plati:
(1) u{Tx:xeP}=Xa
(i)  kdykoli posloupnost (x,)” obsaZena v P konverguje k xe P a z, €Tx,, neN, mi

posloupnost (z,)” hromadny bod v Tx.

Diikaz: Ukazeme, ze z (ii) plyne podminka (ii) z véty 3.4, dikaz podminky (i) je ziejmy.

o0

Mgjme tedy posloupnost (x,)” v P konvergujici k x € P. Necht je dana posloupnost (z, ).

v mnozin€ U{Tx,,n € N}. Nyni nastavé jeden ze dvou pfipadi:: bud’ existuje n, € N takové,

ze z, € Tx, pro nekone¢né mnoho  nebo je pro kazdé n e N mnoZina {k,z, € Tx,| konec¢na.
. o0
V prvnim piipadé uvazujme posloupnost ( Y, )j

_,» pro kterou plati y; =X, Ppro kazdé jeN.

Tato posloupnost ziejmé konverguje k x, a plati z, €T, pro kazdé jeN. Tedy ma

posloupnost (zk )w hromadny bod, tedy i posloupnost (zk )::1 ma hromadny bod a mnozina

j=1

U{Tx,,neN} je relativnd spocetnd kompaktni (posloupnost (z,)" ~jsme totiz volili

libovolng¢).

V druhém pfipad® poloZme j, =1 a najdéme n, € N tak, Ze z, €Tx, . Dale budeme indukci
konstruovat rostouci posloupnosti (r,)", a (j,),_, takové, Ze z, eTx, pro viechna /eN.

Pfedpokladejme, ze jsme v souladu s témito predpoklady nalezli ¢isla j, a n, pro /< N.

Zvolme nyni j,,, a ny, tak, ze j,>jy, ny,>ny a z; €TIxy, . Takové z,  jiste

N+1 N+1 TN+

xistuje, 7 71 X, =Xy,..X uje z_ j éné meN.,
existuje, protoze mnozina U7X,/ = x, v.1 ¢ obsahuje z jen pro kone¢né mnoho N

o0

Podle predpokladit mé tedy posloupnost (z i ):0_1 hromadny bod v 7x. OvSem (Zj,) je

=1
podposloupnosti  posloupnosti (zk );, ta ma tedy také hromadny bod a mnozina

U{Tx,,n e N} je relativn& spoCetn€ kompaktni.

n’
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Diisledek 3.8
Kompaktni, o-kompaktni a o-spocetné¢ kompaktni prostory jsou web-kompaktni. Prostory
obsahujici hustou , o-kompaktni nebo o-spocetné kompaktni podmnozZinu jsou web-

kompaktni. Separabilni prostory jsou web-kompaktni.

Véta 3.9 (Orihuela)
Necht’ X je web-kompaktni prostor. Pak prostor C,(X) je andélsky.

Poznamka: Tato véta obsahuje vysledky Grothendiecka [11] (pro X kompaktni), Pryce [17]
(pro X obsahujici hustou o-kompaktni podmnozinu), Floreta [7] (pro X obsahujici hustou o-
spocetné kompaktni podmnozinu).

Diikaz: Necht R znadi kompaktifikaci R obsahujici navic dva body +co a —oo. UvaZzujme
zobrazeni v :C,(X,R) > C (X ,ﬁ), definované predpisem w(f)= f . To je zfejm¢ spojité
a prosté. Podle and€lského lemmatu (lemma 2.3) a jeho dusledku 2.4 sta¢i dokazat tvrzeni
véty 3.9 pro prostor C (X,Z), kde Zje libovolny kompaktni metricky prostor. Necht
{Aa ae Z} je systém podmnozin X, ktery vytvari jeho web-kompaktni strukturu. Oznac¢me
Y=u{4,:@eX}. Uvazujme zobrazeni ¢:C, (X,Z)—Z". Prostor Z' uvaZujeme
s topologii bodové konvergence, zobrazeni ¢ je definovano jako restrikce funkei z C,(X,Z2)
na Y. Zobrazeni ¢ je spojité, a protoze Y je hustd podmnozina X, je i prosté. Necht' 4 je
relativné spocetné kompaktni podmnoZzina C,(X,Z) . UkaZeme, Ze kazda posloupnost v 4 ma
zaménitelnou dvojnou limitu s kazdou posloupnosti v X, kterd ma v X hromadny bod. Necht
je

tedy (x,)”, je posloupnost bodii X shromadnym bodem xeXa necht (f,)

m=l1

posloupnost funkci z A s hromadnym bodem feC, (X,Z). Pro kazd¢ neN je f(x,)
hromadnym bodem posloupnosti ( fm(xn))::zl. Pokud ale existuje limita }112010 f..(x,)), pak
jedinym hromadnym bodem této posloupnosti je pravé zminénd limita, tedy
rlrt% /.. (x,)= f(x,). Podle pfedpokladu existuje 11310 f(x,) atedy posloupnost ( f (xn)):;1 ma
jediny hromadny bod. Ze spojitosti funkce f a ztoho, Ze x je hromadnym bodem
posloupnosti (x,)” , plyne, Ze lim f(x,) = f(x). Naproti tomu pro kazdé¢ meN je f,(x)

00
n=

hromadnym bodem posloupnosti ( £ (xn)) .- Ma-li tato posloupnost limitu, mize ji byt

25



m

jedin¢ f (x), tedy limf (x,)=f (x). Protoze f je hromadnym bodem posloupnosti

(/) je f(x) hromadnym bodem posloupnosti (f,(x)) . Tato posloupnost méa viak

podle ptedpokladu limitu.

Dostavame tak vztah limlimf, (x,)= f(x)=limlim f (x,), a tim zaménitelnost dvojné

limity.
#(A) je tedy mnozina funkci, kterd spliiuje predpoklady véty 3.2. Pro kazdou

Bc¢g(A) tedy plati: B= f €Z" :existuje posloupost (f,)v Btak,Zelim f, = f bodové ; .

Podle andélského lemmatu je mnozina ¢(2) uzaviena v Z", tedy kompaktni, a restrikce ¢
na A je homeomorfismus. Uzavér 4 v C,(X,Z)je tedy kompaktni a kazdy jeho bod je

dosazitelny posloupnostmi v 4.

Véta 3.10 (Fremlin)
Necht' C,(X,R) je and€lsky. Pak je C,(X,Z) and€lsky pro kazdy metricky prostor (Z,d).

Diikaz: Necht 4 < C,(X,Z) je relativn€ spoCetn€ kompaktni. Diky shodé€ topologie bodové
konvergence a soucinové topologie jsou mnoziny A(x,)= { f(x)): fe A} ,X, € X relativné
spocetn¢ kompaktni v Z. Jsou dokonce relativné kompaktni, protoze Zje metricky. Podle
Tichonovovy véty je i A4 < Z”* relativné kompaktni. Zbyvé ukézat, 7e kazda f e A je spojita
a dosazitelna posloupnosti v 4.

Pro dtikaz spojitosti f volme pevné x, € X, pak zobrazeni T : Z — R definované piedpisem
T(z)=d(z, f(x,)) je spojité. Zobrazeni T": Z* —R" definované vztahem T (g)=Tog je
také spojité¢ a T (C(X,Z))c C(X,R). Mnozina T (A4) je relativné spodetné kompaktni

v and¢lskem prostoru C,(X,R). To ale znamena, ze

d(f(*), f(x)=T (f)eT (4) < C(X,R) je spojité zobrazeni. Z toho plyne, Ze f je spojita
v bodé¢ xy.

Nyni  budeme hledat posloupnost v A4, ktera konverguje kf.  Zobrazeni
§:C,(X,Z2) > C,(X,R) definované predpisem S(g)=d(g(+),f(+)) je spojite. MnoZina

S(A) je tedy relativné¢ kompaktni v C,(X,R) a 0=S(f)eS (Z) c S(A4). Andélskost
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C,(X,R) zaruCuje existenci posloupnosti (gn)

n=1

vA takové, ze S(g,)— 0. Neboli

g, > fvC,(X,Z2).

Lemma 3.11

Necht X je web-kompaktni prostor. Pak C,(X,Z) je and€lsky pro kazdy Z metricky.

Diikaz: Snadny disledek véty 3.9 a Fremlinovy véty 3.10.

Nyni uvedeme diisledek piedeslé stati pro véty Eberlein-Smuljanova typu, které zkoumaji,
kdy je lokaln¢ konvexni prostor ve slabé topologii andé€lsky. Bud’ E lokéaln¢ konvexni prostor
a E’ jeho topologicky dual. Protoze E se slabou topologii je podprostorem prostoru C,(E’),
dostavame jako diisledek véty 3.9 a and€lského lemmatu (resp. jeho disledku 2.5) nésledujici

vysledek.

Véta 3.12
Necht' E je lokaln¢ konvexni prostor a necht’ jeho dudl je web-kompaktni. Pak je E andélsky

ve slabé topologii.
Vratme se nyni k podmnozindm C,(X).

Definice 3.13

Mnozina A < X je omezena v X, jestlize kazda realnd spojitd funkce na X je omezena na 4.

Poznamka: Rozdil mezi omezenosti a pseudokompaktnosti (definice 1.14) spociva v tom, ze
omezenost mnoziny zavisi na prostoru, v kterém mnozina je, zatimco pseudokompaktni
mnozina je omezena v libovolném prostoru, do kterého je vnofena. Zaroven plati, ze

pseudokompaktnost mnoziny je ekvivalentni omezenosti v sobé samé.
Uved’'me nyni znéni Grothendieckovy véty.

Véta 3.14

Necht’ X je spocetné kompaktni a necht’ 4 < C,(X) je relativn¢ spocetné kompaktni. Pak 4

je relativné kompaktni.
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V ptedchozim textu jsme Grothendieckovu vétu a ji ptibuzné vysledky zobectiovali
vtom smyslu, Ze jsme oslabovali podminky kladené na prostor X. Tim jsme dospéli
k pozadavku, aby X byl web-kompaktni. Zaroven jsme dokdzali i o néco vic nez ekvivalenci
spocetné kompaktnosti a relativni kompaktnosti (viz vlastnosti andélskosti). Nyni se
pokusime dosdhnout zobecnéni v jiném sméru — budeme klast mensi naroky na mnozinu A.

Nejprve vsak zformulujeme tfi pomocnd tvrzeni.

Lemma 3.15
Necht’ X je spocetné kompaktni prostor. Pak kazdy lokalné konecny systém podmnozin X je
konecny.

Diikaz: Predpokladejme, Ze {Bn ‘ne N} je nekone¢ny lokalné konecny systém podmnoZin X.
Pro kazdé pfirozené n zvolme libovoln€ bod b, € B,. Mnozina B ={b, :n €N} je nekonetna.

Jinak by totiZ pro néjaky bod x € X platilo pro nekone¢né mnoho n, Ze x=5b,,atedy xe B, .

To by odporovalo piedpokladu lokalni konecnosti. Dale mnozina B nemd hromadny bod.

Kdyby totiz bod x byl hromadnym bodem B, libovolné okoli x by obsahovalo bod b, pro

nekonecné¢ mnoho n, to by byl opét spor s lokalni konecnosti. Tyto dva fakty ale odporuji
spocetné kompaktnosti X, tedy kazdy lokdln€ koneCny systém ve spocetné¢ kompaktnim

prostoru je konecny.

Lemma 3.16
Bud’ X metrizovatelny prostor, 4 — X omezena uzaviend podmnozina. Pak 4 je kompaktni.
Diikaz: Pfedpoklddejme, Ze mnozina 4 je omezend a uzaviend, ale neni kompaktni. Jelikoz

v metrickych prostorech splyva kompaktnost a spocetnd kompaktnost, neni mnozina 4 ani

0
n=l2

spocetné kompaktni. Existuje tedy v 4 posloupnost (x,)",, kterd nema hromadny bod v 4.

Potom je mnozina {xn,neN} uzaviend v X a existuje na ni neomezena spojitd funkce.

Prostor X je normdlni (Dieudonného véta, viz [15], véta 41.1, str. 253) a proto lze kazdou
spojitou funkci na A4 spojité¢ rozsifit na X podle Tietzeho véty. To je spor s omezenosti

mnoziny A.

Lemma 3.17

Necht’ X je topologicky prostor, Y jeho spocetny podprostor X a F omezend mnoZina v

C,(X).Oznatme F, ={f|,: f€F}a®, —F, . Pak @, je kompaktni v C,(Y).
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Diikaz: Zobrazeni 7 prifazujici kazde¢ funkei z C,(X) jeji restrikci na Y je spojité,
7n(F)=F,. Pri spojitém zobrazeni z X do Y je obraz omezené mnoziny omezeny, mnoZina F,
Je tedy omezena v C,(Y). Prostor C,(Y) je podprostorem R " ktery je metrizovatelny, a tedy

1 C,(Y) je metrizovatelny. Podle lemmatu 3.16 je tedy @, kompaktni.

Véta 3.18 (Asanov a Velicko)
Necht’ X je spocetné kompaktni prostor a 4 < C,(X) omezena v C, (X). Pak A4 je relativn¢

kompaktni.

Diikaz: Mnozina A je bodové omezend, tzn. pro kazdé xe X je mnoZzina { f(x): fe A}
omezend v R . (Jinak by pro n&jaké x e X byla spojitd funkce y, :C, (X)—> R definovana
predpisem y (f)= f(x) neomezend na A.) PoloZme B, =m pro xeX.
Mnoziny B, jsou kompaktni a 4 c H{BX xe X } Tento soucin je soucinem kompaktnich
mnozin a jako takovy je podle Tichonovovy véty také kompaktni. Uzavér 4 v R¥ je tedy
kompaktni. Zbyva ukazat, Ze AcC L (X).

Ptedpokladejme, ze Z\Cp (X)#,avolme pevné f € Z\Cp (X).Potom f:X >R

je nespojitd, a existuji tedy bod x €Xa mnozina M cX takové, ze x eM ale

f(x")e f(M). Uvazujme oteviené mnoziny Ua G v R takové, ze f(x)eU, f(M)cG

aUNG=%. Najdeme posloupnosti (x, )

=1

bodit M, (V,)”, otevienych mnozin v.X

a (f,)", prvkii 4 takové, ze pro kazdé ptirozené n plati:

i  x eV,
Gy vV,

n+l

(i)  f,(V)cU,

av)  f.(x)eGproi=1,..,n,

cv,

(v) x,eV.NnM.
Tyto posloupnosti budeme konstruovat induktivné. Protoze f €d a f(x)eU,
existuje f, € 4 takovd, ze f,(x )eU. Polozme V,=f,'(U). MnoZzina V; je oteviena a

x eV,.Zvolme x, eV,"M .
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Necht’ nyni existuje N € N takové, Ze pro vSechna n < N existuji objekty splitujici
podminky (i)—(v). Najdeme je i pro N +1. Protoze f ed a f(x")eU, existuje v A funkce

fuv. takova, ze f,,  (x)eU a f,,,(x)eG,i=1,.,N.Bud V,,, takova oteviend mnoZzina v

+1

X, 7e plati x eV, c fil,(U) a V,

N+1

cV, . Vyberme bod x,, eV,,"M. Tim

N+l
dostavame posloupnosti (x,)” bodi M, (¥,)” otevienych mnozin v.X a (f,)” prvki 4,
pro které plati podminky (i) — (v).
Protoze X je spocetn& kompaktni, méa posloupnost (x, )j:l hromadny bod x_ . Navic

x, €®=n{V, :neN}. Podle (iii) dokonce ® :m{fn:n eN}. Z (i) a (v) plyne, ze x, €V,

pro i>n. Tedy x, eV pro vSechna neN a x,e®. Plati

fx) e f( o, neNh e £,07,) U
Polozme Y ={x, }U{x,:neN}a g, = f, |,. Pak je mnoZina {gnn—eN} kompaktni

v Cy(Y). To plyne z lemmatu 3.17. Diky metrizovatelnosti C,(Y) existuje funkce geC, (Y),

ktera je limitou n¢jaké podposloupnosti posloupnosti ( g, ):o:1 . Protoze g, (x;)= f,(x,)€ G pro

n > i, dostavame g(x[)ea pro vSechna pfirozena i. Je tedy i g(xw)ea. Naproti tomu

g,(x)=rf(x)e U,a tedy g(x, )€ U . Z toho plyne, Ze g(x,) € UnG=3, COZ je spor.
Nasledujici lemma nam umozni dalsi zobecnéni véty 3.18.

Lemma 3.19
Necht’ X a Z jsou topologické prostory, ¥ husty podprostor X a necht’ f: X — Z je zobrazeni,

jehoz restrikce na kazdy podprostor tvaru Y U {x} ,x € X je spojitd. Pak f je spojité.

Diikaz: UvaZzujme otevienou mnozinu W obsahujici obraz bodu x pfi zobrazeni f . Diky
regularit¢ prostoru Z existuje oteviena mnozina V', pro kterou plati f(x)eV a Vew.
Ziejmée je f |YU{X} (x) eV . Funkce f |YU{X} je spojitd a tedy existuje oteviené okoli U bodu x
takové, ze f((Y U{x))NU)cV . Protoze Y je husty v.X, je YU =U. Uvazujme bod

uelU. Pak v YNU existuje posloupnost (u,),, konvergujici k u. Potom (f(u,)),., je
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posloupnost v mnoziné V konvergujici k f(u) a f(u) e V. Tedy f(U)c V W a funkce fe

tedy spojita v bod¢ x.

Definice 3.20
Topologicky prostor X je spocetné¢ prakompaktni, jestlize existuje husty podprostor

Y < X takovy, ze kazd4 nekone¢na mnozina 4 — ¥ ma hromadny bod v X.

Véta 3.21

Necht' X je spocetné prakompaktni. Pak kazda omezena podmnoZina 4 < C,(X)je relativné

kompaktni.
Diikaz: Dilkaz bude za piispéni lemmatu 3.19 probihat stejné jako dikaz véty 3.18. Lemma
3.19 ndm totiz umoziuje predpokladat, ze mnozina 4 z véty 3.18 lezi v daném hustém

podprostoru Y prostoru X pii oznaceni stejném jako v definici 3.20. V takovém pripad¢ pak

stale plati, Ze posloupnost (xn )w mé hromadny bod x_a pfitom ndm lemma 3.19 zajistuje

n=1

spojitost funkce f.

Neni tézké dokazat, ze kazdy spocetné prakompaktni prostor je pseudokompaktni. Zobecnit
vétu 3.18 pro pseudokompaktni prostory ale neni mozné. V kapitole 6 zkonstruujeme piiklad

pseudokompaktniho prostoru X, pro ktery C,(X) obsahuje uzavienou pseudokompaktni,

a tedy omezenou mnoZzinu, kterd neni kompaktni.
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Kapitola 4: Priklad andélskych prostori, jejichZ soucin neni andélsky

V této kapitole uvedeme ptiklad dvou andélskych prostort, jejichZ soucin neni andélsky. Tim
negativné zodpovime otdzku polozenou Prycem v [17] a zaroven ziskame motivaci pro
kapitolu 5. Tento ptiklad uvedli autofi Boehme a Rosenfeld v [3]. Je tfeba poznamenat, ze

autofi predpokladaji platnost hypotézy kontinua.

Definice 4.1
Topologicky prostor X je Fréchetiv, jestlize pro kazdou podmnozinu 4 < X a kazdy bod

xed existuje v 4 posloupnost konvergujici k x.
Pozndmka: Casto se uzivé i pojmu Fréchet-Urysohntv prostor.

Zkonstruujeme piiklad dvou kompaktnich Hausdorffovych Fréchetovych prostort, jejichz

soucin neni Fréchetv. Nejprve ukdzeme souvislost téchto pojmt s andé€lskosti.

Lemma 4.2

Kazdy kompaktni Hausdorfftiv Fréchetiiv prostor je andélsky.

Diikaz: Ovéfime piimo podminky (i) a (ii) z definice and¢lského prostoru. Necht 4 je
relativné spocetné kompaktni podmnozina kompaktniho Hausdorffova Fréchetova prostoru X.
Pak uzavér 4 je uzaviend podmnozina kompaktniho prostoru, tedy je kompaktni a A je

relativné kompaktni. Podminka (ii) je identicka s definici Fréchetova prostoru.

Lemma 4.3

Necht’ X je kompaktni a neni Fréchetliv. Pak X neni and€lsky.

Diikaz: Bud A4 takovd podmnozina X, ze existuje x €A, ktery neni limitou zadné
posloupnosti v 4. Jelikoz je prostor X kompaktni, je uzavér 4 také kompaktni, 4 relativné

(spocetn¢) kompaktni. Prostor X tedy neni andélsky.
Zkonstruujeme-li tedy dva kompaktni Hausdorffovy Fréchetovy prostory, jejichz soucin neni

Fréchettiv prostor, ziskdme zaroven piiklad and€lskych prostort, jejichZ sou¢in neni andé€lsky.

Ptejdéme nyni ke konstrukci zminénych prostort.
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Zakladem konstrukce bude mnoZina pfirozenych ¢isel N .

(1) Nejdtive zkonstruujeme systém X nekonecnych podmnozin N, ktery splituje nasledujici
podminky:

(1) S, €2,8,€Z, 8 #S, =85 NS, jekonecny,

(11) 2 je maximalni systém nekonecnych podmnozin N vzhledem k vlastnosti (1),

(ii1))  pro libovolnou podmnozinu A < N plati: bud’ 4 1ze pokryt konecnym poctem prvki

>, nebo existuje S € X takoveé, ze S 4.

Poznamka: Budeme uzivat i pojmu skoro disjunktni systém pro takovy systém, ktery splituje

podminku (i).

Zvolme dobré uspofadani mnoziny # = {Aa ra< Q} vSech podmnoZin N. Pro kazdé
o sestrojime skoro disjunktni spocetny systém X nekone¢nych podmnozin N, ktery
splituje podminku
(iiie) pro libovolnou 4,, f <« plati: bud’ Ize A, pokryt kone¢nym poctem prvkd X _, nebo

existuje S € X, tak,ze S < 4,.

Zatneme s konstrukci systému X, ktery je dé€lenim N na nekone¢né mnoho
nekone¢nych podmnozin. Pokud je moZné mnoZinu A4; pokryt kone€nym poctem prvki
systému X;, polozme X, =3X,. V opatném piipadé ocislujeme prvky systému X, tedy

N

%, ={T,:neN}. Mnozina 4 —|J7, je tedy nekone¢tna pro kazdé pfirozené N. Zvolme

i=1

N
aeA-T a pro kazdé N> zvolme aNeAl—(UIZu{al,...,aN_l}). PoloZzme

i=l
S, ={a,,a,,..}a T, =3 U{S,}. Vtomto piipadé je ziejm& S, = 4 a prinik mnoZiny S,
s libovolnou mnoZinou 7}, je konecny. Systém X, tak splfiuje podminky (i) a (ii1).

Piedpokladejme nyni , Ze byl vybran systém X, pro  <a. PoloZzme T =u pea2g

Pokud Ize mnozinu A, pokryt kone¢n& mnoha prvky ¥ ,bud £_ =X . Pokud ne, o¢islujeme

N
prvky Z:; ptirozenymi ¢isly, ZZ :{7;” :neN}. Pro kazdé N je mnozina Aa—UT ¢

i=1
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N

nekone¢na. Zvolme a“e 4, -7 a pro N>1 ayeAd, —(UT‘,"‘ u{af‘,...,af_l }). Polozme
i=1

S, = {al‘”,a:‘,...} aX,=%, U{S,}. Argumentace uvedend pro ¥, je platna i pro ostatni ¥,

a

a vechny X_ tak spliiuji podminky (i) a (iii). Polozme ¥ =u__, % . I tento systém spliiuje

a<Q)
podminky (i) a (iii). Necht' ¥ je libovolny systém nekone¢nych podmnozin N obsahujici X’

a necht’ je maximalni vzhledem k podmince (i). Pak ¥ spliiuje podminky (i), (ii) a (iii).

(2) Nyni zkonstruujeme prostory N, a N,
Pro kazdou S € X necht’ S, a S; jsou nekonecné disjunktni podmnoziny S, jejichZ sjednoceni
je S. Necht £, ={S,:SeZ}la 3, ={S,:SeX}. Pak I, UZ, je maximalni skoro disjunktni
systém nekone¢nych podmnozin N. Pokud nelze 4c N pokryt kone¢né mnoha prvky
X, VX, existuji S, eX, a S, eX, takove, ze S, US, c 4.

Definujeme prostory N a N, takto: N =NUZXZ a N, =NUZ,.

Topologie téchto prostorii bude vypadat nasledovné: kazdy bod xeN je oteviend

mnozina a baze okoli mnoZiny Se€X je tvaru {S } U(S/F), kde F je konecnd mnoZina.

Analogicky vypada i topologie X, .

Lemma 4.4
Oba prostory jsou lokalné kompaktni, Hausdorffovy a maji spoc¢etnou lokalni bazi.
Diikaz:

Nejprve dokazeme lokalni kompaktnost. Pro bod x € N je jeho kompaktnim okolim sam tento
bod (body xeN jsou oteviené mnoZiny). MnoZzina SU{S} je zfejm¢ okolim SeZX .
Kompaktnost pak plyne z podminky (ii1) v konstrukci prostort N, a N, .

Nyni ukazeme, Ze prostory N, a N, jsou Hausdorffovy. Pro x e N je moznost oddéleni
disjunktnimi okolimi zfejmi. Pro S,,S, €X, vyuZijeme faktu, Ze S, NS, je konecny.
Hledanym okolim S; bude tedy mnozina {S,}US, —(S,NS,) a pro S; pijde o mnoZinu
{S,} U8, —(85,nS,).

Nakonec ukdzeme, Ze oba prostory maji spocetnou lokalni bazi. Uvazujme posloupnost

(U, ):;l okoli mnoziny S, kde U, ={S} U(S - {sl,...,sn}) a s; jsou jednotlivé prvky S.
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Nyni zkonstruujeme bazi kompaktnich mnozin prostorit N, a N, .

Definice 4.5

Systém K:{Ka cX:ael } nazveme bazi kompaktnich mnozin prostoru X, jestlize pro
kazdé a el je mnoZzina K, kompaktni a pro kazdou kompaktni mnoZzinu K < X existuje

acl tak,ze KcK,.

Lemma 4.6

Polozme V=S U{S}.

Pak mnozina K:{K:K = vix,.nx,}. 8.8, €2,,x,...x, eN,neNom EN} je bazi
i=1

kompaktnich mnoZin prostoru N .
Poznamka: Analogicky vypada i baze kompaktnich mnozin prostoru N, .

Diikaz: Viechny prvky systému & jsou kompaktni. {V;:SeZX } u{{x} Xe N} je pokryti
N,.Bud K « N, kompaktni, pak {/;:SeX, } u{{x} ‘xe N} je pokryti K. Z n&j lze vybrat

kone¢né podpokryti. Sjednoceni prvki tohoto podpokryti je ziejmé prvkem systému xa je

nadmnozinou K.

Lemma 4.7

Necht 4 c N neni obsazend v zddném prvku baze kompaktnich mnozin prostoru N _, pak
ANS je nekonecny pro n&jaké SeZ,.
Diikaz: Podle podminky (iii) uvedené v konstrukci systémi X a X, je bud’ 4 mozné pokryt

kone¢nym poctem prvkit £ UZ, , nebo existuje S €X tak,ze Sc 4.

N
Ptedpokladejme prvni ptipad: Necht S; jsou takové mnoziny, Ze ACUSl.a pro

i=1
i=1..M S eX, aproi=M+I..,N, S, €X,. Vzhledem k tvaru zékladnich kompaktnich
M
mnozin je A—USi nekonefna. Pak musi byt ANS, nekonefna mnoZina pro néjaké
i=1

ie {M +1,..., N} , tedy S; je hledand mnozina.
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V druhém piipad¢ plyne z konstrukce systémtt X, a X,, ze S, US, c 4 pro n¢jaka

S,eX,al,eX,. Zieggmétedy S, c 4.

Oznatme N, a N,jednobodové kompaktifikace prostort N a N,. Tyto prostory jsou

kompaktni Hausdorffovy prostory. Dokézeme, Ze spliuji 1 posledni predpoklad —

fréchetovskost.

Lemma 4.8

Prostory N' a N, jsou Fréchetovy prostory.
Diikaz: Diikaz provedeme pouze pro prostor N, pro druhy prostor by probihal identicky.
N, je oteviend podmnozina N’ a N m4 spo&etnou lokalni bazi ve viech bodech, mozna

s vyjimkou bodu co. Postadi proto dokazat, e kdykoli Ac N’ a wed, existuje v A4

posloupnost konvergujici k co.

Pokud existuje nekone¢né mnoho riznych §, € X, takovych, ze §, € 4, pak §, > .

Pokud naopak 4NX, je konecny, pak o je hromadnym bodem mnoZiny 4ANN.
Mnozina ANN tak neni obsazena v zadném prvku baze kompaktnich mnozin a podle
lemmatu 4.6 md 4N nekone¢ny prinik s néjakym S eX,. Necht (xn ):=1 je posloupnost

obsazena v mnozin€ 4NN S . Protoze § je skoro disjunktni se vSemi prvky systému X , je

posloupnost (xn ):;l mimo jakykoli prvek baze kompaktnich mnoZin, a tedy x, — .

Nyni dokaZeme , Ze soucin prostoriit N, a N neni Fréchetv prostor.
Lemma 4.9

N’ x N, neni Fréchetlv prostor.
Diikaz: Dokazeme, Ze diagonala D = {(x,x): x € N} ma hromadny bod (0,,,), ale Ze Zadna
posloupnost v D nekonverguje k (o0, ,,).

Nejdifve ukazeme, Ze (w,,,)je hromadnym bodem D. Necht S={x,x,,..}€3,.

Pak x, - Sv N;, ale posloupnost (x,)” neni obsazena v zadném prvku béze kompaktnich

n=1

mnoZin prostoru N _. Tedy x, - o_ v N’ . Tedy bod («,,S) € D pro viechna S e 2, . Necht
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(S,)", je posloupnost riiznych prvki X, . Pak pro kazdé ne N dostavame, Ze (0,,S,) € D
a (0,,8,) = (0,,%,).

V druhém kroku dikazu ukdzeme, ze Zzadnd posloupnost v D nekonverguje k
(0,,,). Necht' (x,,x, ):):1 Jje posloupnost riiznych bodii D. Protoze X, UZ, je maximalni
skoro disjunktni systém nekonecnych podmnozin N, ma posloupnost (xn ):O: , podposloupnost
konvergujici bud’ k ng&akémuS, €X,, nebo k S, €X,. Posloupnost (x, ):;1 tak nemuze

* * w ~
konvergovatk oo, v N ak oo, v N, souCasné.

Podle lemmat 4.2 a 4.3 jsme nalezli ptiklad andélskych prostori, jejichz sou€in neni
andé€lsky, byt za ptredpokladu platnosti hypotézy kontinua. Simon [18] nalezl takovy ptiklad i
v Zermelo-Fraenkelové teorii mnozin s axiomem vybéru.

Existuje ale podtfida and&lskych prostorti, které tuto vlastnost maji, tedy podtiida
uzaviena na konecné a dokonce spocetné souciny. Jde o tzv. striktné¢ and€lské prostory, které

zavedl W. Govaerts v [10].
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Kapitola S: Striktni andélskost

V kapitole 5 se budeme zabyvat tfidou striktn¢ andélskych prostort a jejich vlastnostmi. Tato
tiida je podtfidou andélskych prostorti, kterd je navic uzaviend na spocetny topologicky
soucin. Ukézeme také, kdy maji vlastnost striktni andélskosti prostory spojitych funkcei

v bodové topologii. Vysledki v této kapitole dosahl Govaerts v praci [10].

Definice 5.1
Rekneme, Ze prostor X je striktné andélsky, jestlize

(1) kazda relativné spocetné kompaktni podmnozina 4 — X je relativné kompaktni,

(i) je-li xed a A je relativnd kompaktni podmnozina X, pak existuje spocetna
mnozina D c A4 takova, ze x € D ,

(iii))  kazda separabilni kompaktni podmnozina A4 — X je Gs-prostor (body jsou mnoziny

typu Gg).

Misto podminky (iii) je mozno pracovat s ekvivalentni podminkou
(iia) kazdy bod separabilni kompaktni podmnoziny 4 < X ma spocetnou bazi okoli.
DokaZzeme nyni, ze jde o ekvivalentni podminky. Za¢neme s implikaci (iii) = (iiiat). Zvolme

tedy libovolné bod x € 4. Dle podminky (iii) existuji oteviené mnoziny U, , n € N takové, Ze
{x}=n{U,,neN}. Polozme V, =n{U,,i=1,...,n}. UkdZeme, Ze systém {V,,ne N} tvoii
bazi okoli bodu x. Zvolme tedy libovolné okoli ¥ bodu x. Tvrdime, ze existuje n € N takové,
ze V eV . Predpokladejme opak, tedy Ze takové n neexistuje. Tedy existuje bod ye 4
takovy, Ze yeU,\V pro vSechna ieN. Pak ale y e m{Un,n € N} a pfitom y # x, protoZe
xeV a yeV. Piejdéme k dikazu opacné implikace. Necht U, ,neN jsou oteviené
mnoziny tvofici bazi okoli bodu x € 4. Zfejmé x e N {U LSNE N} . Zvolme nyni libovolné bod
yed, y#x.MnozZina 4\ { y} je oteviend v 4 a obsahuje bod x. Existuje tedy prvek baze —
mnozina U, pro n&aké meNtak, ze U, c A\{y} . Ztoho plyne, ze yeU, , tedy

yen{U,,neN}a {x}=n{U,,neNj}.

Véta 5.2
Prostor X je striktn¢ andé€lsky praveé tehdy, kdyz je andélsky a plati podminka (ii1) z definice.
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Diikaz: And¢lsky prostor, pro ktery plati podminka (iii), je ziejmé striktné andélsky.
Dokazeme opacnou implikaci: necht’ X je striktné and€lsky a 4 relativné spocetné kompaktni
podmnozina X. Podle bodu (i) v definici je 4 relativné¢ kompaktni. Necht’ x e A. Podle bodu
(11) v definici striktné andélského prostoru existuje spocetna D — A4, pro niz plati x € D.D
je separabilni kompaktni mnozina, takze podle (iii) existuji v D okoli (U,);_, bodu x takova,
ze (U, ={x}. Zvolme d, e (ﬂUl)mD. Protoze posloupnost (d,)” ~je obsaZena
n=1 i=1
vV mnoziné Ulmﬁ, coz je kompakt, md kazda jeji podposloupnost hromadny bod. Pokud

existuje podposloupnost, jejimZz hromadnym bodem je jiny bod nez x, dostdvame spor

s rovnosti ﬂU L= {x} . Tedy vSechny podposloupnosti posloupnosti (dn ):O:l konverguji k x.

n=1

Poznamka: Tato véta je vyznamnd pro studium prostort spojitych funkei s topologii bodové
konvergence. Dava totiz podminku pro to, aby and€lsky prostor byl striktné¢ andélsky. Pozdéji
uk4zeme, které and¢lské prostory C,(X) tuto podminku spliuji.

Véta 5.3

Necht’ fje spojité prosté zobrazeni z regularniho prostoru Y do striktné and€lského prostoru X.
Pak Y je striktné and¢lsky.

Diikaz: S odkazem na ptfedchozi vétu a and€lské lemma 2.3, resp. jeho dusledek 2.4, staci
ovetit podminku (iii) z definice 5.1. Necht 4 — Y je kompaktni separabilni mnozina a necht’

y € A. Podle and€lského lemmatu 2.3 vime, Ze restrikce f na A je homeomorfismus, a tedy

mnozina f(A4)c X je kompaktni a separabilni. Necht' x = f(y). Potom existuji oteviené
mnoziny U, < X,neN takové, ze {x} =n{U, :neN}. Vzory mnozin U,,n €N jsou oviem

oteviené a jejich prinikem je bod y.

Diisledek 5.4
(1) Je-li prostor X striktné and¢€lsky s topologii T, je striktné andélsky i s kazdou jemné;jsi
topologii.

(i1))  Podprostor striktné andélského prostoru je striktné andé€lsky.

Diikaz: Viz dusledky 2.5 a 2.6 a véta 5.3.
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Véta 5.5
Soucin spocetné¢ mnoha striktné andélskych prostoru je striktné andélsky.
Diikaz: Polozme X =ﬁX ., kde X, jsou striktné andé€lské prostory pro vSechna ieN.
i=1
DokaZzme nejprve, ze pro X plati podminka (i) z definice 5.1. Necht' tedy 4 je relativné
spocetné kompaktni podmnozina X = ﬁX .. Obrazy A pfi projekcich na jednotlivé prostory
i=l1

X; jsou relativné spocetné kompaktni, a tedy relativné kompaktni. Ozna¢me je A4, . Soucin

jejich uzavéra HZ je kompaktni a ng HAx, . Uzavér mnoziny A4 je ¢asti HAX,- .

ieN ieN ieN ieN
Jakozto uzaviend podmnozina kompaktni mnoziny je také kompaktni, tedy A je relativné

kompaktni.

Nyni dokazeme, ze v X = HX . plati podminka (iii) z definice striktni andé¢lskosti.

i=1
Necht’ mnoZina A< X je kompaktni a separabilni a x =(x,,x,,...) € 4. Obrazy mnozZiny 4
pii projekcich na jednotlivé prostory X; jsou kompaktni a separabilni. Tedy pro kazdé¢ i e N

existuji oteviené mnoziny U' < X,,neN takové, Ze {xi}:m{Ui :neN}mAX. Vzory

mnozin U',neN pfi projekcich jsou opét oteviené mnoziny, oznaéme je V',n e N. Potom

AmﬂV;:{x}.

i,neN
Podminku (i1) z definice 5.1 ovéfime nejprve pro dva striktné and€lské prostory X a Y.
Necht 4 X xY je relativné kompaktni a necht' a =(a,,a,) € A. Oznadme 7; a 72 projekce
XxYnaXat.

Necht’ U je libovolné okoli a, v X. Protoze ﬂl(Z) je regularni, existuje okoli U" bodu g,

—_X
takové, ze U'nr (4) cU.
Ztejmé je a, € m,(AN(U'xY)). Z vlastnosti (ii) v definici 5.1 vyplyvé existence posloupnosti

bodii mnoziny A4 ((x;,y’))", takové, ze x’ eU a y —>a, pro i—>». Necht a je

—_X
hromadnym bodem (x')?,, potom a eU'nz,(4) cU.
Polozme D, = {(xfj,yfj ),i=1, 2,...} . D, je spofetnd podmnozina A a (a’,a,)eD,.

Oznacme V = {af’ ,U je okolim al}. Pak q, eV . Necht (U,),-, je takova posloupnost okoli,
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7¢ a —a, pro i—>o. Polozme D:UDU. Pak D je spocetna podmnozina A4 a
i=1

a:(al,az)eﬁ.

Necht' nyni X :HX ., kde X; jsou striktné andélské prostory. Necht 4c X je

i=1

. W 7 0 - v 7 Ve y v e . .
relativné kompaktni a x:(xl. )i:1 € A. Pro kazdé piirozené n uvazujme projekci

7w, X —>HX .. Podle prvniho kroku dikazu je prostor HX . striktné and€lsky. Protoze

i=l i=1
projekce 7, jsou spojité a 7,(A) je hustd podmnozina 7, (Z) ,je 7, (A) relativné kompaktni
a existuje tedy (podle bodu (ii) z definice 5.1) spo¢etnd mnozina D, 7, (A4), pro kterou plati
7w, (x)e D_ .

Dale zvolme pro kazdé ptfirozené n spocetnou mnozinu D, < A, pro kterou je

7,(D,)=D,. Potom je mnozina D =|_J D, spoéetnd a x € D.

i=1

Priklad 5.6
Existuje nespocetny systém striktné andélskych prostorti, jejichz soucin neni striktné
and¢lsky.

Diikaz: Necht' 7 =[0,1]. Prostor / je metricky, a tedy striktng andglsky. OvSem prostor /* je

kompaktni a neni sekvencialng kompaktni. To podle piikladu 1.8 a véty 2.2 znamena, ze I’

neni andélsky, a tedy ani striktn¢ andélsky.

Lemma 5.7

Necht X je kompaktni prostor a AcC,(X) separabilni a kompaktni. Pak 4 je
metrizovatelna.

Diikaz: Ozna¢me D:{ /. :neN} spocCetnou hustou podmnozinu mnoziny A. UvaZujme
zobrazeni ¢:X - R" definované predpisem: ¢(x)={f, (x):neN},xe X. Oznatme
Y=¢p(X). Prostor Y je metrizovatelny a kompaktni, protoze je podprostorem

metrizovatelného R" a spojitym obrazem kompaktniho X. Pro kazdé a e A existuje pravé

jedno b, e C(Y) takové, ze a=b,o¢p. OznaCme B = {ba rae A} cC,(Y). Mnozina B je
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ziejm¢ homeomorfni mnoziné 4. Protoze Y je metrizovatelny a kompaktni, je i separabilni.

VY tedy existuje spoetnd hustd podmnoZina {y, €Y:keN}, kterd oddéluje prvky
mnoziny B. Zobrazeni :B — R" definované predpisem: B(b)= {b( y]),b(yz),...} je spojité

a prosté. Mnozinu B lze tedy spojité vnotit do R", a proto je B metrizovatelna.
p Y Spoj p J

Véta 5.8

Necht’ X je kompaktni prostor. Pak C,(X) je striktn¢ andélsky.

Diikaz: V kapitole 3 bylo dok4zano, ze C,(X) je and€lsky. Podle véty 5.2 sta¢i dokazat, Ze
C,(X) spliuje podminku (iii) z definice striktni andélskosti, tedy Ze vSechny body separabilni
kompaktni podmnoziny prostoru C,(X) jsou mnoziny typu Gs Podle pfedchoziho lemmatu

Jjsou ale separabilni kompaktni podmnoziny C,(X) metrizovatelné.

Lemma 5.9

Necht’ X je prostor s hustou relativné spocetné kompaktni podmnozinou D. Pak C,(X) je
striktné and¢lsky.

Diitkaz: Stejné jako v predchozim ptipad¢ vime, Ze C,(X) je and€lsky a spliuje tedy
podminku (i) z definice striktné¢ andélskych prostort. PovSimnéme si, Ze prostor je striktné
andé¢lsky, jestlize splnuje podminku (i) z definice a v§echny jeho kompaktni podprostory jsou

striktné andélské — to plyne snadno z definice. Necht' B je kompaktni podprostor C,(X).
Definujme zobrazeni ®,:X — R” predpisem (®,(x))(b) =b(x). Zobrazeni ®, je spojité

zobrazeni do C,(B). Navic @, (D) je relativné spocetné¢ kompaktni v C,(B), a tedy relativné

kompaktni — B je kompaktni a C,(B) tedy (striktn€) and¢€lsky. Polozme H = @ (D). Prostor H
je tedy kompaktni. Uvazujme déale zobrazeni ®,:B — R"” definované predpisem
(@, (D)(h)=h(D). Jde o prosté spojité zobrazeni zB do C,(H). Tedy B je homeomorfni
kompaktnimu podprostoru C,(H), kde H je kompaktni. Prostor C,(H) je striktné and€lsky,

a B tedy také. B byl libovolny kompaktni podprostor C,(X) a C,(X) je tedy striktné andélsky.

Nasledujici lemmata rozsituji tfidu prostorti X, pro které je C,(X) striktné and¢€lsky.
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Lemma 5.10

Necht’ D je husty podprostor X a necht’ C,(D) je striktné and€lsky. Pak 1 C,(X) je striktné
andélsky.

Diikaz: Restrikce na D je prosté spojité zobrazeni z C,(X) do C,(D). Z toho plyne podle
and¢lského lemmatu 2.3, jeho disledku 2.4 a véty 5.3 striktni and€lskost C,(X).

Lemma 5.11

Necht X = CJX ; apro kazdé ie N je prostor C,(X;) striktné andé€lsky. Pak je C,(X) striktné
il

and¢lsky.

Diikaz: Soucin ﬁC ,(X;) Je striktné and€lsky podle véty 5.5. UvaZujme libovolné spojite

i=1

prosté zobrazeni ®:C, (X) —)HCP (X,) a argumentujme opét andélskym lemmatem 2.3,

i=1

jeho diisledkem 2.4 a vétou 5.3.

Nyni dokdzeme zformulovat pro striktné andé€lské prostory tvrzeni obdobné vété 3.9.
Pro striktni andé€lskost C,(X) jsme dokazali postacujici podminku, Ze X obsahuje hustou o-
relativné spocetné kompaktni podmnozinu. Pro andé€lské prostory se ndm ale podatilo docilit

jesteé vétsSiho zobecnéni v podobé web-kompaktnich prostord.

Nyni podobné jako u andélskych prostortt dokazeme, ze kdykoli je C,(X) striktn€ andélsky, je
striktn€ and€lsky i prostor C,(X,Z) pro kazdy metricky prostor Z.

Lemma 5.12

Je-1i Cy(X) striktné andélsky, je prostor Cy,(X,Z) striktn€ and€lsky pro kazdy metricky prostor
(Z,d).

Dukaz: Staci ukazat, Ze pro C,(X,Z) plati podminka (iii) z definice striktni andélskosti a
odvolat se na Fremlinovu vétu 3.10 a vétu 5.2.

Necht tedy 4= C,(X,Z) je kompaktni a separabilni a necht’ /" € 4. Definujme zobrazeni
T:C,(X,2)—>C,(X) takto: T(g)(s) = d(f(s),g(+)). Zobrazeni T je spojit¢ a

T(C,(X,2))cC,(X,R). Protoze C,(X) je striktn¢ andélsky existuji v C,(X,Z) oteviene
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mnoziny U,, neN takové, ze {f}=n{U, :neN}. Polozme V, =T"'(U,),n € N. MnoZiny
Vy jsou oteviené pro kazdé ne N apro ge C, (X,Z) plati:

gen{lV, neN}nA=Tg=0=>g=f.
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Kapitola 6: Kompaktnost C,(X)

V kapitole 6 budeme zkoumat, kdy cely prostor splituje n€kterou z definic jednotlivych forem

kompaktnosti.

Je-li X O, neni C,(X) kompaktni. Slabsi vlastnost o-kompaktnost ma prostor C,(X) pouze

v trivialnich ptipadech.

Véta 6.1
Necht Y je husty podprostor X. Je-li C,(Y |X) o-spocetn¢ kompaktni, pak X je
pseudokompaktni a Y je P-prostor.

Poznamka: Pfipomenme, ze C, (Y |X ):{ flyfeC (X )}, viz kapitola 0. P-prostor je

takovy prostor, v némz jsou vSechny mnoziny typu G; oteviené.

Diikaz: Protoze C,(Y | X) je o-spoCetné kompaktni, mizeme psat C,(Y | X) = u{Zl. ie N} ,

kde Z; je spocetné kompaktni pro kazdé ie N .

Nejprve dokazeme, Ze X je pseudokompaktni. Staci dokazat, Zze v X neexistuje
nekonecny diskrétni systém otevienych mnozin (kazdy bod X ma okoli, které protne nejvyse
jeden prvek tohoto systému). Ukdzeme, ze neexistence takového systému implikuje
pseudokompaktnost. Predpoklddejme naopak, Zze X neni pseudokompaktni, tedy existuje

spojitad funkce f: X — R, kterd neni omezena. Bez (jmy na obecnosti pfedpokladejme, ze f
neni shora omezena. Polozme V, = /' ((21’, 2i+1)). Mnoziny ¥, jsou oteviené, disjunktni a
nekonecné mnoho z nich je neprazdnych. Zvolme libovolné bod x € X a oznaéme y = f(x).
Bud V = (y—%,y+%) . Pak ze spojitosti f existuje U okoli x tak, ze f(U)cV . OvSem
VAV, #3 nejvyse pro jedno ieN a tedy {V,ieN} je nckoneény diskrétni systém
otevienych mnozin.

Ptedpokladejme nyni , ze & = {U ielN } je (nekonecény) diskrétni systém otevienych
mnozin. Z hustoty Y v X plyne, ze U, NY #& pro vSechna pfirozend i. Pro kazdé ie N

volme pevn€ y, €U, NY. Mnoziny B, ={f(y,): f€Z,} jsou omezené v R, jde o obrazy
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spocetné kompaktnich mnozin Z; pifi spojitém zobrazeni. Je tedy B, # R a mizeme zvolit
a, € R\ B,. Z tplné regularity prostoru X a toho, ze & je diskrétni systém, plyne existence
spojité funkce g:X — R takové, ze g(y,)=a, pro vSechna ieN. Pak g(y,)¢ B, tedy
gly€ Z, pro zadné i pfirozené. g|, ¢ U{Z, :ie N} =C, (Y |X), coz je spor. Prostor X je tedy
pseudokompaktni.

Nyni pfejdeme k druhé casti ditkkazu — ukadZeme, ze Y je P-prostor. Pfedpoklddejme
opak. Vyuzijeme duality pojmi Gs a F, mnozin. Necht tedy existuje " €Y a spodetny

systém uzavienych mnoZzin {E e N} takovy, ze F, cCF,

1, y¥e F pro zadné pfirozené
iay*e U{E. Qe N} . Uvazujme podprostor Z'= {f eC,(Y[X), f(y)= O} prostoru
C(Y |X) Prostor Z je uzavieny, a tedy o-spodetné kompaktni. Lze tedy psat

Z'= u{Z L keN } , kde Z, jsou spocetné kompaktni. Nyni zformulujeme pomocné lemma,

které budeme potiebovat k dokonceni dikazu.

Lemma 6.2

Pii vySe uvedeném znaceni zvolme pevné ¢>0 a k € N. Pak existuje i, € N takové, ze pro
kazdou f € Z, existuje bod y, € F, , proktery f(y,)<¢.

Diikaz: Predpokladejme opak. Pak pro kazdé i e N mGizeme zvolit funkci f, € Z, takovou, Ze
f,(») =& pro vSechna ye F . Protoze Z, je spocetné kompaktni, existuje f € Z, = C (Y,
ktera je limitou posloupnosti ( fl)il v topologii C,(Y). Ziejmé& je f(y)=& pro vSechna
NS U{E e N} . Vyuzivame toho, Zze F, c F,,,. Protoze f je spojita a y*ekJ{E:—ieI\I},

dostavame f(y*)>&>0.Ale feZ, cZ'ajetedy f(y*)=0, coZje spor.

Pokracujeme v diikkazu véty 6.1. Pro kazdé keN a £=2" volime i, e N v souladu
s lemmatem 6.2. Na X existuji (diky UplIné regularité) pro vSechna k£ € N redlné spojité funkce

gr takové, ze g, (y)=0, 0<g (x)<27" pro viechna xeXa g, (x)=2" pro xe E .
Definujme spojitou funkci g:X — R predpisem g(x)=) {g,(x):k€N} pro viechna

xeX. g(»)=>.g()=0 a tedy gl,€Z. Nicmén& podle definice funkce g je

keN
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g(y)22" pro viechna yeF,. Tedy gl,¢Z, pro Zzadn¢ keN. Dostavame

gl e u{Z,; ke N} , tedy spor. Tim je dokoncen ditkaz véty 6.1.

Lemma 6.3

Kazdy pseudokompaktni P-prostor je konecny.

Diikaz: Necht X je pseudokompaktni P-prostor. Nejprve ukazeme, ze kazda spocetna
mnozina v X je uzaviena a diskrétni. Zaénéme s uzavienosti. Bud' 4 < X spocetnd mnoZzina.

Jednobodové mnoziny jsou uzaviené, tedy doplnék 4 je mnozina typu G;, v P-prostoru tedy
oteviend. Pak ovSem 4 musi byt uzaviena. Nyni ukdZeme, Ze 4 je diskrétni. Zvolme libovolné

bod xe 4. Pak B :A\{x} je spocetna a tedy uzaviend mnozina. Diky Uplné regularité
prostoru X najdeme redlnou spojitou funkci f tak, Ze f(x)=0 a f(B)={1}. Polozme
U=f ’1((—%,%)) . Pak U je okoli x, které protina mnozinu 4 pouze v bod¢ x.

Predpokladejme nyni, Ze X je nekone¢ny. UvaZzujme spocetnou podmnoZinu
D= {xn ‘ne N} c X . Definuyme funkci f:D —> R pfedpisem f(x,)=n. Ta je spojita,
protoze D je diskrétni. Nyni najdeme spojité rozsifeni této funkce na cely prostor X. Nejprve

najdeme (diky Uplné regularité X) spojitou realnou funkci g, tak, ze g,(x,)=1 a g,(x,)=0
pro ieN\{l}. Oznatme U,={xeX,g(x)>0}. Dale pro kazd¢é neN polozme

v

n+l

tak, Ze

n+l

= u{xl.,i e N\ {1,...,n}} v {U_j,j € {1,...,n}} a najdéme spojitou realnou funkci g
g.(x,)=1 a g.,.(,,)={0}. Polozme U, ={xeX,g,, (x)>0}. Definujme funkci
g: X —> R takto: g(x)=ng, (x) pro er_n,neN a g(x)=0 pro xeX\u{U_n,neN}. Je
ziejme Ze g|D = f°, ukdZeme, Ze g je spojita. Jelikoz Uimij=@ pro i # j, je g spojita na
U{U_n,n € N} . Volme tedy x e X\U{U_n,n € N} . Ziejme je g(x)=0. Ovsem protoze X je P-
prostor, je U{U_n,n € N} uzaviena a X \U{U_n,n € N} tedy oteviena. Proto existuje okoli U

bodu x takové, ze U < X'\ U{U_n,n € N} . Tedy g je nulové i na U a tedy spojitd v x. Tim jsme

na X nasli neomezenou spojitou funkci, a to je spor s pseudokompaktnosti X.

Diisledek 6.4
Je-1i prostor C,(X) o-spocetné kompaktni, pak X je konecny.
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Pokud bychom predpokladali pouze o-pseudokompaktnost C,(X), zavér véty 6.1 neplati.
Uvedeme piiklad 6.16 nekone¢ného pseudokompaktniho prostoru zkonstruovaného
D. B. Sachmatovem, pro ktery je C,(X) o-pseudokompaktni. Tato prace nicméné Cerpa z [1].
Déle ukaZeme, jaké vlastnosti prostoru X mizeme ocekavat, je-li C,(X) o-pseudokompaktni.
K témto vysledkim dospél Tkacuk v praci [20]. Nejprve ale zformulujeme dvé pomocna
lemmata, kterd vyuzijeme pii dikazu pozdé&jSich tvrzeni. V ditkkazu prvniho z nich vyuzijeme
faktoriza¢ni lemma ([1], Lemma 0.2.3., s. 7), které nyni zformulujeme:

Bud Y :H(Ya,a € A) sou¢inem prostorti se spocetnou bazi, X jeho husty podprostor a f
realnd spojitd funkce na X. Pak existuje spocetna mnozina B — 4 a spojita realna funkce g na

me(X) tak,ze f=gorm,.

Lemma 6.5
Necht’ X je hustd podmnozina I'. Pak X je pseudokompaktni pravé tehdy, kdyz 7,(X)=1°
pro kazdou spocetnou Bc 7.
Diikaz: Je-li 7,(X)=1" pro kazdou spocetnou B c 7, mizeme kazdou funkci f e C,(X)
napsat jako f =geor, , kde |BO| =wa geC,(I % . Protoze I™je podle Tichonovovy véty
kompaktni, je f(X)=g(I™) omezena mnozinav R a X je tedy pseudokompaktni.
Pfedpokladejme nyni naopak, ze X je pseudokompaktni. 7,(X) je hustd podmnozina
1% a zéroveni 7,(X)je pseudokompaktni a ma spodetnou bazi — jde o podprostor 1°.
Dokéazeme, ze ,(X)je kompaktni. Prostory se spofetnou bazi jsou andélské, a tedy
kompaktnost splyva se spocetnou kompaktnosti. Pfedpokladejme, Ze 7,(X)neni kompaktni,
tedy ani spocetné¢ kompaktni. Existuje tedy spofetnd podmnozina 4 c 7,(X), ktera nema

hromadny bod. Uvazujme redlnou funkci g na 4 definovanou piedpisem g(a,) = n. Ta je
neomezena a spojitd na A4, kterou uvazujeme s diskrétni topologii. Podle Tietzeho véty lze g

roz§8ifit na spojitou funkci na celém 7,(X). Pak by ale 7,(X) nebyl pseudokompaktni

prostor, a to je spor. 7,(X) je tedy kompaktni a proto 7, (X)=1".

Definice 6.6
Prostor X je b-diskrétni, jestlize kazda spocetnd mnozina 4 c X je diskrétni a kazdou spojitou

omezenou realnou funkci na 4 1ze spojité rozsifit na cely prostor X.
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Véta 6.7
Prostor X je b-diskrétni prave tehdy, kdyz C, (X, 1) je pseudokompaktni.

Diikaz: Uvédomme si, ze C,(X,I)je husty v I*, a aplikujme lemma 6.5. Pottebujeme tedy
dokazat, Ze prostor X je b-diskrétni pravé tehdy, kdyz 7z,(C (X,1))=1 ? pro kazdou
spocetnou Bc X . Necht tedy Bc X je spocetna mnozina a predpokladejme, ze X je b-
diskrétni. Protoze B je diskrétni mnozina, je C (B,1)=1 ?. A protoze kazda funkce z
C,(B,I) ma spojité rozsifeni na cely prostor X, dostdvame rovnost 7,(C, (X,1))=1 5.
DokaZzme nyni opa¢nou implikaci. Dikaz toho, Ze kazdou spojitou omezenou funkci na B lze
spojité rozsitit na cely prostor je ziejmy. Dokazme tedy, ze B je diskrétni. Zvolme libovolné
xe€B. Zvolme funkci feC (X,I) tak, ze f(x)=1, f(y)=0 pro yeB\{x}. Takova
funkce jisté existuje diky predpokladu 7,(C,(X,1)) =1 . Polozme U = f "1((%,%)). Pak

U je okolim x, které mnozinu B protind pouze v bod¢ x.

Lemma 6.8

Pro prostor X uvazujme podminky:

(1) X je b-diskrétni,

(i1) C,(X,1) je pseudokompaktni,
(i)  C,(X,I) je o-pseudokompaktni,
(iv) C: (X) je o-pseudokompaktni,
(V) C,(X,I)je o-omezeny,

(vi)  C (X)je c-omezeny.

Pak plati:

(i) < (i) = (iii) < (iv)= (v) < (vi).

Poznamka: Symbolem C: (X) znacime prostor omezenych spojitych funkci na X s topologii

bodové konvergence.

Diikaz: Prvni ekvivalence je tvrzeni pfedchozi véty, implikace (ii) = (iii), (iil) = (iv) = (vi),

(iil)) = (v)=(vi) jsou ziejmé. Dokazme nejprve implikaci (iv)=>(iii). Definujme funkci
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&R —> R takto: &(x)=x pro &(x)=x, &(x)=1 pro x>1 a £(x)=-1 pro x<-1. Potom
sloZzené zobrazeni r: f — &o f definované pro kazdou feC, (X) je retrakei C, (X) na
feC,(X,I). Ztem& restringovana funkce r| C; (X) je retrakci prostoru C; (X) na
C,(X,I). ProtoZe obraz c-pseudokompaktniho prostoru pfi spojitém surjektivnim zobrazeni

je o-pseudokompaktni, je dikaz dokoncen. Diikaz implikace (vi)=> (v) je obdobny.

Poznamka: Pokud dokazeme, ze ze c-omezenosti C,(X,I) plyne jeho pseudokompaktnost,

bude mozné vSechny implikace nahradit ekvivalencemi. Tento dikaz rozdélime do né€kolika

krok.

Lemma 6.9

Necht' Y je omezeny podprostor Za ;/=(Un )jzl je klesajici posloupnost neprazdnych

otevienych mnozin (U,,, < U, ) s prazdnym prinikem. Pak {n:Y nU, # &} je kone¢na.
Diikaz: Necht' y :(Un )::1 je posloupnost, pro kterou neplati zavér lemmatu. Pak existuje

© v r r A
a posloupnost (x,)"_ obsaZena v Y takové, Ze

4 v I3 v o
rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel (mn) -

n=1

x, €U, nYa x,¢U, , pro vSechna pfirozena n. MnoZina {Umn :neN } tvori klesajici
posloupnost  neprdzdnych  otevienych  mnoZin s prazdnym  prinikem.  Systém
V= {Umn \Wi :neN } je tedy diskrétni. Jelikoz Y je omezeny, musi byt
W,, \mmY #(J pro nejvySe kone¢n€é mnoho n. Ale x, (U, \TM)GY pro kazdé

ptirozené n, to je spor.

Lemma 6.10

Je-li C,(X,I) c-omezeny, pak jsou vSechny spocetné podmnoZiny X uzaviene.

Diikaz: Necht C,(X,[)= UE , kde vSechny mnoziny F; jsou omezené. Pfedpokladejme, Ze
i=1

tvrzeni neplati, a existuje tedy spocetnd mnozina 4 X abod x, € A\A. Definujme funkci

E:R—>R takto: &(x)=x pro xel, &(x)=1 pro x>1la &(x)=-1 pro x<—1. Potom

zobrazeni piifazujici S(x)=>E(f(x)=f(x,)) zobrazuje C,(X,D) na
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Z :{ feC (X, I): f(x,)= 0}. Mnozina Zje tedy c-omezend. Nyni budeme potiebovat

pomocné tvrzeni, které ndm umozni dokoncit dikaz lemmatu 6.10.

Sefad'me prvky spodetné mnoZiny 4 z lemmatu 6.10, tedy 4 ={x,,x,,...} .

Lemma 6.11
Pro kazdy omezeny YcZ a ¢€(0,1) existuje k=k(e)eN tak, ze f¢Y, kdykoli
f(x)=zeproi=1, .. k

Ditkaz: UvaZujme oteviené mnoZiny U, ={f eC,(X): f(x)e (5—%,1],1‘ = 1,...,k} NZ

pro n>g'. Ziejm¢ U, cU,. Oznaéme yz{Un:n>g*1}. Kdyby feny, bylo by
f(x,)=¢ pro vSechna neN. Ale f(x,)=0. Tedy f by musela byt nespojitd. Je tedy
Ny = a podle lemmatu 6.10 existuje keN takove, Ze U NY = pro n>k. Kazda

feZ,prokterouje f(x,)>eproi=1, ..., k,je prvkem Uy. Jetedy feU, cZ\Y.

Pokracujme s diikazem lemmatu 6.10. ZapiSme c-omezenou mnozinu Z jako Z = UZi , kde
i=1

Z; jsou omezené. Podle predchoziho lemmatu existuje rostouci posloupnost ptirozenych Cisel

(k,)._ takova, ze feZ\Z, kdykoli f(x,)=2" proi=1I,..k,. Zvolme spojitou nezipornou

funkei f, € Z, pro kterou je f, (x;)=1 proi=1,..k, Polozme f = 22*” /. - Nepochybné
n=1

feZ. Ale pro vSechna n a vSechna i<k, je f(x)=2"f (x,)=2". Tedy pro vSechna n

feZ ,tojesporstim,ze Z = UZi . Tim je dokazano lemma 6.10.

i=1

Pokracujme dalSim pomocnym tvrzenim, které ndm umozni dokazat, Zze ze c-omezenosti

C,(X,I) plyne jeho pseudokompaktnost.
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Lemma 6.12

Pro prostor X je ekvivalentni:

(1) X je b-diskrétni,

(1))  uzédvér kazdé spocetné A — X v kompaktifikaci X je homeomorfni kompaktifikaci
PA azaroven 4 je uzaviend v X,

(ii1))  kazda spocetnd A c X je uzaviena v X a pro vSechny disjunktni spocetné¢ 4,B c X
jsou disjunktni i jejich uzavéry v X .

Diikaz:

(1) = (1) A" je kompaktifikace 4 a kazdou omezenou funkci na 4 1ze spojité rozsifit na

X, to znamena, Ze A = LA az na homeomorfismus (viz [5], kap. d-17, str. 210).
Uzavienost 4 plyne definice b-diskrétnosti.

(i) = (1) Pro A4 c X plati A = pA < kazdou omezenou spojitou funkci na A4 lze
spojité rozsifit na X (viz [5], kap. d-17, str. 210). DokaZeme, Ze 4 je diskrétni, dikaz je
odobny jako v ptipadé véty 6.7. Zvolme libovolné x € 4. Zvolme spojitou funkei f
tak, ze f(x)=1, f(y)=0 pro ye A\ {x} . Takovou funkci najdeme diky tomu, ze X
je upIné regularni a 4\{x} uzaviena. Polozme U = f *1((%, %)) . Pak U je okolim x,
které mnoZzinu 4 protina pouze v bod¢ x.

(1) = (i11) Necht 4,Bc X jsou spocetné mnoziny. Pak i 4UB je spocetnd a tedy
diskrétni. Definujme funkci f: AUB — R takto: f(x)=1 pro xe 4, f(x)=0 pro
x € B. Tato funkce je spojita na AU B, protoze AU B je diskrétni, a lze ji spojité
rozs§ifit na X. Pak jsou ovSem uzavéry mnozin 4 a B v fX disjunktni ([6], tvrzeni
3.6.2.,s. 173).

(ii1) = (@1)  Prostor A je kompaktifikaci A4, kterd spliiuje podminku, Ze pro vSechny

disjunktni spocetné A4,,4, = A jsou disjunktni 1 jejich uzavéry v X . Pak je ovSem

podle Engelkinga ([6], tvrzeni 3.6.2., s. 173) A" homeomorfni PA.

Véta 6.13
Je-li prostor C,(X,/) c-omezeny, pak X je b-diskrétni.

Diikaz: Ukazeme, Ze pro disjunktni spocetné podmnoziny X jsou jejich uzavéry

v kompaktifikaci X disjunktni, potom se odvolame na lemmata 6.10 a 6.12.
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Predpokladejme opak, uvazujme tedy disjunktni spocetné mnoziny A= {xn ‘ne N} a
B={ v, :neN} abod zed ~B". Nyni ukaZeme, Ze mnoZiny A a B lze oddélit
otevienymi okolimi. Pro kazdé i € N najdeme otevienou mnozinu M, takovou, ze x, e M, a
ﬁi c X \B. To jisté lze diky regularité prostoru X. Symetricky najdeme oteviené mnoziny
N, takové, 7¢ y, €N, a N,c X\ A4 pro ieN. Polozme H, =U{Vk,kéi} pro ieN.
Polozme U = U{M N\H,ieN } . Mnozina U je zfejm¢ oteviena a je nadmnoZzinou mnoziny 4
— kazdy prvek A totiz patii do M, pro néjaké ieN a nepatii do H, pro Z4dné ieN.
Oznacime-li V =int(X \U), pak U a V jsou hledané okoli odd¢lujici mnoziny 4 a B. V dalsi

argumentaci budeme potiebovat pouze disledek odd¢litelnosti 4 a B a to sice ten, ze existuji

posloupnosti otevienych mnozin y =(U,)" a n=(V,)  takové, ze (Uy)n(un)=9 a

x €U,y eV, n=12,...

Nyni zformulujeme pomocné lemma.

Lemma 6.14

Necht ¥ je omezend podmnozina C,(X,l)a ¢ e (O,l) . Pak existuje k =k(g)e N takove, ze
feC,(X,D)\Y,kdykoli f(x,)2¢,f(y)<-¢ proi=L..k(¢).
Diikaz: Uvazujme pro kazdé n > &' oteviené mnoZiny
U = {f €C,(X0): f()ele- Y 1] /() e [—1,—g+%),i - 1n} .
Evidentné¢ mnoZiny (U , ):;1 tvofi klesajici posloupnost. Kdyby fenU,, bylo by

f(x)=e, f(y)<—¢ pro kazdé i>¢"'. Protoze z eda” mﬁﬂx, neslo by funkci f spojité
rozsifit na X U{z}. Proto musi byt NU, =& . PouZijeme-li stejnou argumentaci jako
v diikazu lemmatu 6.10, dostavame, Ze U, NY # & pro nejvySe konecné¢ mnoho n € N. Tedy

existuje k € N, pro které¢ U, NY =, to je hledané ¢islo k(e).
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Vratme se k dikazu véty 6.13. Predpokladejme, ze C, (X,1)= UE. , kde F; jsou omezené.

i=1
Uzitim lemmatu 6.14 dostavame existenci rostouci posloupnosti pfirozenych c¢isel (k,. ):11 , pro
kterou plati, Ze f ¢ F ,pokud f(x,)=2", f(y,)<-2"proi=1,... k.

Zvolme funkce f,,g, €C ) (X, 1) takové, ze

£,20,g,<0a £ UM0HcU,.g, UMOHV,, f(x,)=-g,(x,)=1.

kﬂ kn 0 0
Polozme d, =2"" (Zflj a s, =2" (Z gi]. Potom funkce /= Zdﬂ +an je prvkem
i=1 i=1

n=1 n=1

C,(X,I). Ale h(x))= f,(x)27" =2" a h(y,) < g,(y,)2" =2" pro viechna i = I,...k,. Tedy

h ¢ F, pro zadn¢ n piirozené, coZ je spor s rovnosti C (X,1)= UE . Tim je dokazéna véta
i=1

6.13.

Nyni jsme schopni vSechny implikace v lemmatu 6.8 nahradit ekvivalencemi.
Pokra¢ujme Tkacukovym vysledkem, ktery dava podminky pro o-pseudokompaktnost, a

dokonce c-omezenost C,(X).

Véta 6.15

Pro prostor X je ekvivalentni:

(1) X je pseudokompaktni a b-diskrétni,

(1)  Cy(X) je o-pseudokompaktni,

(i1))  C,(X) je c-omezeny.

Diikaz:

(1) = (1) X je pseudokompaktni, coz implikuje, ze Cj (X)=C,(X).

(i) =>(iii))  Ziejmé plati.

(ii1) = (1) Je-li C,(X) c-omezeny, je c-omezeny 1 Cy(X,]) (viz lemma 6.8), X je tedy b-
diskrétni. Uspenskij [21] dokazal, ze X je pseudokompaktni prave tehdy, kdyz
uniformni prostor C,(X) je o-totdln€¢ omezeny. K dokonceni ditkazu staci
ukazat, Ze kazdd omezena mnozina B v C,(X) je totdlné¢ omezend pro kazdou

kompatibilni uniformitu. Kdyby tomu tak nebylo, existovala by na C,(X)

stejnomérné spojitd pseudometrika d a posloupnost ( f )OO

., VB tak, ze
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d(f,,f,)>1 pro m#n. Funkce ®:{f, :neN}—>R definovana pfedpisem
®(f ) =n ma spojité rozsifeni na cely prostor C(X) s topologii indukovanou
pseudometrikou d. Toto rozSifeni je ale spojité i v topologii bodové

konvergence. Tedy B neni omezena v C,(X), coZ je spor.

Nyni uvedeme piiklad nekonecného prostoru, pro ktery je C,(X) o-pseudokompaktni.

Tim ukéZeme, Ze vétu 6.1 a disledek 6.4 nelze zobecnit na 6-pseudokompaktni prostory.

Priklad 6.16

Existuje nekone¢ny pseudokompaktni prostor X;, takovy, ze C,(X;) je o-pseudokompaktni.
Dikaz: Necht M zna¢i minimalni dobfe uspofddanou mnozinu kardinality 2”a necht

1" =TJ{l,:eM}je Tichonovova krychle véhy 2°. Pro BcM nechf 7z, znadi
obvyklou projekci 7/ — I°.

Necht G={xe]M :‘{a eM:x,(x)# 0}‘3&)} < I". Pak |G|=|M|=2". Ocislujme
prvky mnoziny G, tedy zapisme G jako G={g,:a €M} tak, aby pro kazdy geG platilo
‘{a eM:g= ga}‘ =2“. Necht E zna¢i systém vSech nejvySe spocetnych podmnozin M.
Ocislujme prvky systému E, E = {Aﬂ pPe M} tak, aby ‘{ﬂ eEM:A= Aﬂ}‘ =2 pro vSechny

AeE .Prokazdé a € M zvolime bod x, € I"' nasledovné:

ﬂy(xa):ﬂy(ga) pro 7£a)
7, (x,)=1 pro y>a,a€d,,
7, (x,)=0 pro y>a,a¢ 4, .

Hledanym prostorem X, je prostor X, ={x, :a e M} I". Ukazeme, Ze pro kazdou
spodetnou mnozinu Bc M je m,(X)=I1°, tim podle lemmatu 6.5 dokdZzeme
pseudokompaktost X;. Bud’ tedy gel”. Existuje a>sup{d:ye B} tak, 7e g=rm,(g,).
Proto g =m,(x,).

Nyni dokdzeme, Ze X; je b-diskrétni. Dokézeme, ze pro X; plati podminka (iii) z véty
6.12. M¢jme tedy disjunktni spocetné mnoziny M,,M,c X . Zvolme OeM tak, Ze

O>supM, UM, a A,=M,. Potom pro a €M, dostdvame r,(x,)=1 a pro a €M, plati
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7y(x,)=0. Tedy mnoziny {x,:aeM,} a {x,:aeM,} je mozné oddélit spojitou funkci.

Kompaktifikaci prostoru X; je prostor I". Funkci 7z, je mozné dle Tietzeho véty spojité

111// 111//
rozsifit na cely prostor /", a tedy lze oddélit i mnoZiny {x,:aeM,} a{x,:aeM,}

JakoZto vzory uzavienych mnozin {0} a {1} pii spojitém zobrazeni jsou mnoZiny
{x,:aeM} a {x,:aeM,} uzaviené v X,. Tim jsme ukazali, Ze je splnéna podminka (iii)

z véty 6.12. To znamena, ze X; je b-diskrétni, a to s jiz dokazanou pseudokompaktnosti podle

véty 6.15 implikuje, ze C,(X;) je 6-pseudokompaktni.
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Zavér

Cilem této prace bylo podat ucelenou formou poznatky o prostorech spojitych funkci
s topologii bodové konvergence. Hlavnim pfedmétem zijmu byla charakteristika
jsou véty 3.9 (vysledek J. Orihuely) a 3.18 (vysledek M. O. Asanova a N. V. Velicka), které
ve dvou rtiznych smérech zobeciiuji Grothendieckovu vétu. Véta 3.9 klade slabsi podminky
na prostor, v némz pracujeme, véta 3.18 naopak na urcitou mnozinu spojitych funkci na
daném prostoru, jejiz relativni kompaktnost véty dokazuji (véta 3.9 dokazuje dokonce o néco
vice). Véta 3.18 je dale zobecnéna vétou 3.21. Zaveéry téchto vét se ale obecné nezachovavaji
topologickym soudinem (jak ukazuje kapitola 4). Caste¢nou napravou jsou vysledky
W. Govaertse uvedené v kapitole 5, zejména lemmata 5.9 — 5.11, byt jejich pfedpoklady jsou
siln€jsi nez u vét Grothendieckova typu. Tato lemmata vymezuji podtiidu prostorti, pro které
plati zavér obdobny zaveéru véty 3.9, a kterd je uzaviena i na topologicky soucin.

Od studia kompaktnich podmnozin prostort spojitych funkci jsme piesli ke zkoumani
kompaktnosti celého prostoru, coz bylo naplni kapitoly 6. Ukazalo se, ze pojem kompaktnosti
je prili$ silny a prostory spojitych funkei maji tuto vlastnost jen v trividlnich ptipadech, dalsi
studium se proto vénovalo obecnéjSim pojmim souvisejicim s kompaktnosti, jako je spocetna
kompaktnost a pseudokompaktnost. Nejvyznamnéjsim vysledkem kapitoly je véta 6.15
(V. V. Tkacuk), ktera charakterizuje prostor X, je-li prostor C,(X) o-pseudokompaktni, a dale
véta 6.1 (A. V. Archangelskij) v kontrastu s piikladem 6.16 (D. B. Sachmatov). Ty spole¢né
vymezuji jakousi hranici mezi jednotlivymi formami kompaktnosti. Véta 6.1 a jeji dasledky
na jedné strané fikd, Ze za urcitych predpokladii na prostor C,(X) je prostor X kone¢ny (a tedy
pomérné nezajimavy), naopak piiklad 6.16 jen za mirné zeslabenych piedpokladi ukazuje
existenci bohaté tfidy netrividlnich prostort. Ptiklad 6.16 navic ukazuje, ze vétu 3.21 nelze

dale zobecnit na pseudokompaktni prostory.
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