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4 Rozšǐrováńı neomezených spojitých funkćı 37
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Vedoućı bakalářské práce: prof. RNDr. Miroslav Hušek, DrSc.
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Kapitola 1

Úvod

Ćılem této diplomové práce je sledovat vývoj
”
rozšǐrovaćıch vět“ a bohatou škálu jejich

d̊ukaz̊u. Předpokládejme, že máme dány topologické prostory X a Y a uzavřenou množinu
A v X. Naš́ım úkolem je určit podmı́nky, aby každé spojité zobrazeńı f z A do Y mohlo
být spojitě rozš́ı̌reno na zobrazeńı F : X → Y , které se na A shoduje s f . V následuj́ıćıch
kapitolách si představ́ıme pestrost př́ıstup̊u, které nám matematici ve dvacátém stolet́ı zane-
chali. Zároveň je uvedeme v obecněǰśı podobě, než byly vysloveny, a použijeme dnes běžně
už́ıvaná označeńı. V poznámkách budeme zjǐst’ovat, zda se nemohly podobné d̊ukazy využ́ıt
i pro stejnoměrnou spojitost. Uvid́ıme, že mnoho výsledk̊u bylo možné źıskat dř́ıve, než se
jim na začátku padesátých let začal věnovat Miroslav Katětov.

V této úvodńı části uvedeme základńı pozorováńı. Kapitola 2 se zaměř́ı na situaci, kdy
bude X metrický prostor, zat́ımco následuj́ıćı odd́ıl 3 již tento předpoklad vynechá. V obou
budeme prozat́ım uvažovat omezené reálné funkce f a neomezenými funkcemi se začneme
zabývat v kapitole 4. Daľśı část 5 nám představ́ı výsledky týkaj́ıćı se obecněǰśıch, nejen
reálných zobrazeńı. Předvedeme si také výsledky ohledně rozšǐrováńı pseudometrik v části 6.
Odd́ıl 7 uvede pomocná tvrzeńı, která se v pr̊uběhu předešlých část́ı využij́ı, a źıskané výsledky
shrneme v závěrečné kapitole 8 do přehledného diagramu.

1.1 Základńı pozorováńı

Běžně budeme využ́ıvat definice z Engelkingovy Obecné topologie (General Topology, [11]).
Na úvod však uved’me některá základńı označeńı pro následuj́ıćı pasáže.

Definice 1.1.1. (B (A, r).) Jestliže (X, %) je metrický prostor, bod x v X a r je kladné
reálné č́ıslo, pak jako otevřenou kouli se středem v bodě x a poloměrem r označ́ıme množinu
B (x, r) = {y ∈ X : % (x, y) < r}. Pro A j X necht’

B (A, r) = {y ∈ X : y ∈ B (x, r) pro nějaké x ∈ A} .

Definice 1.1.2. (Spojité a stejnoměrně spojité zobrazeńı.) Necht’ (X, τ) a (Y, σ) jsou dva
topologické prostory a A j B j X. Zobrazeńı f : A → Y je spojité na A vzhledem k B,
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jestliže pro každé x ∈ X a V ∈ σ okoĺı f (x) existuje U ∈ τ takové, že je f (U ∩B) j V .
Pokud B = A, ř́ıkáme, že f je spojité na A, a pokud A = X, stručně nazveme f spojitým
zobrazeńım.

Pokud (X,U) a (Y,V) jsou uniformńı prostory a A, B dvě podmnožiny X takové, že
A j B j X. Zobrazeńı f : A → Y je stejnoměrně spojité na A vzhledem k B, pokud
k libovolnému V ∈ V existuje U ∈ U , pro něž plat́ı (f (x) , f (y)) ∈ V , jakmile x ∈ A, y ∈ B a
(x, y) ∈ U . Stejnoměrně spojitá zobrazeńı na A vzhledem k A budeme nazývat stejnoměrně
spojitá na A.

Poznámka 1.1.3. Uvědomme si, že jsou-li X, Y1, . . . , Yn topologické prostory, n ∈ N,

pak zobrazeńı f = (f1, . . . , fn) z X do
n∏
k=1

Yk = Y1 × · · · × Yn je spojité, právě když všechna

f1 : X → Y1, . . . , fn : X → Yn jsou spojitá. Dokážeme-li proto, že spojité zobrazeńı
definované na uzavřené podmnožině A prostoru X do Y lze spojitě rozš́ı̌rit na F : X → Y ,
pak pro libovolné n ∈ N také každé spojité zobrazeńı f̃ : A → Y n p̊ujde spojitě rozš́ı̌rit na
F̃ : X → Y n. Speciálně umı́me-li rozšǐrovat spojitá zobrazeńı z A do R, pak rovněž umı́me
rozšǐrovat spojitá zobrazeńı z A do C.

Podobně existuje-li pro uniformńı prostory (X,U) a (Y,V) a podmnožinu A v X ke
stejnoměrně spojitému zobrazeńı f : A → Y stejnoměrně spojité zobrazeńı F : X → Y ,
F |A = f , pak k libovolnému stejnoměrně spojitému f̃ : A→ Y n, n ∈ N, existuje stejnoměrně
spojité F̃ : X → Y n takové, že F |A = f .

Poznámka 1.1.4. Pokud pro topologický prostor X (resp. uniformńı prostor (X,U)),
ve kterém lež́ı neprázdná podmnožina A, umı́me spojitě rozš́ı̌rit spojitou (resp. stejnoměrně
spojitou) funkci f : A → R na F̃ : X → R, pak existuje jej́ı spojité (resp. stejnoměrně
spojité) rozš́ı̌reńı F na X, pro které nav́ıc

inf
x∈X
{F (x)} = inf

a∈A
{f (a)} , sup

x∈X
{F (x)} = sup

a∈A
{f (a)} .

Stač́ı definovat

F (x) = min

{
max

{
F̃ (x) , inf

a∈A
{f (a)}

}
, sup
a∈A
{f (a)}

}
.

Pokud je f omezená, je i F omezená.
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Kapitola 2

Rozšǐrováńı omezených reálných
funkćı z metrických prostor̊u

V této kapitole dokážeme mnoha zp̊usoby slavnou Tietzeovu větu, která ř́ıká, že je-li (X, %)
metrický prostor a A jeho uzavřená podmnožina, pak každou omezenou spojitou reálnou
funkci definovanou na A lze spojitě rozš́ı̌rit na celé X.

2.1 Lebesgue 1907

Prvńı, jehož práci ohledně rozšǐrováńı spojitých funkćı si předvedeme, je Henri Lebesgue.
Jeho motivace se týkala studia Dirichletova problému. Uvedl, že je-li A omezená perfektńı
množina v rovině R2, na ńıž je definovaná spojitá omezená funkce f , potom existuje F spojitě
rozšǐruj́ıćı f na celé R2. V d̊ukaze rozložil śıt’ čtverc̊u s neprot́ınaj́ıćımi se vnitřky a délkou
strany 1

2n
, n = 0, 1, 2, . . . Funkci F definoval předpisem, který si uvedeme v d̊ukazu, a pak

zobrazeńı lineárně rozš́ı̌ril na úsečky. My zde Lebesgueovu základńı myšlenku z [24] zobecńıme
na Rn podle Tietzeova pozděǰśıho podobného př́ıstupu ze článku [29].

Věta 2.1.1. Jestlǐze A je uzavřená podmnožina eukleidovského prostoru Rn, n ∈ N, a
f omezená spojitá reálná funkce definovaná na A, pak lze f spojitě rozš́ıřit na zobrazeńı
F : Rn → R.

D̊ukaz. Předpokládejme, že A je neprázdné, jinak tvrzeńı plat́ı triviálně. Necht’ K0 znač́ı
systém n–dimenzionálńıch krychĺı s délkou hrany 1 a vrcholy s celoč́ıselnými souřadnicemi,
které neprot́ınaj́ı A. Symbolem K1 označujme systém n–dimenzionálńıch krychĺı, které maj́ı
délku hrany 1

2
a vrcholy se souřadnicemi z množiny

{
z
2

: z ∈ Z
}

, které neprot́ınaj́ı A a
nejsou obsaženy v K0. Obecně máme-li definované K0, K1 až Kk pro nějaké k ∈ N∪{0}, pak
necht’ Kk+1 je systém n–dimenzionálńıch krychĺı K s délkou hrany 1

2k+1 a vrcholy v množině({
z

2k+1 : z ∈ Z
})n

neprot́ınaj́ıćıch A a takových, že K 6⊂
k⋃
i=0

Ki
(

=
k⋃
i=0

⋃
H∈Ki

H

)
. Označme

K =
∞⋃
i=0

Ki.
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Ve vrcholu x ∈ X \ A nějaké krychle K ∈ K zadefinujme

F (x) = lim
γ→0+

inf
{z∈A: %(x,z)<%(x,A)+γ}

{f (z)} .

Označme e1 = [1, 0, . . . , 0] , e2 = [0, 1, 0, . . . 0] , . . . , en = [0, . . . , 0, 1] kanonickou bázi v Rn.
Necht’ x = [x1, . . . , xn] a y = [y1, . . . , yn] jsou dva body, v nichž jsme definovali F , se stejnými
(n− 1) souřadnicemi (bez újmy na obecnosti x1 < y1 a x2 = y2, . . . , xn = yn) a takové, že
v žádném bodě z = [z1, x2, . . . , xn], x1 < z1 < y1, ještě F definované neńı. Pak jej lineárně
rozšǐrme na celou úsečku mezi body x, y.

Uvažujme, že máme F definované na stranách obdélńıku K ∈ K bez újmy na obec-
nosti s vrcholy v bodech [x1, x2, x3, . . . , xn], [x1 + a1, x2, x3, . . . , xn], [x1, x2 + a2, x3, . . . , xn] a
[x1 + a1, x2 + a2, x3, . . . , xn] pro nějaká a1, a2 ∈ R. Potom jej pro z1 v intervalu (x1, y1) mezi
body [z1, x2, x3, . . . , xn] a [z1, x2 + a2, x3, . . . , xn] definujme lineárně.

Obecně je-li F známé ve stěnách k–rozměrného kvádru z K, k ∈ {1, . . . , n}, tzn. pro
[x1, . . . , xn] ∈ Rn a nějaká reálná a1, . . . , ak > 0 např. ve všech bodech

[x1, x2, . . . , xn] +
k∑
j=1

tjajej : kde t1, . . . , tk ∈ [0, 1] , t1 = 0 nebo t1 = 1

nebo . . . nebo tk = 0 nebo tk = 1,

a uvnitř tohoto kvádru zat́ım definované neńı, pak jej zde mezi body

[z1, . . . , zk−1, xk, . . . , xn] a [z1, . . . , zk−1, xk + ak, . . . , xn] ,

kde z1 ∈ [x1, x1 + a1], . . . , zk−1 ∈ [xk−1, xk−1 + ak−1] (a aspoň jedno lež́ı uvnitř intervalu),
lineárně dodefinujeme.

Protože každý bod x ∈ X \A má kladnou vzdálenost δ od A a plat́ı-li pro nějaké k ∈ N,

že
√
n

2k
< δ, pak x určitě lež́ı uvnitř nebo na hranici některé krychle z

k⋃
i=0

Ki. To znamená, že

jsme v něm F určitě definovali. Na A položme F = f .
Jestliže x lež́ı na hranici A, pak ke kladnému ε existuje δ > 0 takové, že |f (x)− f (z)| < ε

pro všechna z ∈ B (x, δ)∩A. Označme k takové přirozené č́ıslo, aby
√
n

2k
< δ

4
. Krychĺı z

k⋃
i=0

Ki

prot́ınaj́ıćıch B
(
x, δ

4

)
může být jenom konečně mnoho. Každá z nich má kladnou vzdálenost

od x. Pokud existuje alespoň jedna, položme

δ̃ = min
K∈

nS
i=0
Ki: K∩B(x, δ4)6=∅

ff {% (x,K)} ,

v opačném př́ıpadě δ̃ = δ
4
. Každý bod z množiny B

(
x, δ̃
)
∩ (X \ A) lež́ı v krychli K ∈ K,

která je celá obsažená v B
(
x, δ

2

)
.

Necht’ y je vrchol některé krychle z K celé lež́ıćı v B
(
x, δ

2

)
. Pro kladné γ menš́ı než

δ
2
− % (x, y) a bod z ∈ A takový, že % (y, z) < % (y, A) + γ, je vzdálenost % (y, z) < δ

2
. Proto

% (x, z) 5 % (x, y) + % (y, z) < δ, d́ıky čemuž f (z) lež́ı v intervalu (f (x)− ε, f (x) + ε). Pro

všechna y z B
(
x, δ̃
)
∩ (X \ A) tak muśı platit

F (x)− ε 5 F (y) 5 F (x) + ε.
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Na X \ A vyplývá spojitost z toho, že každý bod lež́ı v nejvýše 2n krychĺıch z K. Pro
libovolné k ∈ N a K ∈ K je restrikce F |K lipschitzovská s konstantou1 2k+1M , pokud
|f | 5 M na A, protože F ve dvou sousedńıch vrcholech K, které jsou od sebe vzdáleny 1

2k
,

může nabývat hodnot M a −M , takže na úsečce s těmito krajńımi body má lipschitzovskou
konstantu 2k+1M . Kdyby existovaly body x, y ∈ K takové, že |F (x)− F (y)| > 2k+1M ,
nebylo by |F | omezené konstantou M . �

Poznámka 2.1.2. Ačkoliv si Lebesgue tuto otázku nepokládá, zkusme nast́ıněný př́ıstup
použ́ıt za předpokladu, že na omezené2 podmnožině A v metrickém prostoru (X, %) máme
omezenou stejnoměrně spojitou funkci f . Lze ji stejnoměrně spojitě rozš́ı̌rit na Rn? Odpověd’

zńı, že ano.

D̊ukaz. Necht’ A 6= ∅. Dı́ky poznámce 7.0.2 můžeme o A můžeme předpokládat, že je
uzavřená. Pro ε > 0 je možné naj́ıt δ > 0 takové, aby pro všechna x, y ∈ A ve vzdálenosti
% (x, y) < δ platilo |f (x)− f (y)| < ε. Zvolme k ∈ N, aby

√
n

2k
< δ. Dı́ky omezenosti A existuje

pouze konečný počet krychĺı z
k⋃
i=0

Ki, které prot́ınaj́ı B
(
A, δ

2

)
. Necht’ δ′ ∈ (0, δ) nav́ıc splňuje

δ′ < min(
K∈

kS
i=0
Ki: K∩B(A, δ2)6=∅

) {% (K,A)} .

Jelikož existence krychle K ∈
k⋃
i=0

Kk se vzdálenost́ı menš́ı než δ′

2
od A, tj. také prot́ınaj́ıćı

B
(
A, δ

2

)
, vede ke sporu δ′ < % (K,A) < δ′

2
, proto každé y ∈ B

(
A, δ

′

2

)
lež́ı jen v krychĺıch

K ∈ K s délkou hrany nejvýše 1
2n+1 < δ

2
. Takže každá taková krychle K je celá obsažena

v δ–okoĺı A, tj. v B (A, δ), a odtud |F (x)− F (y)| 5 ε, kdykoliv x ∈ A a y ∈ B
(
x, δ

′

2

)
, čili

F je stejnoměrně spojitá na A vzhledem k Rn.
Pro pevné r > 0 necht’ k ∈ N splňuje 1

2k
< r. Každé x ∈ Rn \ B (A, r) lež́ı v nějaké

krychli K s délkou hrany alespoň r, tj. x ∈
k⋃
i=0

Ki. Z předchoźıho d̊ukazu v́ıme, že na každé

krychli K ∈
k⋃
i=0

Ki je F |K lipschitzovská s konstantou 2k+1M , pokud |f | 5 M na A. Pro

každé δ ∈
(
0, 1

2k

)
proniká δ–okoĺı bodu x ∈

k⋃
i=0

Ki nejvýše 2n krychĺı z K, a tak F | kS
i=0
Ki

a

odtud F |X\B(A,r) jsou stejnoměrně spojité na X \B (A, r).
Dı́ky poznámce 7.0.4 v́ıme, že je F stejnoměrně spojitá na celém prostoru Rn. �

Př́ıklad 2.1.3. Důkaz předchoźı poznámky by selhal, kdyby A nebylo omezené, jak

1Reálná funkce F definovaná na metrickém prostoru (X, %) je lipschitzovská s konstantou L > 0, pokud
|F (x)− F (y)| 5 L · % (x, y) pro všechna x, y ∈ X. Každé lipschitzovské zobrazeńı je stejnoměrně spojité.

2Jak uvid́ıme později, tvrzeńı plat́ı na metrických prostorech i pro neomezené podmnožiny A, avšak
v tomto d̊ukazu muśıme sáhnout k výjimce, aby bylo možné pro n ∈ N naj́ıt δ–okoĺı A, které nebude prot́ınat

žádná krychle z
n⋃

k=0

Kk. Že se jedná o d̊uležitý předpoklad, ukazuje následuj́ıćı př́ıklad 2.1.3.
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ukazuje v rovině R2 diskrétńı množina

A =

{(
2k, 1− 1

k

)
,

(
2k +

1

2
, 1− 1

k

)
,

(
2k + 1, 1− 1

k

)
∈ R2 : k ∈ N

}
a funkce

f

(
2k, 1− 1

k

)
= 0, f

(
2k +

1

2
, 1− 1

k

)
= 1 a f

(
2k + 1, 1− 1

k

)
= 0 pro k ∈ N.

Funkce F je nulová ve všech vrcholech s druhou souřadnićı větš́ı nebo rovnou 1, a tak je
nulová na celé množině {(x, y) ∈ R2 : y = 1}. Jenže v

{
f
(
2k + 1

2
, 1− 1

k

)
: k ∈ N

}
muśı mı́t

hodnotu 1, a tak F nemůže být stejnoměrně spojitá.

2.2 Tietze 1915

Následuj́ıćı odd́ıl se zakládá na práci [29] Heinricha Tietzeho, který se zabýval stu-
diem Carathéodoryho–Fejérova problému o rovinných Jordanových křivkách. Pro zaj́ımavost
uved’me, že ji publikoval v roce 1915, když p̊usobil v Brně. Zat́ımco obvykle už́ıvaná Tiet-
zeova věta 2.2.7 hovoř́ı o spojité funkci f definované na A, sám autor nejprve předpokládá,
že f je definovaná na celém X a spojitá na A (nejen vzhledem k A, ale vzhledem k celému
X) a tvrd́ı, že potom existuje funkce F spojitá na X, která se na A shoduje s f . K d̊ukazu
klasické Tietzeovy věty pak postač́ı spojitou funkci na A rozš́ı̌rit na celé X, aby spojitost
z̊ustala zachována i na hranici.

Předvedeme si dva d̊ukazy prvńıho tvrzeńı. Prvńı z nich je vztažený k eukleidovskému
prostoru X = Rn, n ∈ N, ve kterém rozlož́ıme śıt’ n–dimenzionálńıch krychĺı a funkci F
postupně definujeme ve vrcholech, hranách, 2–dimenzionálńıch, . . . , (n− 1)–dimenzionálńıch
stranách. Podobá se postupu Henriho Lebesguea z části 2.1 – Lebesgue̊uv d̊ukaz jsme zobecnili
právě v duchu Tietzeho př́ıstupu – avšak Tietze uvedený článek necituje a patrně tento
výsledek neznal.

Věta 2.2.1. Předpokládejme, že A je uzavřená podmnožina Rn. Ke každé omezené reálné
funkci f : Rn → R spojité na A existuje F : Rn → R spojitá na celém Rn, která se na A
shoduje s f a na jeho doplňku nabývá vyšš́ıch hodnot než f .

D̊ukaz. Předpokládejme, že A 6= ∅, jinak je tvrzeńı triviálńı. Stejně jako ve větě 2.1.1

mějme systém K =
∞⋃
i=0

Ki n–dimenzionálńıch krychĺı takových, že pro libovolné k ∈ N ∪ {0}

maj́ı krychle z Kk vrcholy v množině
({

z
2k

: z ∈ Z
})n

, délku hrany 1
2k

, neprot́ınaj́ı A a

K 6⊂
k−1⋃
i=0

Ki. Pro k ∈ N ∪ {0} necht’

Mk = sup
{y∈K: K∈Kk}

{f (y)} .

Jestliže x ∈ X \ A je vrchol nějaké krychle K ∈ K, definujme

G (x) = max
{k∈N∪{0}: x∈Kk}

{Mk} .
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Index̊u k ∈ N ∪ {0} takových, že x ∈ Kk, může být nejvýše 2n. V každém vrcholu krychle
K ∈ K má z definice G hodnotu větš́ı nebo rovnu funkčńı hodnotě v libovolném bodě této
krychle. Nyńı stejně jako v citované větě G postupně lineárně dodefinujme na hrany krychĺı,
potom stěny, . . . a nakonec na celé krychle z K. Na A položme G = f .

Jestliže x lež́ı na hranici A, pak ke kladnému ε existuje δ > 0 takové, že |f (x)− f (y)| < ε

pro všechna y ∈ B (x, δ). Speciálně všechny krychle z K, které obsahuj́ı y ∈ B
(
x, δ

2
√
n

)
, lež́ı

v B (x, δ), což implikuje |G (x)−G (y)| 5 ε a spojitost G na A. Na X \A vyplývá spojitost
z toho, že jsme G konstruovali lineárně mezi jednotlivými body.

Požadujeme-li F > f na X \ A, stač́ı pro x ∈ X položit F (x) jako součet G (x) a
vzdálenosti x od A. �

Poznámka 2.2.2. Doplňme, že pokud je f stejnoměrně spojitá na omezené podmnožině
A metrického prostoru (X, %), pak je G (a t́ım pádem i F ) stejnoměrně spojitá na celém Rn.

D̊ukaz. Necht’ A 6= ∅. Podobně jako v d̊ukazu poznámky 2.1.2 je vidět, že je G stej-
noměrně spojitá, stač́ı se obrátit k poznámce 7.0.4. K ukázáńı stejnoměrné spojitosti na A
(vzhledem k Rn) najděme k ε > 0 takové δ > 0, aby pro všechna x ∈ A a y ∈ B (x, δ) platilo

|f (x)− f (y)| < ε. Dále at’ k ∈ N splňuje
√
n

2k
< δ a pro δ′ ∈ (0, δ) plat́ı

δ′ < min(
K∈

kS
i=0
Ki: K∩B(A, δ2)6=∅

) {% (K,A)} .

Pak |G (x)−G (y)| 5 ε, kdykoliv x ∈ A a y ∈ B
(
x, δ

′

2

)
.

Pro pevné r > 0 je F |X\B(A,r) lipschitzovská a stejnoměrně spojitá na X \B (A, r). �

Př́ıklad 2.2.3. Ukažme si, že předpoklad omezenosti množiny A v předchoźı poznámce
byl kĺıčový. V rovině X = R2 necht’

A =

{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ [n, n+ 1) , y ∈

[
0, 1− 1

n

]
pro nějaké n ∈ N

}
.

Definujme

f (x, y) =

{
0, x ∈ R, y 5 3

2
,

1, x ∈ R, y > 3
2
.

Množina A je uzavřená v X, ale neńı omezená, a funkce f je stejnoměrně spojitá na A
vzhledem k X. Jenže v každém bodě [n, 1], n ∈ N, má G hodnotu 1, nebot’ supremum f přes
čtverec s vrcholy [n, 1], [n+ 1, 1], [n+ 1, 2], [n, 2] má hodnotu 1. Ale v bodě z =

[
n, 1− 1

n

]
,

n ∈ N, nabývá G hodnoty f (z) = 0, takže G neńı stejnoměrně spojitá na A.

Elegantněǰśı a předevš́ım obecněǰśı d̊ukaz věty 2.2.1 pro metrický prostor X podává Tietze
v tomtéž článku.

Věta 2.2.4. Necht’ A je uzavřená podmnožina metrického prostoru (X, %) a f : X → R
omezená reálná funkce, která je spojitá na A. Potom existuje funkce F : X → R spojitá na
celém X taková, že F = f na A a F > f na X \ A.
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D̊ukaz. V př́ıpadě, že A je prázdná množina, můžeme F definovat jako konstantńı
funkci s libovolnou hodnotou větš́ı než sup

z∈X
{f (z)}. Pro A 6= ∅ bez újmy na obecnosti

předpokládejme, že existuj́ı λ > 0 a M > 0 tak, že M = f > λ na X. Definujme

G (x) =


f (x) , x ∈ A,

sup
z∈X

{
f(z)

(1+%(x,z))
1

%(x,A)

}
, x ∈ X \ A.

Vid́ıme, že G (x) = f (x) na X.
Ukažme, že G je spojitá na A. Na vnitřku A se shoduje s f a z předpokladu je spojitá.

Necht’ x lež́ı na hranici A a je dáno kladné ε < λ
2
. Množina

U1 = {z ∈ X : f (x)− ε < f (z) < f (x) + ε}

je d́ıky spojitosti f na A okoĺım x. Necht’ ϑ > 0 je poloměr koule B (x, ϑ), která lež́ı v U1, a
necht’ δ > 0 tak, že (

1 +
ϑ

2

) 1
δ

>
2M

λ
.

Pokračujme definićı U2 = B
(
x, ϑ

2

)
∩B (x, δ). Pro y ∈ U2 ∩ (X \ A) a z ∈ X \ U1 je

f (z)

(1 + % (y, z))
1

%(y,A)

5
M(

1 + ϑ
2

) 1
δ

<
M
2M
λ

<
λ

2
< f (x)− λ

2
< f (x)− ε.

Jelikož G (y) = f (y) > f (x)− ε, potom

f (x)− ε < f (y) 5 G (y) = sup
z∈X

{
f(z)

(1+%(y,z))
1

%(y,A)

}
=

= sup
z∈U1

{
f(z)

(1+%(y,z))
1

%(y,A)

}
5 sup

z∈U1

{f (z)} 5 f (x) + ε

a funkce G je spojitá v x ∈ A.
Zobrazeńı G je spojité na X \ A, protože je stejnoměrně spojité na X \ B (A, r) pro

každé r > 0. Každá metrika % je podle poznámky 7.0.5 stejnoměrně ekvivalentńı omezené
metrice min {%, 1}, a proto bez újmy na obecnosti předpokládejme, že % je omezená č́ıslem
1. Definujme pro x ∈ X \ A a z ∈ X

h (x, z) = (1 + % (x, z))
1

%(x,A) = exp

(
log (1 + % (x, z))

% (x,A)

)
.

Jelikož je čitatel i jmenovatel exponentu omezený a stejnoměrně spojitý na (X \B (A, r))×A,
je i funkce h|(X\B(A,r))×A stejnoměrně spojitá na (X \B (A, r)) × A. K libovolnému ε > 0
speciálně existuje δ > 0 takové, že pro libovolné z ∈ X a všechna x, y ∈ X \ B (A, r) ve
vzdálenosti % (x, y) < δ plat́ı

|h (x, z)− h (y, z)| < ε

M
.
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Pro x ∈ X\B (A, r) existuje zx ∈ X takové, že G (x) < f (zx)h (x, zx)+ε. Vezměme libovolné
y ∈ B (x, δ) \B (A, r), pro něž G (x) = G (y). Pak

G (x)−G (y) < f (zx)h (x, zx) + ε− f (zx)h (y, zx) 5M · ε
M

+ ε = 2ε,

a tak, at’ vezmeme r > 0 jakékoliv, funkce G|X\B(A,r) je stejnoměrně spojitá na X \B (A, r).
Na závěr v́ıme, že x 7→ % (x,A) je stejnoměrně spojité zobrazeńı nulové na A a s kladnými

hodnotami na X \ A. Zbývá položit

F (x) = G (x) + % (x,A) , x ∈ X.

�

Poznámka 2.2.5. K Tietzeho práci doplňme poznámku o stejnoměrné spojitosti. Jestliže
(X, %) je metrický prostor s podmnožinou A a f omezené zobrazeńı z X do R, které je
stejnoměrně spojité na A vzhledem k X, pak existuje funkce F : X → R stejnoměrně
spojitá na A, která na X \ A nabývá větš́ıch hodnot než f .

D̊ukaz. Dı́ky poznámce 7.0.2 můžeme opět předpokládat, že A je uzavřená v X, nav́ıc
neprázdná a definovat funkciG stejným předpisem jako v minulém d̊ukazu. Protože G|X\B(A,r)

je stejnoměrně spojitá pro jakékoliv r > 0, podle poznámky 7.0.4 stač́ı ověřit stejnoměrnou
spojitostG na A vzhledem kX. Pro ε > 0 existuje ϑ > 0, že pro libovolné x ∈ A a y ∈ B (x, ϑ)

plat́ı f (x)− ε < f (z) < f (x) + ε. Necht’ δ > 0 je takové, aby
(
1 + ϑ

2

) 1
δ > 2M

λ
. Pro libovolné

x ∈ A, y ∈ B
(
x, ϑ

2

)
∩ B (x, δ) ∩ (X \ A) a z ∈ X splňuj́ıćı f (z) 6∈ (f (x)− ε, f (x) + ε) je

vzdálenost % (y, z) alespoň ϑ
2
, čili

f (z)

(1 + % (y, z))
1

%(y,A)

5
M(

1 + ϑ
2

) 1
δ

<
M
2M
λ

<
λ

2
< f (x)− λ

2
< f (x)− ε.

Opět jako v d̊ukazu věty

f (x)− ε < G (y) = sup
{z∈X: f(z)∈(f(x)−ε,f(x)+ε)}

{
f(z)

(1+%(y,z))
1

%(y,A)

}
5 f (x) + ε.

�

At’ už na základě předešlé věty 2.2.4 či v eukleidovském prostoru tvrzeńı 2.2.1 můžeme
přednést tradičńı Tietzeovu větu. Uved’me ji jako d̊usledek následuj́ıćıho pozorováńı.

Věta 2.2.6. Necht’ A je uzavřená podmnožina metrického prostoru (X, %) a necht’ ke každé
omezené funkci g : X → R, která je spojitá na A vzhledem k X, existuje funkce G : X → R
spojitá na celém X taková, že G|A = g|A. Potom libovolná spojitá omezená reálná funkce f
definovaná na A lze spojitě rozš́ıřit na F spojitou na X.

D̊ukaz. Uvažme, že můžeme předpokládat A 6= ∅. Abychom mohli využ́ıt předpoklad
tvrzeńı, stač́ı dodefinovat f na celé X tak, aby bylo omezené a spojité na A (vzhledem
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k X). K libovolnému x ∈ A a ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro všechna z ∈ B (x, δ) ∩ A je
|f (z)− f (x)| < ε. Necht’ y ∈ B

(
x, δ

3

)
. Potom všechna z ∈ A taková, že % (y, z) < % (y, A)+ δ

3
,

lež́ı v B (x, δ), protože

% (x, z) 5 % (x, y) + % (y, z) <
δ

3
+
δ

3
+
δ

3
= δ.

Zobrazeńı g definujeme jako

g (y) =

{
f (y) , y ∈ A,
lim
δ→0+

sup
{z∈A: %(y,z)<%(y,A)+δ}

{f (z)} , y ∈ X \ A.

To je omezené, spojité na A vzhledem k X a na A se shoduje s f . Podle předpokladu existuje
spojitá funkce F na X, která se s g|A shoduje na A. �

Důsledek 2.2.7. Je-li (X, %) metrický prostor a A jeho uzavřená podmnožina, pak každá
spojitá omezená funkce f na A lze spojitě rozš́ıřit na celý prostor X.

D̊ukaz. Tvrzeńı vyplývá z vět 2.2.4 a 2.2.6. �

Poznámka 2.2.8. Autor neudává obdobnou variantu předchoźıho d̊usledku pro stej-
noměrnou spojitost: Předpokládejme, že (X, %) je metrický prostor s podmnožinou A a že ke
každé omezené reálné funkci g z X do R, která je stejnoměrně spojitá na A vzhledem k X,
existuje stejnoměrně spojitá funkce G : X → R taková, že G|A = g|A. Potom každá omezená
stejnoměrně spojitá reálná funkce f definovaná na A lze stejnoměrně spojitě rozš́ı̌rit na X.

D̊ukaz. Opět definujme stejnoměrně spojitou funkci

g (y) =

{
f (y) , y ∈ A,
lim
δ→0+

sup
{z∈A: %(y,z)<%(y,A)+δ}

{f (z)} , y ∈ X \ A,

Podle existuje stejnoměrně spojité zobrazeńı F : X → R takové, že

F |A = g|A = f.

�

Poznámka 2.2.9. Z poznámek 2.2.5 a 2.2.8 vyplývá, že každou omezenou stejnoměrnou
spojitou reálnou funkci f definovanou na podmnožině metrického prostoru (X, %) lze stej-
noměrně spojitě rozš́ı̌rit na celé X.

2.3 Poussin 1916

Chronologicky zauj́ımá daľśı mı́sto Charles Jean de la Vallée Poussin, který ukázal, že
je-li A uzavřená perfektńı podmnožina Rn, n ∈ N, potom každou omezenou spojitou reálnou
funkci na A lze spojitě rozš́ı̌rit na Rn. Tvrzeńı lze však uvést v obecněǰśı podobě, jak si
představ́ıme v podkapitole 5.1.
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2.4 Brouwer 1918

Podobný př́ıpad nastává u Brouwerovy práce z roku 1918. Autor tvrd́ı, že omezená reálná
funkce definovaná na uzavřené podmnožině Rn lze spojitě prodloužit na celé Rn. Opět lze
tvrzeńı zobecnit i na zobrazeńı do jiných prostor̊u a t́ımto tématem se budeme zabývat
v části 5.2.

2.5 Bohr 1918

Daľśı př́ıstup objev́ıme v Carathéodoryově knize [4]. V předmluvě připisuje autor d̊ukaz
Haraldu Bohrovi. Nejprve se tvrzeńı ukazuje pro omezené funkce a pak jej zobecňuje na
nezáporné a i neomezené funkce, jak si předvedeme v části 4.1. Harald Bohr vyslovuje, že
každou omezenou reálnou spojitou funkci f z uzavřené podmnožiny A v Rn, n ∈ N, lze spojitě
rozš́ı̌rit na celé Rn, ale bez problémů můžeme tvrzeńı vyslovit pro obecný metrický prostor.

Věta 2.5.1. Necht’ (X, %) je metrický prostor a necht’ A je jeho uzavřená podmnožina.
Každé spojité zobrazeńı f : A→ [0, 1] lze spojitě rozš́ıřit na F : X → [0, 1].

D̊ukaz. Pokud A 6= ∅, definujme pro x ∈ X \ A a r > 0

ψ (x, r) =

{
0, A ∩B (x, r) = ∅,

sup
y∈A∩B(x,r)

{f (y)} , A ∩B (x, r) 6= ∅.

Obor hodnot této funkce lež́ı v intervalu [0, 1]. Ukážeme, že

F (x) =


f (x) , x ∈ A,

1
%(x,A)

2%(x,A)∫
%(x,A)

ψ (x, r) dr, x ∈ X \ A,

je spojitým rozš́ı̌reńım f na X.
Pro δ > 0, x ∈ X \ A a y ∈ B (x, δ) ∩ (X \ A) dostáváme B (y, r) ⊂ B (x, r + δ) pro

libovolné r > 0 a % (x,A) 5 % (y, A) + δ 5 % (x,A) + 2δ, takže plat́ı

2%(y,A)∫
%(y,A)

ψ (y, r) dr 5
2%(y,A)∫
%(y,A)

ψ (x, r + δ) dr =
2%(y,A)+δ∫
%(y,A)+δ

ψ (x, r) dr 5

5
2%(x,A)+3δ∫
%(x,A)

ψ (x, r) dr 5
2%(x,A)∫
%(x,A)

ψ (x, r) dr + 3δ.

Symetricky źıskáváme

2%(x,A)∫
%(x,A)

ψ (x, r) dr 5

2%(y,A)∫
%(y,A)

ψ (y, r) dr + 3δ,

takže d́ıky (stejnoměrné) spojitosti x 7→ % (x,A) je F spojité na X \ A.

16



Necht’ x ∈ A a ε > 0. Pak existuje δ > 0 takové, že

f (x)− ε < f (y) < f (x) + ε pro y ∈ B (x, 3δ) ∩ A.

Speciálně pro všechna y ∈ B (x, δ) a r ∈ (% (y, A) , 2% (y, A)) je B (y, r) ⊂ B (x, 3δ), takže

f (x)− ε < ψ (y, r) 5 f (x) + ε a f (x)− ε < F (y) 5 f (x) + ε.

�

Poznámka 2.5.2. Dále lze uvedený postup využ́ıt i pro stejnoměrnou spojitost: každou
stejnoměrně spojitou funkci z libovolné podmnožiny A j X do [0, 1] můžeme stejnoměrně
spojitě rozš́ı̌rit na X.

D̊ukaz. Jak jsme viděli, k ε > 0 lze naj́ıt δ > 0, aby pro všechna x ∈ A a y ∈ B (x, δ) bylo

f (x)− ε < F (y) < f (x) + ε. Zobrazeńı x 7→ 1
%(x,A)

a x 7→
2%(x,A)∫
%(x,A)

ψ (x, r) dr jsou stejnoměrně

spojitá a omezená na X \ B (A, r) pro libovolné r > 0. Podle poznámky 7.0.3 je F |X\B(A,r)

stejnoměrně spojité. Odvolejme se na poznámku 7.0.4, podle ńıž je pak i F stejnoměrně
spojité na X. �

2.6 Hausdorff 1919

Felix Hausdorff v roce 1919 dokázal ve své práci [16] Tietzeovu větu dvěma zp̊usoby.
Prvńı př́ıstup lze zobecnit i mimo metrické prostory a předvedeme si jej v odstavci 3.1.
Neomezenými funkcemi se budeme zabývat v podkapitole 4.2. Nyńı uved’me do podrobnost́ı
autor̊uv př́ımý d̊ukaz Tietzeovy věty pro metrické prostory pomoćı jednoduchého předpisu.

Věta 2.6.1. Ke každé omezené spojité reálné funkci f z uzavřené podmnožiny A met-
rického prostoru (X, %) existuje jej́ı spojité rozš́ıřeńı F na X.

D̊ukaz. Hledanou funkci můžeme definovat předpisem

F (x) =

{
f (x) , x ∈ A,
inf
a∈A

{
f (a) + %(x,a)

%(x,A)
− 1
}
, x ∈ X \ A.

Jestliže |f | je omezená konstantouM , pak i |F | je omezená konstantouM , nebot’ pro x ∈ X\A
je
(
%(x,a)
%(x,A)

− 1
)

nezáporné a existuj́ı a ∈ A taková, že rozd́ıly
(
%(x,a)
%(x,A)

− 1
)

jsou libovolně malé.

Pro libovolné r > 0 ukažme lipschitzovskost zobrazeńı F |X\B(A,r), z čehož vyplývá spoji-

tost F na X \A. Bud’te x a y dva body z X \B (A, r). Bez újmy na obecnosti předpokládejme
F (x) = F (y). Pro jakékoliv ε > 0 existuje ay ∈ A takové, že

F (y) > f (ay) +
% (y, ay)

% (y, A)
− 1− ε.
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Pak
F (x)− F (y) <

(
f (ay) + %(x,ay)

%(x,A)
− 1
)
−
(
f (ay) + %(y,ay)

%(y,A)
− 1− ε

)
=

= %(x,ay)

%(x,A)
− %(y,ay)

%(y,A)
+ ε = %(x,ay)·%(y,A)−%(y,ay)·%(x,A)

%(x,A)·%(y,A)
+ ε =

= %(x,ay)·(%(y,A)−%(x,A))+%(x,A)·(%(x,ay)−%(y,ay))
%(x,A)·%(y,A)

+ ε 5

5 %(x,ay)+%(x,A)

%(x,A)·%(y,A)
· % (x, y) + ε

Pokud % 5 1 na X×X, pak pro libovolná x, y ∈ X\B (A, r) plat́ı |F (x)− F (y)| 5 2
r2
·% (x, y).

tud́ıž F |X\B(A,r) je lipschitzovská vzhledem k metrice min {%, 1} a podle poznámky 7.0.5 je
F |X\B(A,r) vzhledem k metrice % stejnoměrně spojitá.

Funkce F je spojitá na A vzhledem k X. K d̊ukazu tohoto kroku zvolme x ∈ A, δ̃ > 0 a

y ∈ B
(
x, δ̃
)
∩ (X \ A). Nyńı existuje ay ∈ A takové, že

F (y) > f (ay) + %(y,ay)

%(y,A)
− 1− δ̃,

Pak
% (y, ay) < % (y, A) ·

(
F (y)− f (ay) + 1 + δ̃

)
< δ̃ ·

(
2M + 1 + δ̃

)
,

% (x, ay) < % (x, y) + % (x, ay) < δ̃ ·
(

2M + 2 + δ̃
)
.

Funkce f je spojitá na A, a tak k libovolnému x ∈ A a ε > 0 existuje δ > 0, že pro
a ∈ B (x, δ) ∩ A plat́ı |f (x)− f (a)| < ε

2
. Pro x ∈ A zvolme proto δ̃ ∈

(
0, ε

2

)
, aby δ̃ ·(

2M + 2 + δ̃
)
< δ. Pak

F (y) > f (ay) +
% (y, ay)

% (y, A)
− 1− ε

2
> f (x)− ε

2
+
% (y, ay)

% (y, A)
− 1− ε

2
= F (x)− ε.

Dále pro y ∈ B
(
x, δ

3

)
∩ (X \ A) nalezneme by ∈ A ve vzdálenosti % (y, by) < % (y, A) ·

(
1 + ε

2

)
.

Protože

% (x, by) 5 % (x, y) + % (y, by) < % (x, y) + % (y, A) ·
(

1 +
ε

2

)
<
δ ·
(
2 + ε

2

)
3

,

pokud ε < 2, lež́ı by ∈ B (x, δ), takže podle definice plat́ı

F (y) 5 f (by) +
% (y, by)

% (y, A)
− 1 < f (x) +

ε

2
+
% (y, A) ·

(
1 + ε

2

)
% (y, A)

− 1 = F (x) + ε.

�

Poznámka 2.6.2. Ani Hausdorff se nezabýval stejnoměrnou spojitost́ı. Přesto i z jeho
předpisu funkce F vyplývá, že jestliže je nav́ıc f stejnoměrně spojitá na A (přičemž A je
libovolná, ne nutně uzavřená podmnožina X), pak je zkonstruovaná F stejnoměrně spojitá
na X.

D̊ukaz. Nejprve d́ıky poznámce 7.0.2 můžeme bez újmy na obecnosti přepokládat, že A
je uzavřená. Funkce F je stejnoměrně spojitá na A vzhledem k X: pro ε > 0 necht’ je δ > 0
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tak, aby bylo δ
2M+2+δ

< ε
2

a aby pro všechna x, a ∈ A ve vzdálenosti % (x, a) < δ platilo
|f (x)− f (a)| < ε

2
. Zvolme libovolné x ∈ A, y ∈ B (x, δ)∩ (X \ A) a k němu najděme ay ∈ A

splňuj́ıćı

F (y) > f (ay) +
% (y, ay)

% (y, A)
− 1− δ

2M + 2 + δ
.

Pak

F (y) > f (ay) +
% (y, ay)

% (y, A)
− 1− δ

2M + 2 + δ
> f (x)− ε

2
− ε

2
= F (x)− ε.

Pro y ∈ B
(
x, δ

3

)
a ε ∈ (0, 2) d́ıky by ∈ A takovému, že y ∈ B (x, δ) ∩ (X \ A), źıskáváme

F (y) < f (x) +
ε

2
+
% (y, A) ·

(
1 + ε

2

)
% (y, A)

− 1 = F (x) + ε.

Protože z předchoźıho d̊ukazu v́ıme, že pro libovolné r > 0 je F |X\B(A,r) stejnoměrně
spojitá, podle poznámky 7.0.4 je F na celém X stejnoměrně spojitá. �

Popsaný př́ıstup se dá využ́ıt také k d̊ukazu tvrzeńı podobného větě 2.2.4.

Věta 2.6.3. Ke každé zdola omezené reálné funkci f : X → R definované na metrickém
prostoru (X, %) a spojité na uzavřené podmnožině A prostoru X existuje funkce F : X → R
spojitá na celém X, která se na A rovná s f a na doplňku F (x) < f (x), x ∈ X \ A.

D̊ukaz. Podobně jako v d̊ukazu předešlé věty lze př́ımo využ́ıt předpis

F (x) =

{
f (x) , x ∈ A,
inf
z∈X

{
f (z) + %(x,z)

%(x,A)

}
− % (x,A) , x ∈ X \ A.

�

2.7 Kerékjártó 1923

Elegantńı předpis pro omezené funkce předkládá Béla Kerékjártó roku 1923 ve článku [23].
Později jej přeb́ırá Jean Dieudonné ve své knize [8], podle ńıž d̊ukaz uvedeme my.

Věta 2.7.1. Necht’ (X, %) je metrický prostor a A jeho uzavřená podmnožina. Každá
omezená spojitá funkce f : A→ R lze spojitě rozš́ıřit na F : X → R.

D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že podmnožina A je neprázdná a že
plat́ı 1 5 f 5 2. Sĺıbená funkce F je pak tvaru

F (x) =

{
f (x) , x ∈ A,
inf
a∈A
{f(a)·%(x,a)}

%(x,A)
, x ∈ X \ A.
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Pro ni plat́ı 1 5 inf
a∈A
{f (a)} 5 F (x) pro x ∈ X. Protože pro x ∈ X \ A a libovolné ε > 0

existuje ax ∈ A takové, že %(x,ax)
%(x,A)

< 1 + ε
2
, je

F (x) <
f (ax) · % (x, ax)

% (x,A)
< f (ax) + ε 5 sup

a∈A
{f (a)}+ ε,

takže sup
x∈X
{F (x)} = sup

a∈A
{f (a)} 5 2.

Funkce F je spojitá na X \A, nebot’ F |X\B(A,r) je pro každé r > 0 podle poznámky 7.0.5

stejnoměrně spojitá, nebot’ je dokonce vzhledem k metrice min {%, 1} lipschitzovská. Podobně
jako v pr̊uběhu d̊ukazu věty 2.6.1 totiž pro ε > 0, x, y ∈ X \B (A, r), F (x) = F (y) a ay ∈ A
takové, že F (y) 5 f(ay)·%(y,ay)

%(y,A)
+ ε, dostaneme vztah

F (x)− F (y) < f(ay)·%(x,ay)
%(x,A)

− f(ay)·%(y,ay)
%(y,A)

+ ε 5

5 f (ay) ·
(
%(x,ay)

%(x,A)
− %(y,ay)

%(y,A)

)
+ ε 5

5 2 · %(x,ay)+%(x,A)

%(x,A)·%(y,A)
· % (x, y) + ε

Zbývá ověřit spojitost na A. K x ∈ A a ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro všechna
a ∈ B (x, δ) ∩ A je |f (x)− f (a)| < ε. Pro y ∈ B

(
x, δ

4

)
∩ (X \ A) plat́ı

inf
a∈A\B(x,δ)

{f (a) · % (y, a)} = inf
a∈A\B(x,δ)

{% (x, a)− % (x, y)} = 3

4
δ,

zat́ımco f (x) · % (y, x) 5 δ
2
, takže

F (y) =
inf
a∈A
{f (a) · % (y, a)}

% (y, A)
=

inf
a∈B(x,δ)∩A

{f (a) · % (y, a)}

% (y, A)
a

F (y) =
(f(x)−ε)· inf

a∈B(x,δ)∩A
{%(y,a)}

%(y,A)
= (f (x)− ε) · %(y,A)

%(y,A)
= F (x)− ε,

F (y) 5
(f(x)+ε)· inf

a∈B(x,δ)∩A
{%(y,a)}

%(y,A)
= (f (x) + ε) · %(y,A)

%(y,A)
= F (x) + ε.

�

Poznámka 2.7.2. Tvrzeńı lze rozš́ı̌rit i na stejnoměrnou spojitost: každá stejnoměrně
spojitá omezená reálná funkce f definovaná na podmnožině A metrického prostoru (X, %)
může být stejnoměrně spojitě rozš́ı̌rena na F : X → R.

D̊ukaz. Dı́ky poznámce 7.0.2 předpokládejme, že A 6= ∅ je uzavřená. Jak již z d̊ukazu
v́ıme, je F stejnoměrně spojitá na X \ B (A, r) pro jakékoliv r > 0 (zde se dokonce ještě
nevyuž́ıvá ani spojitost f). Protože f je stejnoměrně spojitá na A j X, k ε > 0 existuje
δ > 0, že

|f (x)− f (a)| < ε pro všechna x, a ∈ A, % (x, a) < δ.

Pak pro libovolné x ∈ A a y ∈ B (x, δ) plat́ı

F (x)− ε 5 F (y) 5 F (x) + ε

a F je stejnoměrně spojitá na A vzhledem k X, a tud́ıž (podle poznámky 7.0.4) i na celém
prostoru X. �
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Kapitola 3

Rozšǐrováńı omezených reálných
funkćı z obecněǰśıch topologických
prostor̊u

Tietze dokázal své tvrzeńı pro metrický prostor, přesto se v literatuře hojně označuje za
Tietzeovu větu Urysohn̊uv výsledek z roku 1925. T 1–topologický prostor je normálńı, právě
když každou spojitou omezenou funkci na jeho uzavřené podmnožině lze spojitě rozš́ı̌rit na
celý prostor. V této kapitole si předvedeme tvrzeńı, v nichž o X nebudeme předpokládat
metrizovatelnost.

3.1 Hausdorff 1919

Zat́ımco dř́ıve uvedené d̊ukazy rozšǐrováńı nelze jednoduše zobecnit na nemetrizovatelné
prostory, Felix Hausdorff v textu [16] uvedl d̊ukaz, jehož myšlenku lze použ́ıt i v obecněǰśıch
prostorech. K tomuto účelu zaved’me následuj́ıćı definici.

Definice 3.1.1. (Prostor splňuj́ıćı IB–podmı́nku.) Řekneme, že topologický prostor X
splňuje IB–podmı́nku (z anglického inbetween theorem), pokud pro každou zdola omezenou
shora polospojitou reálnou funkci g naX a každou shora omezenou zdola polospojitou reálnou
funkci1 h na X takovou, že g 5 h, existuje spojitá funkce f : X → R, pro niž g 5 f 5 h na
X.

Autor v celém svém článku předpokládá, že X je metrický prostor, avšak na základě jeho
d̊ukazu můžeme ukázat ńıže uvedené tvrzeńı.

Věta 3.1.2. Necht’ X je topologický prostor splňuj́ıćı IB–podmı́nku a A jeho uzavřená
podmnožina. Předpokládejme, že f je spojitá reálná funkce na A a |f | je omezená konstantou
M = 0, tj. f : A→ [−M,M ]. Pak existuje jej́ı spojité rozš́ıřeńı F : X → [−M,M ].

1Reálná funkce h na topologickém prostoru X je zdola polospojitá, pokud pro každé c ∈ R je množina
{x ∈ X : h (x) > c} otevřená. Funkce g : X → R je shora polospojitá, pokud (−g) je zdola polospojitá.
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D̊ukaz. Definujme

g (x) =

{
f (x) , x ∈ A,
−M, x ∈ X \ A, h (x) =

{
f (x) , x ∈ A,
M, x ∈ X \ A,

Dı́ky spojitosti f a otevřenosti množiny X \ A je g shora polospojitá, h zdola polospojitá
a g 5 h na X. Existuje tud́ıž spojitá funkce F : X → R sevřená mezi nimi g 5 F 5 h,
omezená konstantou M na X a shoduj́ıćı se s f = g = h na A. �

Felix Hausdorff ve své práci dále jiným zp̊usobem dokazuje Hahnovo tvrzeńı, že metrický
prostor splňuje IB–podmı́nku. To ovšem plat́ı např́ıklad obecněji pro normálńı prostory, jak
si předvedeme v obecněǰśı podobě od Hinga Tonga v podkapitole 3.4 a od Miroslava Katětova
v 3.5.

Pro úplnost se vrat’me do metrických prostor̊u a uved’me d̊ukaz podobné věty 2.2.4.

Věta 3.1.3. Mějme definovanou omezenou funkci f : X → R z metrického prostoru
(X, %) do reálných č́ısel, která je spojitá na uzavřené podmnožině A množiny X. Potom
existuje funkce F : X → R spojitá na celém X taková, že F = f na A a F < f na X \A.

D̊ukaz. Necht’ M ∈ R je taková konstanta, že f =M na X. Nyńı pro

g (x) =

{
f (x) , x ∈ A,
M, x ∈ X \ A, h (x) = lim

δ→0+
inf

z∈B(x,δ)
{f (z)} , x ∈ X.

plat́ı g 5 h 5 f na X a g = h = f na A. Funkce g je shora polospojitá. Ukažme, že h je
zdola polospojitá. Necht’ c ∈ R je libovolná konstanta. Předpokládejme, že v bodě x ∈ X je
h (x) > c a vezměme kladné ε < h (x)− c. Z definice existuje δ > 0 takové, že

inf
z∈B(x,δ)

{f (z)} 5 h (x) < inf
z∈B(x,δ)

{f (z)}+ ε.

Pro libovolné y z okoĺı B (x, δ) bodu x je

h (y) = lim
δ′→0+

inf
z∈B(y,δ′)

{f (z)} = inf
z∈B(x,δ)

{f (z)} > h (x)− ε > c.

Podle věty 3.1.2 existuje funkce F̃ spojitá na X taková, že g 5 F̃ 5 h 5 f . Na závěr položme

F (x) = F̃ (x)− % (x,A) , x ∈ X.

�

3.2 Urysohn 1925

Heinrich Tietze zavedl roku 1923 v [30] axiomy oddělováńı. Paul Urysohn o dva roky
později zobecnil Tietzeovu větu a charakterizoval normálńı topologické prostory.2 Přesto se za

2Topologický prostor X je normálńı, pokud pro jakékoliv dvě disjunktńı uzavřené množiny F a H v X
existuj́ı otevřené množiny U, V j X, které jsou rovněž disjunktńı a splňuj́ı F j U , H j V , a pokud je zároveň
T 1, tj. pro každé dva r̊uzné body x, y ∈ X existuje otevřená množina U j X, pro ńıž U ∩ {x, y} = {x}.
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Tietzeovu větu někde uvád́ı Urysohnova věta 3.2.2 (kde lze vynechat předpoklad omezenosti
funkce f). Tvrzeńı 3.2.1 v literatuře nazývá jako Urysohnovo lemma. Ocitujeme tradičńı
d̊ukaz z [32].

Věta 3.2.1. (Urysohnovo lemma.) T1–topologický prostor X je normálńı, právě když pro
každé dvě jeho disjunktńı uzavřené podmnožiny F,H a existuje spojitá funkce f : X → [0, 1]
taková, že f |F ≡ 0 a f |H ≡ 1.

D̊ukaz. Nejprve předpokládejme, že X je normálńı, a hledejme spojitou funkci odděluj́ıćı
F a H. V X existuje otevřená množina U1 tak, že

F j U1 j U1 j X \H.

Podobně F je uzavřená v U1 a U1 je otevřená, takže existuje otevřená množina U 1
2

splňuj́ıćı

F j U 1
2
j U 1

2
j U1.

Postupně definujme U k
2n

pro dyadicky racionálńı č́ısla k
2n

, kde n ∈ N a k = 1, 2, . . . , 2n − 1.

Předpokládejme, že známe U k
2n

a U k+1
2n

pro n ∈ N a k ∈ {1, 2, . . . , 2n−1}, že jsou obě otevřené
a

F j U k
2n
j U k

2n
j U k+1

2n
j X \H.

Dı́ky normalitě existuje otevřená množina U 2k+1

2n+1
vnořená

U k
2n
j U 2k+1

2n+1
j U 2k+1

2n+1
j U k+1

2n
.

Ze stejného d̊uvodu existuje otevřená U 1
2n+1

splňuj́ıćı

F j U 1
2n+1
j U 1

2n+1
j U 1

2n
.

Kdykoliv jsou p a q kladná dyadicky racionálńı č́ısla nepřesahuj́ıćı jedničku, pak jednak
F j Up, a za druhé p < q, právě když Up j Up j Uq.

Přistupme k definici funkce f : X → [0, 1]. Použijeme pro ni předpis

f (x) =

{
1, x 6∈ U1,
inf {p : p dyadicky racionálńı, p ∈ (0, 1] , x ∈ Up} , x ∈ U1.

Samozřejmě plat́ı f |F ≡ 0 a f |H ≡ 1. Jediné, co zbývá ověřit, je spojitost. Necht’ x ∈ X.
Pokud f (x) ∈ (0, 1), pak pro ε > 0 nalezneme dyadicky racionálńı č́ısla p a q splňuj́ıćı

f (x)− ε < p < f (x) < q < f (x) + ε.

Množina Uq \Up je otevřená v X a x ∈ Uq \Up. Pro každé daľśı y ∈ Uq \Up plat́ı f (y) = p a
f (y) 5 q, tedy

f
(
Uq \ Up

)
j [p, q] j (y − ε, y + ε) .

Pro y = 1 a ε > 0 existuje dyadicky racionálńı č́ıslo p v intervalu (1− ε, 1). Potom plat́ı
f
(
X \ Up

)
j [p, 1] j (1− ε, 1]. Pro y = 0 a ε > 0 obdobně najdeme dyadicky racionálńı q

v intervalu (0, ε), že f (Uq \ F ) j [0, q] j [0, ε). Zobrazeńı f je spojité.
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Naopak ukažme implikaci ⇐. Definujme U = f−1
([

0, 1
2

))
a V = f−1

((
1
2
, 1
])

. Okamžitě
vid́ıme, že U je otevřené okoĺı F , V je otevřené okoĺı H a obě jsou navzájem disjunktńı. �

Věta 3.2.2. T1–topologický prostor X je normálńı, právě když pro každou jeho uzavřenou
podmnožinu A a spojité zobrazeńı f : A→ [−1, 1] existuje spojité rozš́ıřeńı F : X → [−1, 1].

D̊ukaz. Nejdř́ıve dokazujme část ⇒. Označme F1 = f−1
([
−1,−1

3

])
, H1 = f−1

([
1
3
, 1
])

.
Podle Urysohnova lemmatu existuje spojitá funkce f1 : X →

[
−1

3
, 1

3

]
taková, že

f1 (x) =

{
−1

3
, x ∈ F1,

1
3
, x ∈ H1.

Na množině A se lǐśı od f v absolutńı hodnotě nejvýše o 2
3
, tj. plat́ı |f (x)− f1 (x)| 5 2

3
pro

x ∈ A.
Dále budeme postupovat indukćı. Předpokládejme, že je-li n ∈ N pevně zvolené, máme

pro všechna m = 1, . . . , n definovaná spojitá zobrazeńı fm : X →
[
− 1

3m
, 1

3m

]
, která na A

splňuj́ı ∣∣∣∣∣f (x)−
n∑

m=1

fm (x)

∣∣∣∣∣ 5 2

3n
pro x ∈ A.

V následuj́ıćım kroku budeme aproximovat rozd́ıl mn (x) = f (x)−
n∑

m=1

fm (x). Definujeme

Fn+1 =

{
x ∈ A,mn 5 −

2

3n+1

}
a Hn+1 =

{
x ∈ A,mn =

2

3n+1

}
.

Opět sáhneme po Urysohnově lemmatu. Jelikož jsou obě Fn+1 a Hn+1 uzavřené, existuje
spojité zobrazeńı fn+1 : X →

[
− 2

3n+1 ,
2

3n+1

]
, pro které

fn+1 (x) =

{
− 2

3n+1 , x ∈ Fn+1,
2

3n+1 , x ∈ Hn+1.

Na množině A se mn a fn+1 nelǐśı v absolutńı hodnotě o v́ıce než 2
3n+1 .

Na závěr označme F (x) =
∞∑
m=1

fm (x), x ∈ X. Jelikož se jedná o součet spojitých funkćı

a každá |fm| je omezena č́ıslem 2
3n

, s využit́ım Weierstrassova M–testu, věty 7.0.1, źıskáváme
spojitost F na X. Nav́ıc F (x) = f (x) pro x ∈ A.

Krátce se věnujme obrácené implikaci. Předpokládejme, že F ′ a H ′ jsou dvě disjunktńı
uzavřené podmnožiny v X. Jejich sjednoceńı je rovněž uzavřené a podle předpokladu má
funkce

f (x) =

{
−1, x ∈ F ′,
1, x ∈ H ′,

spojité rozš́ı̌reńı F : X → [−1, 1]. Množiny U = f−1 ([−1, 0)) a V = f−1 ((0, 1]) jsou hledaná
disjunktńı otevřená okoĺı F ′ a H ′. �
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3.3 Čech 1937 a Stone 1947

Eduard Čech se ve článku [5] z roku 1937 věnoval situaci, kdy X je úplně regulárńı topolo-
gický prostor3 s kompaktńı podmnožinou A. V d̊ukazu, který si předvedeme v poznámce 3.3.2,
využ́ıvá Urysohnovu větu 3.2.2. O deset let později se Arthur Harold Stone v [28] bez ńı
obešel a nahradil ji Stoneovou–Weierstrassovou větou. Protože v poznámce 3.5.9 ukážeme,
že z Čechovy věty vyplývá Katětovova věta, a v poznámce 3.5.6, že z Katětovovy věty vyplývá
Urysohnova věta, představme si nejprve Stone̊uv d̊ukaz nepotřebuj́ıćı Urysohnovo lemma.

Věta 3.3.1. Každá spojitá reálná funkce na kompaktńım podprostoru A úplně regulárńıho
prostoru X m̊uže být spojitě rozš́ıřena na X.

D̊ukaz. Předpokládejme, že množina A je neprázdná, jinak je tvrzeńı zřejmé. Protože
A je kompakt v X, je funkce f omezená. Systém A = {g|A : g ∈ C (X)} j C (A) splňuje
podmı́nky Stoneovy–Weierstrassovy věty,4 a tedy A = C (A).

Ukažme, že systém A je uzavřený ke stejnoměrným limitám: mějme cauchyovskou po-
sloupnost {fn}∞n=1 v A (a formálně f0 = 0 na A) konverguj́ıćı k f . Bez újmy na obecnosti
předpokládejme, že |fn+1 (x)− fn (x)| < 1

2n+1 pro všechna x ∈ X a n ∈ N. Pro libovolné n ∈ N
lež́ı fn − fn−1 v A, a tud́ıž existuje spojitá funkce G̃n na X taková, že G̃n

∣∣∣
A

= fn − fn−1.

Když polož́ıme

Gn (x) = min

{
max

{
G̃n (x) , inf

a∈A
{fn (a)− fn−1 (a)}

}
, sup
a∈A
{fn (a)− fn−1 (a)}

}
, x ∈ X,

źıskáme spojitou funkci na X, která nabývá stejné normy na X jako na A a která se rovná
fn − fn−1 na A. Nyńı zbývá definovat

F0 (x) = 0, x ∈ X,
Fn (x) = Gn (x) + Fn−1 (x) , x ∈ X, n ∈ N.

Matematickou indukćı zjǐst’ujeme, že Fn|A = fn. Pro př́ıpad n = 1 vyjde požadovaná rovnost
hned. Pokud již plat́ı pro n ∈ N, pak

Fn+1 (x) = Gn+1 (x) + Fn (x) = fn+1 (x)− fn (x) + fn (x) = fn+1 (x) , x ∈ A.

Posloupnost {Fn}∞n=1 je cauchyovská, protože pro m,n ∈ N, m > n, je

‖Fm − Fn‖ = ‖Gm +Gm−1 + · · ·+Gn+1 + Fn − Fn‖ 5
∞∑

k=n+1

‖Gk‖ <
∞∑

k=n+1

1

2k
=

1

2n
.

Tud́ıž má jako limitu spojitou funkci F na X, jej́ıž restrikce na A je rovna lim
n→∞

fn = f , a

tedy f lež́ı v A. Jelikož A = C (A), lze každou spojitou funkci na A spojitě rozš́ı̌rit na celé
X. �

3Topologický prostor X je úplně regulárńı, jestliže je T 1 a pro libovolný bod x ∈ X a okoĺı U bodu x
existuje spojitá funkce f : X → R taková, že f (x) = 0 a pro všechny y ∈ U plat́ı f (y) = 1.

4Stoneova–Weierstrassova věta je např́ıklad dokázána v Engelkingově knize General Topology [11] na
straně 144.
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Poznámka 3.3.2. Eduard Čech sepsal s využit́ım Urysohnovy věty 3.2.2 kratš́ı d̊ukaz.
Každý úplně regulárńı prostor X má kompaktifikaci5 cX a každý kompaktńı prostor je
normálńı.6 A tak existuje spojitá funkce F : cX → R, která rozšǐruje f , a tud́ıž F |X je
požadovaným spojitým rozš́ı̌reńım f na X.

3.4 Tong 1952

V roce 1919 zjistil Felix Hausdorff, že pokud topologický prostor splňuje IB–podmı́nku,
pak lze spojitou reálnou funkci na jeho uzavřené podmnožině spojitě rozš́ı̌rit na celý prostor.
Tento výsledek jsme si představili ve větě 3.1.2, resp. se zobecněńım i na neomezené funkce
v 4.2.3. Uvedený výsledek byl již znám pro metrické prostory (d̊ukaz podal Hahn roku 1917
v [15] či – jak jsme již dř́ıve avizovali – o dva roky později jiným zp̊usobem Hausdorff v [16])
a pro parakompaktńı prostory (to ukázal Dieudonné roku 1944 v [7]). Tvrzeńı pro normálńı
prostory avizuje Hing Tong v roce 1948 v [19], ale d̊ukaz zveřejňuje až v roce 1952 [31].
Miroslav Katětov předložil roku 1951 svoji prvńı studii problematiky [21], ale mylné lemma
musel o dva roky později v [22] nahradit ve stylu, který si uvedeme v odstavci 3.5. Náznak
d̊ukazu Tongova př́ıstupu uvád́ı i Engelking v [11] jako př́ıklad 1.7.15.

Lemma 3.4.1. Necht’ (X, %) je normálńı topologický prostor a {gn}∞n=1 a {hn}∞n=1 posloup-
nost spojitých zobrazeńı z X do [0, 1]. Pokud g0 (x) = inf

n∈N
{gn (x)} a h0 (x) = sup

n∈N
{hn (x)},

x ∈ X, splňuj́ı g0 (x) 5 h0 (x) pro každé x ∈ X, potom existuje spojitá funkce f : X → [0, 1]
taková, že g0 5 f 5 h0 na X.

D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že posloupnost {gn}∞n=1 je v každém
bodě nerostoućı a naopak {hn}∞n=1 neklesaj́ıćı. Můžeme totiž pro x ∈ X a n ∈ N defi-
novat g′n (x) = min

k=1,...,n
{gk (x)}, h′n (x) = max

k=1,...,n
{hk (x)}. Pak plat́ı g0 (x) = inf

n∈N
{g′n (x)} a

h0 (x) = sup
n∈N
{h′n (x)} pro x ∈ X.

Mějme zadané libovolné ε > 0 a pevný bod x ∈ X. Z {gn (x)}∞n=1 vyberme stejně
označenou podposloupnost, pro ńıž předpokládejme gn+1 (x) > gn (x)− ε na X pro všechna
n ∈ N. Pro přirozené n ∈ N definujme neklesaj́ıćı posloupnost {kn (x)}∞n=1

kn (x) = max
k=1,...,n

{min {gk (x) , hk (x)}}

a pro n ∈ N \ {1}
ln (x) = max {kn−1 (x) , gn (x)} .

Dı́ky g0 (x) 5 h0 (x) nalezněme n0 ∈ N nejnižš́ı takové, že gn0 (x) < hn0 (x) + ε. Pro
n < n0 je gn (x) > hn (x), takže

kn (x) = max
k=1,...,n

{hk (x)} = hn (x) 5 hn0−1 (x) < gn0−1 (x) < gn0 (x) + ε,

ln (x) = gn (x) = gn0 (x) .

5Topologický prostor cX je kompaktifikaćı topologického prostoru X, cX k X, pokud je kompaktńı a
X = cX.

6Tyto výsledky uvád́ı Engelking jako tvzeńı 3.5.1 a 3.1.9 v [11].
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Odhadněme

kn0 (x) = min {gn0 (x) , hn0 (x)} > gn0 (x)− ε,
kn0 (x) 5 max {kn0−1 (x) , gn0 (x)} = max {hn0−1 (x) , gn0 (x)} 5

5 max {gn0−1 (x) , gn0 (x)} < gn0 (x) + ε.

Pro n = n0 máme

max
k=n0,...,n

{min {gk (x) , hk (x)}} 5 max
k=n0,...,n

{gk (x)} = gn0 (x) ,

takže kn (x) < gn0 (x) + ε. Protože je gn0 (x)− ε < kn0 (x) 5 kn (x) 5 gn0 (x) + ε, źıskáváme

ln0 (x) = gn0 (x) ,
ln (x) = max {kn−1 (x) , gn (x)} 5 kn−1 (x) > gn0 (x)− ε, n > n0.

Konečně i d́ıky kn0−1 (x) < gn0 (x) + ε je ln0 (x) < gn0 (x) + ε a

gn0 (x)− ε < sup
n∈N
{kn (x)} < gn0 (x) + ε,

gn0 (x)− ε < inf
n∈N
{ln (x)} < gn0 (x) + ε,

takže f (x) = sup
n∈N
{kn (x)} = inf

n∈N
{ln (x)} definuje spojitou funkci na X mezi g0 a h0. �

Věta 3.4.2. Každý normálńı topologický prostor X splňuje IB–podmı́nku, neboli pro g
zdola omezenou shora polospojitou a h zdola omezenou shora polospojitou funkci na X s hod-
notami g 5 h existuje spojitá funkce f : X → R, g 5 f 5 h.

D̊ukaz. Vzhledem k předepsané omezenosti můžeme předpokládat g, h : X → (0, 1).
Pro přirozená n a k, k < n, definujme

Ak,n =

{
x ∈ X : h (x) 5

k

n

}
, Bk,n =

{
x ∈ X : g (x) =

k

n
+

1

2n

}
.

Spojitou funkci, která má na Ak,n hodnotu k
n

+ 1
2n

a na Bk,n hodnotu 1 zaručenou Ury-
sohnovým lemmatem 3.2.1, označme gk,n. Necht’ bez újmy na obecnosti gk,n : X →

[
k
n

+ 1
2n
, 1
]
.

Necht’ gn (x) = min
k=1,...,n−1

{gk,n (x)}, x ∈ X, n ∈ N \ {1}. Ověř́ıme, že gn (x) < h (x) nebo

|gn (x)− h (x)| < 3
2n

.
Pokud v bodě x ∈ X je h (x) > n−1

n
, pak gn−1,n (x) = n−1

n
+ 1

2n
, takže můžeme odhadnout

|gn−1,n (x)− h (x)| < 1
2n

. Pro k = 1, . . . , n− 2 lež́ı x ∈ Bk,n, takže zde má gk,n (x) hodnotu 1
a od h (x) se lǐśı nejvýše o 1

2n
.

Pokud h (x) 5 n−1
n

, najděme k ∈ {1, . . . , n− 1} takové, aby k−1
n

< h (x) 5 k
n
. Dı́ky

gk,n (x) = k
n

+ 1
2n

plat́ı |gk,n (x)− h (x)| < 3
2n

. Pokud gn (x) = h (x), plat́ı |gn (x)− h (x)| < 3
2n

.
Také gn (x) = g (x). Předpokládejme naopak, že existuje k ∈ {1, . . . , n− 1}, pro něž

gk,n (x) < g (x). Jednak x 6∈ Bk,n, neboli g (x) < k
n

+ 1
2n

, ale za druhé také gk,n (x) = k
n

+ 1
2n

,
č́ımž jsme přǐsli ke sporu.

Označme tedy g0 (x) = inf
n∈N
{gn (x)}, č́ımž g (x) 5 g0 (x) 5 h (x). Uvedený postup

využijme pro funkce −h a −g0. T́ım źıskáme posloupnost spojitých funkćı {hn}∞n=1 na X
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takových, že pro h0 (x) = sup
n∈N
{hn (x)} máme zaručeno g0 5 h0 5 h. Předchoźı lemma ř́ıká,

že existuje spojitá funkce f na X, pro ńıž

g 5 g0 5 f 5 h0 5 h.

�

3.5 Katětov 1953

Do vývoje námi sledované oblasti se zapojil i matematik Miroslav Katětov, prvńı děkan
Matematicko–fyzikálńı fakulty Univerzity Karlovy v Praze, který jiným zp̊usobem dokázal
tvrzeńı jako Hing Tong v podkapitole 3.4 s př́ınosem, že nevyuž́ıvá Urysohnovo lemma.
Nav́ıc jako prvńı vyslovil tvrzeńı i pro stejnoměrně spojitá zobrazeńı na obecném uniformńım
prostoru, které, jak ṕı̌se v úvodu, pravděpodobně už bylo známé dř́ıve, jen nebylo publikované.
Jeho d̊ukazy uvedeme v originálńım zněńı.

Definice 3.5.1. (Konečná interpolačńı vlastnost.) Předpokládejme, že R je množina, na
ńıž je definovaná binárńı relace %. Pro dvě podmnožiny M,N j R budeme pod symbolem
M%N rozumět, že pro všechna x ∈ M a y ∈ N plat́ı x%y. Dále zavedeme na R relaci %
předpisem

x%y, x, y ∈ R, právě když [y%v, v ∈ R⇒ x%v
a u%x, u ∈ R⇒ u%y] .

Necht’ R a T jsou množiny a %, resp. τ binárńı relace na R, resp. na T . Soubor všech
zobrazeńı z T do R značme jako RT . Na RT definujme binárńı relaci %τ pro f1, f2 ∈ RT

předpisem

f1%
τf2, právě když [t1τt2, t1, t2 ∈ T ⇒ f1 (t1) %f2 (t2)] .

Řekněme, že binárńı relace % na R splňuje konečnou interpolačńı vlastnost, pokud exis-
tence dvou konečných množin M,N j R splňuj́ıćıch M%N (tj. x%y pro všechna x ∈ M a
y ∈ N) implikuje existenci z ∈ R takového, že M%z a z%N (x%z a z%y plat́ı pro všechna
x ∈M a y ∈ N).

Pro účely této podkapitoly ještě řekněme, že binárńı relace % na množině R splňuje

• vlastnost (I), jestliže pro konečné nebo nejvýše spočetné podmnožiny M,N j R a
a, b ∈ R takové, že M%a, a%N , M%b a b%N , existuje c ∈ R s M%c a c%N ,

• vlastnost (L), pokud pro každou konečnou podmnožinu A j R existuj́ı a, b ∈ R taková,
že

(A%x, x ∈ R⇒ A%a, a%x) a (x%A, x ∈ R⇒ b%A, x%b) .

Poznámka 3.5.2. Pro libovolnou relaci % na libovolné množině R je % tranzitivńı.

Lemma 3.5.3. Bud’ X množina, R = {P : P j X} a % binárńı relace na R, pro kterou
nastávaj́ı následuj́ıćı podmı́nky
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1. % splňuje konečnou interpolačńı vlastnost,

2. jestlǐze x a y jsou podmnožiny X takové, že x j y, pak plat́ı x%y,

3. pokud x%y, x, y ∈ R, pak je x j y.

Potom % má vlastnosti (I) i (L).

D̊ukaz. Nejprve se věnujme vlastnosti (I). Necht’ M je bez újmy na obecnosti spočetná
množina sestávaj́ıćı z prvk̊u ai ∈ R, i ∈ N, a podobně necht’ N sestává z bj ∈ R, j ∈ N.
Předpokládejme, že dále a a b jsou dva prvky z R a plat́ı

M%a, a%N, M%b a b%N.

Z a%b1 a a1%a vyplývá a1%b1. Přidáme-li předpoklad a1%b, d́ıky konečné interpolačńı vlastnosti
existuje c1 ∈ R takové, že a1%c1, c1%b1 a c1%b. Z posledńıho vztahu a poznatku a%b1 opět d́ıky
konečné interpolačńı vlastnosti existuje d1 ∈ R, pro které c1%d1, a%d1 a d1%b1. T́ım máme

a1%c1, c1%b, c1%d1, a%d1 a d1%b1.

Matematickou indukćı ověř́ıme, že pro každé přirozené n plat́ı

ai%ci, ci%b, ci%dj, a%dj dj%bj kdykoliv i, j = 1, . . . , n− 1.

Předpokládejme, že vztah plat́ı pro n, a vyvod’me zde platnost pro (n+ 1). Jelikož a%dj
a an%a, máme an%dj pro j = 1, . . . , n − 1. Z konečné interpolačńı vlastnosti pro množiny
{an} a {b, d1, . . . , dj−1} existuje cn ∈ R, pro které an%cn, cn%b a cn%dj, j = 1, . . . , n − 1.
Je-li i = 1, . . . , n − 1, pak ci%bn (nebot’ ci%b a b%bn) a cn%bn (nebot’ cn%b a b%bn). Přidáme-li
fakt a%bn, d́ıky konečné interpolačńı vlastnosti existuje dn ∈ R, že a%dn, ci%dn a dn%bn pro
i = 1, . . . , n, tedy požadovaný vztah plat́ı i pro (n+ 1).

Jestliže polož́ıme c =
∞⋃
k=1

ck a zvoĺıme k ∈ N, plat́ı ck j c. Jelikož ak%ck, d́ıky podmı́nce 2

také ak%c (nebo stručně A%c). Pro k a j přirozená z ck%dj a podmı́nky 3 vyplývá ck j dj,
tud́ıž c j dj a c%dj (d́ıky 2). Na závěr stač́ı z dj%bj vyvodit c%bj (tj. c%B).

Ve druhé části, kdy chceme ověřit vlastnost (L), předpokládejme, že máme danou n-

prvkovou podmnožinu A = {a1, . . . , an} j R, n ∈ N. Definujme a =
n⋃
i=1

ai a b =
n⋂
i=1

bi.

Z ai j a d́ıky podmı́nce 2 vyplývá ai%a, i = 1, . . . , n, čili A%a. Mějme prvek x ∈ R, pro nějž
A%x. Z konečné interpolačńı vlastnosti existuje y ∈ R, že A%y a y%x. Podle podmı́nky 3 je
a j y a podle 2 je a%y. Protože y%x, pak a%x.

Naprosto obdobně lze dostat b%A a x%b, pokud x%A, x ∈ R. �

Lemma 3.5.4. Jestlǐze % je binárńı relace na množině R s vlastnostmi (I) a (L), τ
je tranzitivńı nereflexivńı binárńı relace 7 na spočetné množině T a g, h ∈ RT splňuj́ı h%τg,
h (%)τ h a g (%)τ g, pak existuje f ∈ RT takové, že h%τf , f%τf a f%τg.

7Binárńı relace τ na množině T je tranzitivńı, pokud pro všechna t, s, u ∈ T splňuj́ıćı tτs a sτu plat́ı tτu,
a je nereflexivńı, jestliže pro žádné t ∈ T neńı tτt.
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D̊ukaz. Prvky v T označme tn, n ∈ N, a položme Tn = {tk : k = 1, . . . , n− 1},
Un = {t ∈ T : tτ tn} a Vn = {t ∈ T : tnτt}. Jak ukážeme matematickou indukćı, pro každé
přirozené n = 2 a všechna k = 1, . . . , n− 1 existuje f (tk) tak, že

tτ tk, t ∈ T ⇒ h (t) %f (tk) ,
tkτt, t ∈ T ⇒ f (tk) %g (t) ,

tiτtj, i, j ∈ {1, . . . , n− 1} ⇒ f (ti) %f (tj) .

Nejprve ukažme vztah pro n = 2. Definujme

M = h (U1) = {h (t) : t ∈ T, tτt1} , N = g (V1) = {g (t) : t ∈ T, t1τt} .

Dı́ky vlastnosti (L) existuj́ı a, b ∈ R, že h (t1) %a, b%g (t1) a h (t1) %x⇒ a%x, resp. x%g (t1)⇒
x%b pro x ∈ R . Jelikož pro t ∈ R, t1τt, plat́ı g (t1) %g (t) (nebot’ g (%)τ g), potom z tranzitivity
% vyplývá b%g (t), tj. b%N . Nav́ıc d́ıky h%τg je h (t1) %g (t), kdykoliv t ∈ R, t1τt, tzn. h (t1) %N ,
a tud́ıž a%N . Stejně také d́ıky h (%)τ h a h%τg dostáváme M%a, a M%g (t1) a N%b. Z M%a,
a%N , M%b, b%N a vlastnosti (I) dostáváme existenci c1 = f (t1) takového, že

tτ t1, t ∈ T ⇒ h (t) %f (t1) a t1τt, t ∈ T ⇒ f (t1) %g (t) .

Protože jsme na τ kladli požadavek nereflexivity, je pravdivá implikace t1τt1 ⇒ f (t1) %f (t1),
jelikož neńı splněn jej́ı předpoklad, a t́ım máme hotový prvńı krok indukce.

Předpokládejme, že pozorováńı plat́ı pro nějaké přirozené n = 2, a vyvod’me jej pro
(n+ 1). Necht’

M = f (Tn ∩ Un) ∪ h (Un) , A = f (Tn ∩ Un) ∪ h (tn) ,
N = f (Tn ∩ Vn) ∪ g (Vn) , B = f (Tn ∩ Vn) ∪ g (tn) .

Nyńı ukažme, že M%B (podobně A%N). Jestliže i, j ∈ {1, . . . , n− 1}, tiτtn a tnτtj, d́ıky
tranzitivitě τ a indukčńımu předpokladu f (ti) %f (tj). Také f (ti) %g (tn) a f (Tn ∩ Un) %B.
Dále jestliže t ∈ Un, pak tτ tj a h (t) %f (tj). Uvědomı́me-li si h (t) %g (tn), źıskáme h (Un) %B
a celkově M%B.

Množina B je konečná, z vlastnosti (L) proto existuje b ∈ B takové, že ke každému x ∈ R,
x%B, plat́ı jednak b%B a za druhé x%b. Protože pro m ∈ M plat́ı m%B, potom také m%b a
M%b.

Z g (tn) ∈ B a b%B vyplývá b%g (tn), z g (%)τ g źıskáváme g (tn) %g (Vn), z tranzitivity %
pak b%g (Vn) a z B j N ∪ g (Vn) a b%B konečně b%N .

Přirozeně existuje také a ∈ R, pro něž a%N a M%a. Dı́ky vlasnosti (I) existuje cn ∈ R,
které M%cn a cn%N . Položeńım f (tn) = cn jsme ověřili krok (n+ 1). �

Věta 3.5.5. Každý normálńı topologický prostor X splňuje IB–podmı́nku.

D̊ukaz. Mějme g shora polospojitou funkci a h zdola polospojitou funkci na X splňuj́ıćı
g 5 h, a k nim hledejme spojitou funkci f sevřenou mezi nimi. Na množině R = {P : P j X}
všech podmnožin X definujme relaci % předpisem

M,N j X (tj. M,N ∈ R) : M%N, právě když M j intN.
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Relace % má konečnou interpolačńı vlastnost: jestližeM,N jsou konečné podmnožiny R,
tj. konečné množiny podmnožin X, které pro M ∈M a N ∈ N splňuj́ı M%N , tj. M j intN ,
pak také ( ⋃

M∈M

M

)
=
⋃

M∈M

M j
⋂
N∈N

intN = int

( ⋂
N∈N

N

)
.

Z normality X existuje množina K j X, pro kterou plat́ı( ⋃
M∈M

M

)
j intK j K j int

( ⋂
N∈N

N

)
,

čili M%K a K%N .
Je splněna i podmı́nka 2 z lemmatu 3.5.3, protože jsou-li M,N,U, V podmnožiny v X,

M j N , a plat́ı-li N%V či U%M , pak

M j N j intV, tj. M%V, resp. U j intM j intN, tj. U%N,

čili M%N . Snadno si porad́ıme i s vlastnost́ı 3, nebot’

M jM j intN j N, jakmile M%N.

Podle uvedeného lemmatu má % vlasnosti (I) a (L).
Na množině T = Q racionálńıch č́ısel mějme relaci τ určenou tradičńım uspořádáńım

q1τq2 pro q1, q2 ∈ Q, kdykoliv je q1 < q2. Jestliže vezmeme libovolné q ∈ Q, pak je množina

H (q) = {x ∈ X : h (x) 5 q} uzavřená
a G (q) = {x ∈ X : g (x) < q} otevřená.

Pro racionálńı č́ısla q1 < q2 je H (q1) j H (q2) a G (q1) j G (q2), odkud H (q1) %H (q2) a
G (q1) %G (q2), neboli H (%)τ H a G (%)τ G. Pokud dále x ∈ H (q1), pak lež́ı x také v G (q2),
nebot’ plat́ı

g (x) 5 h (x) 5 q1 < q2.

Odtud vyplývá H%τG. Jsou splněny všechny předpoklady lemmatu 3.5.4. Existuje proto
F ∈ RQ takové, že H%τF , F%τF a F%τG. Pokud q1, q2 ∈ Q, q1 < q2, pak

H (q1) j intF (q2) , F (q1) j intF (q2) a F (q1) j G (q2) .

Funkci f definujme předpisem

f : X → R,
x 7→ inf

{q∈Q: x∈F (q)}
{q} .

Je-li x ∈ F (q) pro q ∈ Q a je-li q′ > q libovolné racionálńı č́ıslo, pak x lež́ı v G (q′), což zna-
mená g (x) < q′ a v d̊usledku g (x) 5 q. Budeme-li brát v úvahu infimum z {q ∈ Q : x ∈ F (q)},
obdrž́ıme odhad g (x) 5 f (x). Podobně x ∈ X \ F (q) a q′ < q pro q, q′ ∈ Q zař́ıd́ı, že ani q′

nelež́ı v H (q′), tedy h (x) > q′, h (x) = q a h (x) = f (x).
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Pro x ∈ X a q ∈ Q vyhovuj́ıćı podmı́nce x ∈ F (q) lež́ı x ve všech F (q′), q′ ∈ Q, q′ > q,
a tud́ıž f (x) 5 inf

{q′∈Q, q′>q}
{q′} = q. Naopak jestliže x 6∈ intF (q) pro q ∈ Q, pak x 6∈ F (q′)

pro žádné racionálńı q′ < q a f (x) = inf
{q′∈Q, q′=q}

{q′} = q.

Z předchoźıch úvah vyplývá, že pro x ∈ X a racionálńı č́ısla q1, q2 ∈ Q taková, že
q1 < f (x) < q2, máme x ∈ intF (q2) \ F (q1) a obráceně pro y ∈ intF (q2) \ F (q1) zase
q1 5 f (y) 5 q2. T́ım jsme ověřili spojitost funkce f v bodě x, když jsme našli jeho okoĺı(

intF (q2) \ F (q1)
)

, na němž q1 5 f 5 q2. �

Poznámka 3.5.6. Dı́ky Hausdorffovu tvrzeńı 3.1.2 z Katětovovy věty 3.5.5 vyplývá
Urysohnova věta 3.2.2.

Katětov̊uv př́ınos spoč́ıvá také v následuj́ıćı větě věnuj́ıćı se stejnoměrně spojitým zobra-
zeńım na obecném uniformńım prostoru X.

Věta 3.5.7. Za předpoklad̊u, že A je podmnožina uniformńıho prostoru (X,U) a funkce
f : A → R je omezená a stejnoměrně spojitá na A, existuje stejnoměrně spojitá funkce F
definovaná na celém X, která se na A shoduje s f .

D̊ukaz. Jako v minulém d̊ukazu označme R = {P : P j X} systém podmnožin v X.
Pro dvě množiny M,N ∈ R zaved’me relaci % předpisem

M%N, právě když existuje U ∈ U takové, že jakmile x ∈M a
(x, y) ∈ U pro y ∈ X, pak již nutně y ∈ N.

Protože pro každé x ∈ X a U ∈ U plat́ı (x, x) ∈ U , automaticky źıskáváme M j N
(vlastnost 3 v lemmatu 3.5.3). Jestliže M j N j X, V1, V2 j X, V1%M a N%V2, existuj́ı
U1, U2 ∈ U , pro která

x ∈ V1, y ∈ X, (x, y) ∈ U1 ⇒ y ∈M ⇒ y ∈ N,
resp. x ∈ N, y ∈ X, (x, y) ∈ U2 ⇒ y ∈ V2,

speciálně x ∈M, y ∈ X, (x, y) ∈ U2 ⇒ y ∈ V2,

takže V1%N , M%V2 a stručně M%N (vlastnost 2). Konečně tato relace splňuje také konečnou
interpolačńı vlastnost (vlastnost 1): at’ M a N jsou konečné podmnožiny R a at’ pro každé
M ∈M a N ∈ N plat́ı M%N , tj. existuje k nim UMN ∈ U , že

x ∈M, y ∈ X, (x, y) ∈ UMN ⇒ y ∈ N.

Definujme U =
⋂

M∈M

⋂
N∈N

UMN . Dı́ky konečnosti M a N tento pr̊unik lež́ı v uniformitě U .

Pro libovolné N ∈ N , x ∈
⋃

M∈M
M , y ∈ X a (x, y) ∈ U existuje M ∈ M, že x ∈ M , pro něj

(x, y) ∈ UMN , takže y ∈ N . Jelikož N bylo libovolné v N , źıskáváme

( ⋃
M∈M

M

)
%

( ⋂
N∈N

N

)
.

Z definice uniformity také existuje V ∈ U takové, že jestliže (x, z) i (z, y) lež́ı ve V , z ∈ X,
pak (x, y) ∈ U . Označ́ıme-li Z množinu všech z ∈ X takových, že (x, z) ∈ V pro všechna

x ∈
( ⋃
M∈M

M

)
, pak
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•
( ⋃
M∈M

M

)
%Z, nebot’ jestliže pro x ∈

⋃
M∈M

M a z ∈ X plat́ı (x, z) ∈ V , pak z ∈ Z,

• Z%
( ⋂
N∈N

N

)
, nebot’ jestliže pro z ∈ Z a y ∈ X plat́ı (z, y) ∈ V , pak pro libovolné

x ∈
⋃

M∈M
x dostaneme také (x, z) ∈ V , tud́ıž (x, y) ∈ U a konečně y ∈

⋂
N∈N

N d́ıky

M%N .

Pro libovolná M ∈ M a N ∈ N tak plat́ı M%Z a Z%N . Jsou splněny předpoklady prvńıho
lemmatu 3.5.3.

Opět vezměme T = Q s relaćı τ =<, označme

α = inf
x∈A
{f (x)} , β = sup

x∈A
{f (x)}

a definujme

K (q) =


∅, q ∈ Q, q < α,
{x ∈ A : f (x) 5 q} , q ∈ Q, q ∈ [α, β] ,
X, q ∈ Q, q > β,

L (q) =


∅, q ∈ Q, q < α,
A (q) ∪ (X \ A) , q ∈ Q, q ∈ [α, β] ,
X, q ∈ Q, q > β.

Dı́ky stejnoměrné spojitosti f na A k libovolnému ε > 0 existuje U ∈ U , že |f (x)− f (y)| < ε,
kdykoliv (x, y) ∈ U . Odtud vyplývá, že pro q1, q2 ∈ Q, α 5 q1 < q2 5 β, najdeme takové
U ∈ U , že jakmile y ∈ A a (x, y) ∈ U , pak f (y) 5 q2. Spolu s daľśımi možnými triviálńımi
př́ıpady (y ∈ X \ A, resp. q1 < α či q2 > β) źıskáváme

q1 < q2, q1, q2 ∈ Q ⇒ K (q1) %L (q2) , neboli K%τL.

Triviálně K (%)τ K a L (%)τ L. Podle lemmatu 3.5.4 existuje M ∈ RT , že K%τM , M%τM a
M%τL.

Definujme F (x) = inf
{q∈Q: x∈M(q)}

{q}, x ∈ X. Pokud q1 < q2 < α, q1, q2 ∈ Q, pak

M (q1) %L (q2) nás vede k M (q1) j L (q2) = ∅, tedy F (x) = α. Podobně M (q) = X pro
všechna q > β, q ∈ Q, a F (x) 5 β.

Pokud pro x ∈ A uzavřeme f (x) mezi hodnoty q1, q2 ∈ Q, q1 < f (x) < q2, pak dostaneme
x ∈ K (q2)\L (q1) a d́ıkyM%τM také x ∈M (q′2)\M (q′1) pro q′1 < q1 < q2 < q′2, kde q′1, q

′
2 ∈ Q.

Odtud

• q′1 5 F (x) 5 q′2,

• q1 5 F (x) 5 q2 (přechodem přes sup
{q′1∈Q:q′1<q1}

a inf
{q′2∈Q:q′2>q2}

),

• F (x) = f (x) (přechodem přes sup
{q1∈Q:q1<f(x)}

a inf
{q2∈Q:q2>f(x)}

).
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K dokončeńı d̊ukazu ukažme stejnoměrnou spojitost F . Mějme dáno ε > 0 a vezměme
konečně mnoho bod̊u q0, . . . , qn+1 ∈ Q takových, že

q0 < q1 < α < q2 < · · · < qn−1 < β = qn < qn+1

a 0 < qk+1 − qk < ε
2

pro k = 0, 1, . . . , n.

Protože pro libovolné k = 0, 1, . . . , n plat́ı M (qk) %M (qk+1), existuje Uk ∈ U takové, že pro
všechna x ∈ M (qk) a y ∈ X splňuj́ıćı (x, y) ∈ Uk již y ∈ M (qk+1). Z definice uniformity

množina U =
n⋃
k=0

Uk lež́ı v U . K bodu x ∈ X existuje k ∈ {2, . . . , n}, že qk−1 < F (x) 5 qk, tj.

x ∈M (qk). Pro y ∈ X muśı F (y) ležet v M (qk+1), a odtud F (y) 5 qk+1. Nav́ıc F (y) > qk−2,
jinak by y ∈ M (qk−2) a x ∈ M (qk−1). T́ım jsme ověřili, že pro (x, y) ∈ U plat́ı nerovnost
|F (x)− F (y)| < 2 · ε

2
= ε. �

Na závěr ukažme, jak souviśı Katětovova věta 3.5.7 s ostatńımi tvrzeńımi.

Poznámka 3.5.8. Z Katětovovy věty 3.5.7 vyplývá Urysohnova věta 3.2.2.

D̊ukaz. Necht’ (X,O) je normálńı topologický prostor a U univerzálńı uniformita, tj.
nejjemněǰśı uniformita na X. Pak U indukuje topologii O, a tedy každé omezené spojité
zobrazeńı f : A → R je zároveň stejnoměrně spojité vzhledem k uniformitě U|A×A.8 Podle
Katětovovy věty existuje stejnoměrně spojité zobrazeńı F : (X,U)→ R rozšǐruj́ıćı f . To je
ovšem vzhledem k p̊uvodńı topologii O spojité. �

Poznámka 3.5.9. Katětovova věta 3.5.7 je ekvivalentńı s Čechovým tvrzeńım 3.3.1.

D̊ukaz. Ukažme nejprve Čechovu větu za předpokladu, že máme dokázáno Katětovovo
tvrzeńı. Necht’ X je úplně regulárńı topologický prostor s kompaktńım podprostorem A.
Označme cX kompaktifikaci X. Protože cX je kompaktńı prostor, existuje jediná uniformita
U na cX indukuj́ıćı p̊uvodńı topologii na cX.9 Jestliže f byla omezená spojitá na A, pak je
vzhledem k U stejnoměrně spojitá na A. Podle Katětovovy věty existuje F̃ : (cX,U) → R
stejnoměrně spojitá rozšǐruj́ıćı f a F = F̃

∣∣∣
X

je tud́ıž spojité rozš́ı̌reńı f .

Nyńı z Čechova tvrzeńı ukažme Katětovu větu. Předpokládejme, že A je podmnožina
uniformńıho prostoru (X,U) a f stejnoměrně spojitá reálná funkce na A. Jako pUA označme

prekompaktńı modifikaci U|A×A a jako pU prekompaktńı modifikaci U .10 Necht’ ˜(A, pUA)

a ˜(X, pU) jsou jejich zúplněńı. Funkci f tak můžeme nyńı stejnoměrně spojitě rozš́ı̌rit na

omezenou funkci f̃ : ˜(A, pUA)→ R. Protože ˜(A, pUA) a ˜(X, pU) jsou totálně omezené úplné
prostory, jsou podle tvrzeńı 8.3.12 a 8.3.16 v General Topology [11] Ryszarda Engelkinga

kompaktńı. Podle Čechovy věty 3.3.1 existuje spojité rozš́ı̌reńı F̃ : ˜(X, pU) → R. Jelikož je

výchoźı prostor kompaktńı, je F̃ zároveň stejnoměrně spojité. Polož́ıme-li F = F̃
∣∣∣
X

, pak je

8Tvrzeńı je obsaženo v př́ıkladě 8.1.B Engelkingovy General Topology [11].
9Jako tvrzeńı 8.3.13 je toto dokázáno v Engelkinově General Topology [11].

10Báze prekompaktńı modifikace pU na prostoru X je tvořena konečnými uniformńımi pokryt́ımi X. Iden-
tické zobrazeńı id : (X,U)→ (X, pU) je stejnoměrně spojité.
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F stejnoměrně spojité z (X, pU) do R a v d̊usledku F ◦ id také stejnoměrně spojité z (X,U)
do R. �

3.6 Grabiner 1986

Předved’me si jeden d̊ukaz Urysohnovy věty 3.2.2 využ́ıvaj́ıćı př́ıstup z funkcionálńı analýzy
přes otevřená zobrazeńı a Urysohnovo lemma 3.2.1. Autorem této myšlenky je Sandy Grabi-
ner [14].

Lemma 3.6.1. Necht’ (E, ‖·‖E) a (F, ‖·‖F ) jsou Banachovy prostory a T omezený lineárńı
operátor T : E → F . Předpokládejme, že existuj́ı m > 0 a r ∈ (0, 1) tak, že ke každému
y ∈ F existuje x0 ∈ E splňuj́ıćı

‖x0‖E 5 m ‖y‖F a ‖y − Tx0‖F 5 r ‖y‖F . (3.1)

Potom existuje x ∈ E takové, že

Tx = y a ‖x‖E 5
m

1− r
· ‖y‖F .

D̊ukaz. Mějme libovolné y ∈ Y . Matematickou indukćı dokážeme, že pro n ∈ N∪{0} lze
naj́ıt xn ∈ E, pro něž

‖xn‖E 5 mrn ‖y‖F a ‖y − Tx0 − · · ·Txn‖F 5 rn+1 ‖y‖F .

Pro n = 0 vyplývá vztah př́ımo z předpokladu. Dále předpokládejme, že již pro nějaké
n ∈ N ∪ {0} plat́ı. Vzorec 3.1 aplikujme na prvek (y − Tx0 − · · · − Txn): existuje xn+1 ∈ E,
které má

‖xn+1‖E 5 m ‖y − Tx0 − · · · − Txn‖F 5 mrn+1 ‖y‖F ,

‖y − Tx0 − · · · − Txn − Txn+1‖F 5 r ‖y − Tx0 − · · · − Txn‖F 5 rn+2 ‖y‖F .

Dı́ky prvńı nerovnosti je∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

xn

∥∥∥∥∥
E

5
∞∑
n=0

‖xn‖E 5
∞∑
n=0

mrn ‖y‖F =
m

1− r
· ‖y‖F <∞,

v Banachově prostoru jsme tedy oprávněni definovat x =
∞∑
n=0

xn. Druhý odhad nám při

n→∞ zajǐst’uje ‖y − Tx‖F = 0, čili y = Tx. �

Věta 3.6.2. Je-li X normálńı topologický prostor s uzavřenou podmnožinou A, pak každá
spojitá omezená reálná funkce f lze spojitě rozš́ıřit na X.
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D̊ukaz. Prostory Cb (X) omezených spojitých funkćı na X se supremovou normou, resp.
Cb (A) omezených spojitých funkćı na A, jsou Banachovy prostory. Předpisem

T : Cb (X) → Cb (A) ,
g 7→ g|A ,

definujme omezený lineárńı operátor. Necht’ f ∈ Cb (A) má normu rovnu M . Disjunktńı
množiny H1 = f−1

([
−M,−M

3

])
a H2 = f−1

([
M
3
,M
])

jsou uzavřené v A. Podle Urysohnova
lemmatu 3.2.1 existuje spojitá funkce G na X taková, že G|H1

≡ −M
3

a G|H2
≡ M

3
. Funkce G

má normu rovnu 1
3
M a na A se od f lǐśı nejvýše o 2

3
M . Jsou splněny předpoklady předchoźıho

lemmatu s konstantami m = 1
3

a r = 2
3
, a proto existuje F ∈ Cb (X), pro niž TF = f (F je

tedy spojitým rozš́ı̌reńı f) a ‖F‖ 5
1
3

1− 2
3

· ‖f‖ = ‖f‖. �
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Kapitola 4

Rozšǐrováńı neomezených spojitých
funkćı

V předešlých kapitolách 2 a 3 jsme se zabývali omezenými zobrazeńımi. Nyńı tyto výsledky
zkuśıme zobecnit i na neomezený př́ıpad. Vyjdeme ze situace, kdy pro topologický prostor X
s uzavřenou podmnožinou A známe podmı́nky, že každé spojité zobrazeńı g : A→ [−M,M ],
M > 0, je možné spojitě rozš́ı̌rit naG : X → [−M,M ]. Rádi bychom za stejných předpoklad̊u
na X spojitě rozšǐrovali libovolná (i neomezená) spojitá zobrazeńı f : A → R na celé X.
Uvedeme r̊uzné postupy, které nám k tomu matematici zanechali.

Př́ıklad 4.0.1. Hned na úvod kapitoly uved’me d̊uležitou poznámku, že obecně nelze stej-
noměrně spojitě rozšǐrovat neomezená stejnoměrně spojitá zobrazeńı ani na X = R. K funkci
x 7→ x2 definované na množině A = N všech přirozených č́ısel nenalezneme stejnoměrně
spojité rozš́ı̌reńı na R.

4.1 Bohr 1918

Harald Bohr se nejprve zabýval rozšǐrováńım omezených reálných funkćı, jak jsme viděli
v odstavci 2.5 z již citované Carathéodoryovy publikace [4]. Jako prvńı předkládá Bohr také
d̊ukaz pro neomezené funkce.

Věta 4.1.1. Předpokládejme, že A je uzavřená podmnožina topologického prostoru X a
že ke každé omezené spojité reálné funkci g z A do [0, 1] existuje jej́ı spojité rozš́ıřeńı na X,
které je nenulové na X \ A. Potom k libovolné (i neomezené) spojité funkci f : A → R
existuje spojité rozš́ıřeńı F : X → R splňuj́ıćı F |A = f .

D̊ukaz. Nejprve předpokládejme, že f = 0, a funkci f rozložme na

f = f1 · f2, kde f1 = min {f, 1} a f2 = max {f, 1} .

Potom f1 : A → [0, 1] a 1
f2

: A → [0, 1] jsou omezené spojité funkce, a podle předpokladu

maj́ı spojitá rozš́ı̌reńı F1 a F2, nav́ıc F2 je na celém X nenulové. Definujme F = F1 · 1
F2

. Jedná
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se o spojitou funkci, která pro x ∈ A nabývá hodnoty

F (x) = F1 (x) · 1

F2 (x)
= f1 (x) · f2 (x) = f (x) .

Jestliže f může nabývat i záporných hodnot, rozlož́ıme ji na kladnou a zápornou část
f = f+ − f−. Ke každé z nich existuje d́ıky předešlému odstavci spojité rozš́ı̌reńı F+, resp.
F− a stač́ı definovat F = F+ − F−. �

Důsledek 4.1.2. Každá spojitá reálná funkce f : A → R definovaná na uzavřené
podmnožině A metrického prostoru (X, %) lze spojitě rozš́ıřit na F : X → R.

D̊ukaz. Necht’ je množina A neprázdná. Dı́ky Bohrově větě 2.5.1 lze každou omezenou

funkci g : A→ [0, 1] spojitě rozš́ı̌rit na G̃ : X → R. Funkce G (x) = max
{
G̃ (x) , % (x,A)

}
,

x ∈ X, je také spojitým rozš́ı̌reńım g a nav́ıc G > 0 na X \A, takže jsou splněny předpoklady
předchoźı věty. �

4.2 Hausdorff 1919

Do třetice citujme Hausdorff̊uv článek [16], který se zabývá i neomezenými reálnými
funkcemi. Každá spojitá funkce z uzavřené podmnožiny metrického prostoru (X, %) lze spojitě
rozš́ı̌rit na celé X. Jak si ukážeme, tvrzeńı lze zobecnit na normálńı prostory.

Věta 4.2.1. Mějme dán normálńı topologický prostor X a v něm uzavřenou podmnožinu
A. Jestlǐze ke každé omezené spojité reálné funkci g : A → [−1, 1] existuje spojité rozš́ıřeńı
G : X → [−1, 1], pak i každá neomezená spojitá reálná funkce f definovaná na A lze spojitě
rozš́ıřit na F : X → R.

D̊ukaz. Položme

g (x) =
f (x)

1 + |f (x)|
, x ∈ A.

Tato funkce je v absolutńı hodnotě ostře omezená konstantou 1. Z předpokladu v́ıme, že
existuje jej́ı spojité rozš́ı̌reńı G : X → [−1, 1]. Jelikož je X normálńı, existuj́ı spojité (jak
vid́ıme z Urysohnova lemmatu 3.2.1) funkce c1, c2 : X → [0, 1], pro něž c1 (G−1 ({−1})) = 0
a c1|A ≡ 1, resp. c2 (G−1 ({1})) = 0 a c2|A ≡ 1. Jestliže polož́ıme

G̃ (x) = c1 (x) · c2 (x) ·G (x) ,

obdrž́ıme spojitou funkci z X do otevřeného intervalu (−1, 1). Na závěr definujeme

F : X → R
x 7→ G̃(x)

1−|G̃(x)| .

Pro x ∈ A potom

F (x) =
G̃ (x)

1−
∣∣∣G̃ (x)

∣∣∣ =
G (x)

1− |G (x)|
=

g (x)

1− |g (x)|
=

f(x)
1+|f(x)|

1−
∣∣∣ f(x)
1+|f(x)|

∣∣∣ = f (x) .
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Poznámka 4.2.2. V roce 1919 ještě nebylo Urysohnovo lemma vvyslovené. Mı́sto něj
definuje Hausdorff v metrickém prostoru (X, %) pro A 6= ∅ funkci G̃ vzorcem

G̃ (x) =
G (x)

1 + % (x,A)
, x ∈ X.

Důsledek 4.2.3. Každá spojitá reálná funkce na uzavřené podmnožině normálńıho topo-
logického prostoru lze spojitě rozš́ıřit na celý prostor.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z vět 3.1.2, 3.5.5 a 4.2.1. �

4.3 Gillman a Jerison 1960

Leonard Gillman a Meyer Jerison v roce 1960 charakterizovali, kdy lze rozšǐrovat neo-
mezená spojitá zobrazeńı. Představ́ıme si d̊ukaz, který uvedli v [13] a z něhož vyplývá Ury-
sohnova věta i pro neomezená zobrazeńı. V zásadě se př́ıstup přes arkustangens a tangens
běžně uvád́ı při zobecňováńı výsledku pro omezené funkce na neomezené.

Věta 4.3.1. Předpokládejme, že A je podmnožina topologického prostoru X a že každá
omezená spojitá reálná funkce g : A→ R lze spojitě prodloužit na G : X → R. Potom každá
(i neomezená) spojitá funkce f : A→ R lze spojitě rozš́ıřit na F : X → R právě tehdy, když
pro každou nulovou množinu 1 Z disjunktńı s A existuje spojitá funkce h na X, která na A
nabývá hodnoty 1 a na Z je nulová.

D̊ukaz. Na začátek dokažme implikaci ⇒. Jestliže Z je nulová množina disjunktńı s A,
pak existuje spojitá funkce u, která nabývá nuly právě na množině A. Funkce f (x) = 1

u(x)

definovaná na A je spojitá a podle předpokladu má spojité rozš́ı̌reńı F : X → R. Potom
funkce h = F · u je spojitá na X, v bodě a ∈ A nabývá hodnoty 1

u(a)
· u (a) = 1 a v z ∈ Z je

nulová, nebot’ je zde u nulová.
Nyńı předpokládejme, že plat́ı podmı́nka napravo a ukažme směr ⇐. Ke každé spojité

funkci f na A je i g (x) = arctg (f (x)), x ∈ A, spojitá a nav́ıc omezená, a tud́ıž má spojité
rozš́ı̌reńı G na X. Množina Z =

{
x ∈ X : |g (x)| = π

2

}
je disjunktńı s A a nulová, protože

spojitá funkce

x 7→ max
{π

2
− |g (x)| , 0

}
, x ∈ X,

se právě nuluje na Z. Dı́ky předpokladu existuje spojitá funkce u na X, která na A nabývá
hodnoty 1 a na Z je nulová. Nav́ıc můžeme požadovat |u| 5 1. Dále |G (x) · u (x)| < π

2
na X

a G (a) · u (a) = arctg (f (a)) pro a ∈ A. Zobrazeńı

F : X → R,
x 7→ tg (G (x) · u (x)) ,

1Podmnožina Z topologického prostoru X je nulová, pokud existuje spojitá reálná funkce u na X taková,
že Z = u−1 ({0}).
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je tud́ıž sĺıbeným spojitým rozš́ı̌reńım f . �

Důsledkem uvedené věty je zobecněńı Urysohnovy věty i pro neomezená zobrazeńı.

Důsledek 4.3.2. T1–topologický prostor X je normálńı právě tehdy, když pro libovolnou
uzavřenou množinu A lež́ıćı v X má libovolné spojité zobrazeńı f : A→ R spojité rozš́ıřeńı
F : X → R.

D̊ukaz. Směr ⇐ plat́ı d́ıky již dokázané Urysohnově větě 3.2.2, a tak zbývá ukázat ⇒.
Z Urysohnovy věty 3.2.2 v́ıme, že tvrzeńı plat́ı pro omezená zobrazeńı. Každá nulová množina
Z je uzavřená, nebot’ je vzorem uzavřené množiny {0} při spojitém zobrazeńı. Pokud je Z
disjunktńı s A, d́ıky Urysohnovu lemmatu 3.2.1 existuje funkce h, která na A nabývá jedničky
a na Z nuly, a tak jsou splněny předpoklady předchoźı věty a libovolná spojitá funkce f na
A lze spojitě rozš́ı̌rit na prostor X. �

40



Kapitola 5

Rozšǐrováńı zobrazeńı z metrických
prostor̊u do obecněǰśıch topologických
prostor̊u

Nyńı se opět vrát́ıme do metrických prostor̊u, ale již se nebudeme zabývat pouze reálnými
funkcemi. Představ́ıme si několik praćı, které je možné využ́ıt též pro zobrazeńı do obecněǰśıch
topologických prostor̊u Y . Jak na začátku daľśı kapitoly 6 uvid́ıme, všechna vyslovená tvrzeńı
lze rovněž aplikovat pro pseudometrické prostory (X, %).

5.1 Poussin 1916

V tomto odstavci zobecńıme postup Charlese Jean de la Vallée Poussina z roku 1916 [26].
Uvedeme jej v obecněǰśı podobě, než že každá omezená spojitá funkce naomezená perfektńı
podmnožině v Rn může být spojitě rozš́ı̌rena na celé Rn. Pro prostor X je kromě metrizova-
telnosti kĺıčový předpoklad separability. Za tento ústupek jsme odměněni t́ım, že můžeme za
ćılový prostor vźıt nejen reálná č́ısla, ale libovolný Banach̊uv prostor. Poussinova motivace
je jiná než u Tietzeho: každá α–baireovská funkce definovaná na uzavřené podmnožině A
v X lze rozš́ı̌rit na X pro α > 0. Předvedeným d̊ukazem zjǐst’ujeme, že ji lze rozš́ı̌rit rovněž
v př́ıpadě α = 0 (neboli jedná-li se o spojitou funkci).

Věta 5.1.1. Necht’ (X, %) je separabilńı metrický prostor, ve kterém je A jeho uzavřená
podmnožina. Necht’ (Y, ‖·‖) je Banach̊uv prostor, tj. úplný normovaný vektorový prostor nad
tělesem reálných či komplexńıch č́ısel. Jestlǐze f : A → Y je spojité omezené zobrazeńı,
potom existuje jeho spojité rozš́ıřeńı F : X → Y .

D̊ukaz. Předpokládejme, že A je neprázdná, nebot’ v opačném př́ıpadě můžeme F defi-
novat jako libovolnou konstantu v Y . Jestliže je {an}∞n=1 spočetná hustá podmnožina v A,
položme pro x ∈ X \ A a n ∈ N

rn (x) = % (an, X \B (x, 2% (x,A))) .

Všimněme si, že rn (x) nenabývá hodnoty větš́ı než 2% (x,A) a že rn je stejnoměrně spojitou
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funkćı na X \ A: vezměme δ > 0, x ∈ X \ A a y ∈ B (x, δ) ∩ (X \ A). Pro libovolný prvek
b ∈ X \B (x, 2% (x,A)), tzn. % (x, b) = 2% (x,A), je

% (y, b) = % (x, b)− % (x, y) > 2% (x,A)− δ > 2% (y, A)− 3δ,

tj. b ∈ X \B (y, 2% (y, A)− 3δ). Pro n ∈ N

% (an, X \B (y, 2% (y, A))) 5 % (an, b) + % (b,X \B (y, 2% (y, A))) 5 % (an, b) + 3δ

a v d̊usledku rn (y) 5 rn (x) + 3δ.
Zobrazeńı

F (x) =


f (x) , x ∈ A,
∞P
n=1

rn(x)f(an)

n2

∞P
n=1

rn(x)

n2

, x ∈ X \ A,

d́ıky omezenosti f , hustotě {an}∞n=1 v A (tzn. pro každé x ∈ X \ A existuje n ∈ N, že
rn (x) > 0) a tomu, že Y je Banach̊uv prostor, dobře definuje F (x) jako prvek Y i pro
x ∈ X \ A.

Ukažme spojitost F na A. K bodu x ∈ A a k ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro všechna
z ∈ B (x, δ) ∩ A plat́ı ‖f (x)− f (z)‖ < ε. Pro y ∈ B

(
x, δ

2

)
\ A takové, že rn (y) > 0, lež́ı an

v B (y, 2% (y, A)), speciálně an ∈ B (x, δ). Pro něj

‖F (x)− F (y)‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥f (x)−

∞∑
n=1

rn(y)f(an)
n2

∞∑
n=1

rn(y)
n2

∥∥∥∥∥∥∥∥ 5
∞∑
n=1

rn(y)‖f(x)−f(an)‖
n2

∞∑
n=1

rn(y)
n2

< ε.

Zbývá dokončit d̊ukaz spojitosti na X \A. Postač́ı pro libovolné k > 0 dokázat spojitost
na množině {x ∈ X \ A : % (x,A) < k}. Na této množině je každá rn omezená konstantou

2k, takže na stejnoměrně spojitá zobrazeńı x 7→ rn(x)f(an)
n2 a x 7→ rn(x)

n2 můžeme použ́ıt Weier-
strass̊uv M–test 7.0.1, d́ıky němuž je F spojité na {x ∈ X \ A : % (x,A) < k} a tedy i na
X \ A. �

Poznámka 5.1.2. Tvrzeńı lze modifikovat i pro stejnoměrnou spojitost: jestliže f je
stejnoměrně spojité a omezené na A (přičemž v tomto př́ıpadě nemuśı být A uzavřené), pak
lze zkonstruovat F stejnoměrně spojité na X takové, že F |A = f .

D̊ukaz. Prohod́ı se pořad́ı kvantifikátor̊u: pro ε > 0 nalezneme δ > 0, aby pro každé
x ∈ A a z ∈ B (x, δ) ∩ A platilo ‖f (x)− f (z)‖ < ε. Definujme pro M = 0 spojité zobrazeńı
χM , které zmenš́ı vektor y ∈ Y tak, aby měl normu menš́ı nebo rovnu M , předpisem

χM : Y → Y

y 7→
{
y, ‖y‖ 5M,
M · y

‖y‖ , ‖y‖ > M.

Pro y ∈ B
(
A, δ

2

)
odhadneme

1 +
∞∑
n=1

rn (y)

n2
< 1 +

δπ2

6
a

∥∥∥∥∥1 +
∞∑
n=1

rn (x) f (an)

n2

∥∥∥∥∥ < 1 +
δMπ2

6
,
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kde za M pokládáme konstantu omezenosti |f |.
Definujme

F (x) =


f (x) , x ∈ A,
χM

„
1+
∞P
n=1

rn(x)f(an)

n2

«
min


1+
∞P
n=1

rn(x)

n2 ,1+ δπ2

6

ff , x ∈ X \ A.

Potom an ∈ B (x, δ), kdykoliv x ∈ A, y ∈ B
(
x, δ

2

)
a rn (y) > 0, a proto ‖F (x)− F (y)‖ < ε,

takže F je stejnoměrně spojitá na A vzhledem k X.
Dále pro každé r > 0, δ′ > 0, x ∈ X \ B (A, r) a y ∈ B (x, δ′) ∩ (X \B (A, r)) se rn (x) a

rn (y) pro libovolné n ∈ N lǐśı maximálně o 3δ′, takže∥∥∥∥(1 +
∞∑
n=1

rn(x)f(an)
n2

)
−
(

1 +
∞∑
n=1

rn(y)f(an)
n2

)∥∥∥∥ 5 ∥∥∥∥ ∞∑
n=1

(rn(x)−rn(y))f(an)
n2

∥∥∥∥ 5
5

∞∑
n=1

‖rn(x)−rn(y)‖·‖f(an)‖
n2 5 3δ′Mπ2

6
,∥∥∥∥(1 +

∞∑
n=1

rn(x)
n2

)
−
(

1 +
∞∑
n=1

rn(y)
n2

)∥∥∥∥ 5 ∥∥∥∥ ∞∑
n=1

rn(x)−rn(y)
n2

∥∥∥∥ 5 3δ′π2

6
.

Zobrazeńı

h1 : x 7→ χM

(
1 +

∞∑
n=1

rn(x)f(an)
n2

)
, h2 : x 7→ min

{
1 +

∞∑
n=1

rn(x)
n2 , 1 + δπ2

6

}
jsou stejnoměrně spojitá na X \ B (A, r), přičemž h1 a 1

h2
jsou omezená všude na X \ A.

Dı́ky poznámce 7.0.3 je nejdř́ıve F stejnoměrně spojité na X \ B (A, r), a tud́ıž podle
poznámky 7.0.4 i na celém X. �

5.2 Brouwer 1918

Do třetice se věnujme rozšǐrováńı spojitých zobrazeńı z uzavřené podmnožiny A euk-
leidovského prostoru Rn. V roce 1918 zveřejnil Luitzen Egbertus Jan Brouwer článek [3],
v němž narozd́ıl od Lebesgueova (podkapitola 2.1) a Tietzeho prvńıho př́ıstupu (podkapi-
tola 2.2, věta 2.2.4) nepotřeboval supremum či infimum, a lze tud́ıž zobecnit na zobrazeńı
do libovolného topologického vektorového prostoru (i když sám se zabýval pouze spojitými
omezenými reálnými funkcemi).

Jeho d̊ukaz modifikujme: zat́ımco na X \ A rozkládá śıt’ simplex̊u, my zde využijeme
př́ıstup z vyjmenovaných př́ıpad̊u a rozlož́ıme śıt’ n–dimenzionálńıch krychĺı. Brouwer však
Lebesgueovy a Tietzeho výsledky necituje, jen chce přednést jiný d̊ukaz než Charles Jean de
la Valée Poussin (podkapitola 5.1) a Harald Bohr (podkapitola 2.5) a nepouž́ıvat při něm
nekonečný proces.

Věta 5.2.1. Jestlǐze je A uzavřená podmnožina eukleidovského prostoru Rn, n ∈ N,
Y topologický vektorový prostor a f spojité zobrazeńı z A do Y , pak existuje spojité zobrazeńı
F : X → Y , které rozšiřuje f .
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D̊ukaz. Důkaz je prakticky totožný jako u věty 2.1.1. Jediný rozd́ıl spoč́ıvá v tom, že
ve vrcholu x krychle K ∈ K za funkčńı hodnotu F (x) zvoĺıme libovolný prvek z množiny
{f (z) : z ∈ A, % (x, z) < 2% (x,A)}.

Ke spojitosti na A předpokládejme, že pro x ∈ A, U otevřené okoĺı f (x) existuje δ > 0
takové, že f (z) ∈ U , kdykoliv z ∈ B (x, δ)∩A. Pokud y je vrchol některé krychle z K, která
je celá obsažená v B

(
x, δ

3

)
(a v́ıme, že systém těchto krychĺı tvoř́ı okoĺı bodu x ∈ A), pak

funkčńı hodnota F (y) je rovna f (z) pro nějaký bod z ∈ A, který neńı od y vzdálen v́ıce než
2% (y, A). Protože

% (x, z) 5 % (x, y) + % (y, z) <
δ

3
+

2δ

3
= δ,

lež́ı F (y) = f (z) v U .
Spojitost F na X\A je obdobně jako ve větě 2.1.1 d́ıky postupnému lineárńımu definováńı

zřejmá. �

5.3 Dugundji 1951

Na začátku padesátých let dvacátého stolet́ı představil James Dugundji slavný výsledek,
větu 5.3.5. V p̊uvodńım článku [9] rozšǐroval spojitá zobrazeńı z uzavřené podmnožiny me-
trického prostoru do lokálně konvexńıho topologického prostoru Y . My si jej předvedeme
podle autorovy pozděǰśı učebnice topologie [10], kde za Y lze brát obecněǰśı tř́ıdu prostor̊u.1

Lemma 5.3.1. Necht’ A je uzavřený podprostor metrického prostoru (X, %) a A′ j A je
hustá podmnožina A. Pak existuje U lokálně konečné otevřené pokryt́ı X \ A a soubor bod̊u
{aU : U ∈ U} v A′ tak, že

• pro každé U ∈ U a x ∈ U plat́ı % (x, aU) 5 2% (x,A),

• je-li Un ∈ U pro každé n ∈ N a je-li lim
n→∞

% (Un, A) = 0, pak také lim
n→∞

diam (Un) = 0.

D̊ukaz. Označme B =
{
B
(
x, 1

4
% (x,A)

)
: x ∈ X \ A

}
soubor otevřených kouĺı v X \ A.

Jelikož je A uzavřené v X, je B otevřeným pokryt́ım X \A a d́ıky parakompaktnosti2 X \A
má lokálně konečné otevřené zjemněńı U . To znamená, že pro libovolné U ∈ U nalezneme
xU ∈ X \ A, pro něž bude U j B

(
xU ,

1
4
% (xU , A)

)
.

Množina A′ je hustá v A, čili pro každé U ∈ U existuje aU ∈ A′ takové, že plat́ı odhad
% (xU , aU) 5 5

4
% (xU , A). Nyńı můžeme přistoupit k ověřeńı obou požadovaných vlastnost́ı.

• Mějme libovolná U ∈ U a x ∈ U . Pro ně d́ıky předešlým odhad̊um plat́ı

% (x, aU) 5 % (x, xU) + % (xU , aU) 5
1

4
% (xU , A) +

5

4
% (xU , A) =

3

2
% (xU , A) ,

% (xU , A) 5 % (xU , x) + % (x,A) 5
1

4
% (xU , A) + % (x,A) .

1Zpracováno rovněž podle van Millovy knihy [25].
2Topologický prostor X je parakompaktńı, pokud je Hausdorff̊uv a každé otevřené pokryt́ı X má lokálně

konečné otevřené zjemněńı. Podle Stoneovy věty je každý metrizovatelný prostor parakompaktńı, vizme
tvrzeńı 5.1.3, resp. 4.4.1 v Engelkingově General Topology [11].
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Posledńı mezivýsledek se nám ještě bude hodit u druhého bodu, upravme jej na

3

4
% (xU , A) 5 % (x,A) . (5.1)

Dosad́ıme-li jej do prvńıho řádku, vyplyne požadovaná nerovnost

% (x, aU) 5 2% (x,A) .

• Předpokládejme {Un}∞n=1 j U a lim
n→∞

% (Un, A) = 0. Vezměme posloupnost {pn : n ∈ N}
takovou, že pn ∈ Un pro n ∈ N a nav́ıc lim

n→∞
% (pn, A) = 0. Vrat’me se k odhadu (5.1)

z předešlého bodu. Dı́ky němu

lim
n→∞

% (xUn , A) 5 lim
n→∞

4

3
% (pn, A) = 0.

Na závěr si uvědomme, že U zjemňuje B, a tud́ıž Un j B
(
xUn ,

1
4
% (xUn , A)

)
. Proto

lim
n→∞

diam (Un) = 0.

�
Otevřené pokryt́ı U a soubor bod̊u {aU : U ∈ U} z lemmatu nazývejme Dugundjiho systém

pro X a A.

Poznámka 5.3.2. T 1–prostor X je parakompaktńı, právě když ke každému otevřenému
pokryt́ı V existuje podř́ızený rozklad jednotky, tzn. existuj́ı spojité reálné funkce κU = 0,
U ∈ U (kde U je indexová množina) takové, že pro každé x ∈ X existuje nejvýše spočetně
mnoho U ∈ U obsahuj́ıćıch x,

∑
U∈U

κU (x) = 1 a pokryt́ı
{
κ−1
U ((0, 1])

}
U∈U prostoru X zjemňuje

V . Tvrzeńı vyslovené jako věta 5.1.9 je dokázané v Engelkingově General Topology [11].
V př́ıpadě, kdy X je metrický prostor s metrikou %, který je podle Stoneovy věty parakom-

paktńı a v němž má V lokálně konečné zjemněńı U , můžeme definovat zobrazeńı κU : X → R,
U ∈ U , pro x ∈ X předpisem3

κU (x) =
% (x,X \ U)∑

V ∈U
% (x,X \ V )

.

Než vyslov́ıme prvńı část Dugundjiho věty, uved’me definici.

Definice 5.3.3. (Afinńı prostor typu m.) O topologickém prostoru X řekneme, že má
spočetný charakter, pokud každý bod x ∈ X má lokálńı spočetnou otevřenou bázi (tj. pro

3Vypořádejme se nejprve s patologickou možnost́ı, kdy bude X jednobodový prostor {x}. Potom stač́ı
vźıt κU (x) = 1

|{U∈U}| . V ostatńıch př́ıpadech zjemněme V otevřenými množinami, aby pro každé x ∈ X

existovala V ∈ V s kladnou vzdálenost́ı od x, a formálně dodefinujme % (x, ∅) = 0, kdykoliv x ∈ X. T́ım bude
jmenovatel zlomku vždy kladný.
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každý bod x ∈ X existuj́ı U1, U2, . . . j X okoĺı x taková, že pro každou otevřenou G obsa-
huj́ıćı x existuje n ∈ N takové, že Un j G). Reálný vektorový prostor Y je afinńı, pokud
indukuje eukleidovskou topologii na konečnědimenzionálńıch podprostorech. Nav́ıc jej na-
zveme afinńım typu m, jestliže pro každý prostor X se spočetným charakterem, libovolné
spojité zobrazeńı f : X → Y , pro každé x ∈ X a V okoĺı f (x) existuje U okoĺı bodu x v X
a konvexńı množina C j V taková, že f (U) j C.

Poznámka 5.3.4. Každý lokálně konvexńı topologický vektorový prostor4 Y je afinńı
typu m. Necht’ X je prostor se spočetným charakterem, f : X → Y spojité, x ∈ X pevně
dané a V okoĺı f (x). Dı́ky lokálńı konvexitě existuje C konvexńı okoĺı f (x) v Y , které lež́ı
ve V . Potom položme U = f−1 (C).

Ne každý afinńı prostor typu m je lokálně konvexńı. Jak uvád́ı James Dugundji v prvńım
dodatku (4.1 až 4.5) učebnice [10], reálný vektorový prostor s konečnou topologíı (slabou
topologíı určenou eukleidovskou topologíı na konečnědimenzionálńıch podprostorech) nemuśı
být dokonce ani topologický vektorový prostor.

Poznamenejme, že v našem následuj́ıćım tvrzeńı za X bereme metrický prostor, který má
automaticky spočetný charakter (pro x ∈ X je systém {B (x, r) : r > 0, r ∈ Q} spočetnou
báźı okoĺı x).

Věta 5.3.5. Bud’ Y afinńı prostor typu m. Mějme v metrickém prostoru (X, %) uzavřenou
podmnožinu A j X. Pak ke každému spojitému zobrazeńı f : A→ Y existuje spojité rozš́ıřeńı
F : X → Y tak, že F |A = f . Nav́ıc F (X) lež́ı v konvexńım obalu f (A).

D̊ukaz. Předpokládejme, že lokálně konečné otevřené pokryt́ı U prostoru X \A a soubor
{aU : U ∈ U} j A tvoř́ı Dugundjiho systém pro X a A (v tomto př́ıpadě bereme A′ = A).
Necht’ systém funkćı κU : X \ A→ R, U ∈ U , tvoř́ı podle poznámky 5.3.2 rozklad jednotky
vzhledem k pokryt́ı U . Definujme zobrazeńı F : X → Y předpisem

F (x) =

{
f (x) , x ∈ A,∑
U∈U

κU (x) · f (aU) , x ∈ X \ A.

Nejprve ověř́ıme, že F je spojitá v X \A. Vezměme libovolný bod x ∈ X \A. Dı́ky lokálńı
konečnosti U existuje okoĺı W bodu x v X \ A, které prot́ıná pouze konečně mnoho prvk̊u
z U , řekněme U1, . . . , Un. Pro U ∈ U disjunktńı s W je κU |W = 0. Čili

F (y) =
n∑
k=1

κUk (y) · f (aUk) , y ∈ W,

což znamená, že F (y) je konvexńı kombinaćı bod̊u z f (A), tj. F (y) lež́ı v konvexńım obalu
f (A). Protože jsou κU spojité pro U ∈ U , pak i F |W je spojitá.

4Topologický vektorový prostor je lokálně konvexńı, pokud má každý bod lokálńı bázi okoĺı tvořenou
konvexńımi množinami (tj. pro každý bod x ∈ X existuj́ı C1, C2, . . . j X konvexńı okoĺı x taková, že pro
každou otevřenou G obsahuj́ıćı x existuje n ∈ N takové, že Cn j G). Speciálně libovolný Banach̊uv prostor
je lokálně konvexńı.
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Zobrazeńı F je spojité také v A. K d̊ukazu tohoto tvrzeńı zvolme libovolně x ∈ A. Necht’ V
je okoĺı f (x). Pak existuje U okoĺı x v X a konvexńı podmnožina K j V splňuj́ıćı f (U) j K.
Podle spojitosti f v x existuje δ > 0 takové, že B (x, δ) ∩ A j f−1 (K).

Ukážeme, že F
(
B
(
x, δ

3

))
j K. Zajisté pro y ∈ B

(
a, δ

3

)
∩A plat́ı f (y) ∈ K. Řešme druhý

př́ıpad, kdy y ∈ B
(
a, δ

3

)
∩ (X \ A). Potom

% (y, A) 5 % (y, x) <
δ

3
.

Pokud x ∈ U pro nějaké U ∈ U , pak dle lemmatu 5.3.1

% (x, aU) 5 % (x, y) + % (y, aU) 5 % (x, y) + 2% (y, A) <
δ

3
+

2δ

3
= δ.

Vid́ıme, že aU ∈ B (x, δ) ∩ A, a tud́ıž f (aU) ∈ K. Nakonec

F (y) =
∑
U∈U

κU (y) · f (aU)

je konvexńı kombinaćı bod̊u z konvexńı množiny K, a tud́ıž lež́ı také v K, č́ımž jsme dokázali
sĺıbenou vlastnost F

(
B
(
x, δ

3

))
j K j V . Zobrazeńı F je spojité v x. �

Důsledek 5.3.6. Necht’ je Y afinńı prostor typu m, K jeho konvexńı podmnožina, (X, %)
metrický prostor a A jeho uzavřená podmnožina. Každé spojité zobrazeńı f : A → K má
spojité rozš́ıřeńı F : X → K.

D̊ukaz. Ćılový prostor ve vyslovené Dugundjiho větě jsme nahradili konvexńım K. K to-
muto kroku nás opravňuje fakt, že F (X) lež́ı v konvexńım obalu f (A) a f (A) lež́ı v konvexńı
množině K. Proto speciálně F : X → K. �

Poznámka 5.3.7. Všimněme si, že κU ani aU pro U ∈ U nezáviśı na zadané funkci f .
Definujeme-li zobrazeńı e, které každému spojitému zobrazeńı f : A→ Y přǐrad́ı zobrazeńı
e (f) : X → Y popsané Dugundjiho větou 5.3.5, potom

e (f + g) (x) =

{
(f + g) (x) , x ∈ A,∑
U∈U

κU (x) · (f + g) (aU) , x ∈ X \ A,

e (f + g) (x) =

{
f (x) + g (x) , x ∈ A,∑
U∈U

κU (x) · f (aU) +
∑
U∈U

κU (x) · g (aU) , x ∈ X \ A,

e (f + g) (x) = e (f) (x) + e (g) (x) , kdykoliv f, g : A→ Y jsou spojitá,

neboli e je lineárńı operátor. Pokud je (Y, ‖·‖) nav́ıc normovaný prostor, potom pro kterékoliv
spojité zobrazeńı f : A→ Y plat́ı ‖f‖ = ‖e (f)‖, nebot’ e (f) lež́ı v konvexńım obalu f (A).

47



Kapitola 6

Rozšǐrováńı pseudometrik

V šesté kapitole na chv́ıli vstouṕıme do řešeńı otázek týkaj́ıćıch se metrik a pseudometrik.
Na úvod ukážeme, že tvrzeńı o rozšǐrováńı spojitých zobrazeńı na metrických prostorech
lze zobecnit na pseudometrické prostory. Hlavńım obsahem bude objasnit, že pokud umı́me
spojitě rozšǐrovat spojité pseudometriky z uzavřené podmnožiny metrického prostoru, pak
umı́me spojitě rozšǐrovat i omezené reálné funkce z A na celé X. V př́ıpadě stejnoměrné
spojitosti dokonce plat́ı ekvivalence.

Definice 6.0.1. (Metrická modifikace.) Necht’ (X, τ) je pseudometrický prostor. Defi-
nujme

[x] = {x′ ∈ X : τ (x, x′) = 0} , x ∈ X,
[X] = {[x] : x ∈ X} ,

% ([x] , [y]) = τ (x, y) , [x] , [y] ∈ [X] .

Na základě následuj́ıćıho lemmatu je ([X] , %) metrický prostor, který budeme nazývat met-
rickou modifikaćı (X, τ).

Lemma 6.0.2. Zobrazeńı % z předchoźı definice je metrikou na [X] a

ϕ : (X, τ) → ([X] , %)
x 7→ [x]

je otevřené spojité zobrazeńı.

D̊ukaz. Nejprve si muśıme uvědomit, že pro všechna [x] , [y] ∈ [X] a x′ ∈ [x], y′ ∈ [y]
plat́ı

τ (x, y) 5 τ (x, x′) + τ (x′, y′) + τ (y′, y) = τ (x′, y′) 5
5 τ (x′, x) + τ (x, y) + τ (y, y′) = τ (x, y) ,

takže % je na [X]× [X] definováno jednoznačně a je pseudometrikou. Pokud % ([x] , [y]) je pro
[x] , [y] ∈ [X] nulové, pak τ (x, y) = 0, tzn. [x] = [y], a % je tud́ıž metrika.

Pro x ∈ X a r > 0 plat́ı ϕ (B (x, r)) = B ([x] , r), tedy ϕ je otevřené spojité zobrazeńı. �

Poznámka 6.0.3. Předchoźı pozorováńı je snadné, a přesto zaj́ımavé. Umožňuje nám
výsledky, které jsme obdrželi pro spojitá zobrazeńı na metrických prostorech (předevš́ım v ka-
pitolách 2 a 5), zobecnit do pseudometrických prostor̊u. Jestliže pro daný T 0–topologický
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prostor1 Y a všechny metrické prostory
(
X̃, %

)
s uzavřenou podmnožinou Ã umı́me zkon-

struovat spojité rozš́ı̌reńı každého spojitého zobrazeńı f̃ : Ã → Y na F̃ : X̃ → Y , pak pro
libovolný pseudometrický prostor (X, τ) s uzavřenou podmnožinou A lze jakékoliv spojité
zobrazeńı f : A→ Y spojitě rozš́ı̌rit na F : X → Y .

D̊ukaz. Mějme pseudometrický prostor (X, τ) s uzavřenou podmnožinou A, daný topo-
logický prostor Y a libovolné spojité zobrazeńı f : A → Y . Necht’ ϕ (x) = [x], x ∈ X.
Pro všechna x, y ∈ A taková, že τ (x, y) = 0, je f (x) = f (y), nebot’ v opačném př́ıpadě by
existovala otevřená množina V j Y , která by obsahovala bud’ f (x), anebo f (y). Jelikož je
f spojité, existovalo by okoĺı x a y, které by se zobrazilo do V , což nás přivád́ı ke sporu
f (x) ∈ V a zároveň f (y) ∈ V .

Na uzavřené množině [A] = ϕ (A) metrického prostoru ([X] , τ) můžeme definovat spojité
zobrazeńı f̃ ([x]) = f (x) z [A] do Y . To má podle předpokladu spojité rozš́ı̌reńı F̃ : [X]→ Y .
Polož́ıme-li F (x) = F̃ ([x]), x ∈ X, dostaneme sĺıbené spojité rozš́ı̌reńı f . �

6.1 Hausdorff 1930

Představme si práci [17] Felixe Hausdorffa z roku 1930, týkaj́ıćı se topologicky ekviva-
letńıch metrik a spojitých pseudometrik. Ve své nové větě využ́ıvá podobný postup jako
o jedenáct let dř́ıve – pod́ıvejme se na d̊ukaz věty 2.6.1. Úvodńı lemma a věta jsou převzaty
z originálńıho článku.

Lemma 6.1.1. Necht’ (X, %) je metrický prostor, v němž máme uzavřenou podmnožinu
A. Předpokládejme, že na A je definovaná metrika σA topologicky ekvivalentńı 2 s %|A×A.
Následuj́ıćı podmńıky jsou ekvivalentńı:

1. na X lze definovat metriku σ topologicky ekvivalentńı s % takovou, že σ|A×A = σA,

2. existuje nezáporná reálná funkce s : X × A→ [0,∞) splňuj́ıćı

• s (a, b) = σA (a, b) pro a, b ∈ A,

• pro pevné a ∈ A a pro x ∈ X \ A taková, že % (x,A) → 0 a s (x, a) → 0, plat́ı
% (x, a)→ 0,

• pro x, y ∈ X je r (x, y) = sup
a∈A
{|s (x, a)− s (y, a)|} <∞. Jestlǐze pro pevné y ∈ X

konverguje % (x, y)→ 0, pak také r (x, y)→ 0.

1Topologický prostor Y je T 0, pokud pro každé dva r̊uzné body x, y ∈ Y existuje otevřená množina
V j Y , pro ńıž V ∩ {x, y} je jednobodová.

2Řekneme, že pseudometrika τA na topologickém prostoru (A,OA) je spojitá, pokud je spojité identické
zobrazeńı id : (A,OA) → (A, τA). Dvě pseudometriky τA a σA na množině A jsou topologicky ekvivalentńı,
pokud τA je spojité na (A, σA) a σA je spojitá na (A, τA), tj. pro pevné a ∈ A posloupnost {%A (a, bn)}∞n=1

konverguje k nule, právě když {σA (a, bn)}∞n=1 (plat́ı %A (a, b)→ 0, právě když σA (a, b)→ 0).
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D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že z prvńı podmı́nky vyplývá druhá. Předpokládejme, že
máme na X požadovanou metriku σ. Definujme

s (x, a) = σ (x, a) , x ∈ X, a ∈ A.

Pak źıskáváme

• s (a, b) = σ (a, b) = σA (a, b) pro a, b ∈ A,

• jestliže pro a ∈ A a x ∈ X \ A plat́ı s (x, a)→ 0, pak σ (x, a)→ 0 a % (x, a)→ 0,

• pro libovolná x a y z X plat́ı

r (x, y) = sup
a∈A
{|σ (x, a)− σ (y, a)|} 5 σ (x, y) <∞.

Ukažme naopak 2⇒ 1. Definujme

t (x, y) = min {% (x, y) , % (x,A) + % (y, A)} , x, y ∈ X,
σ (x, y) = max {r (x, y) , t (x, y)} , x, y ∈ X.

Zobrazeńı σ je metrikou na X:

• σ (x, y) = 0, právě když x = y, protože t (x, y) se vynuluje jen v př́ıpadě x = y nebo
x, y ∈ A (každý bod z X \ A má kladnou vzdálenost od uzavřené množiny A). Pokud
pro x, y ∈ A má být r (x, y) = 0, pak pro všechna a ∈ A

0 = s (x, a)− s (y, a) = σA (x, a)− σA (y, a) .

Speciálně a = x dává σA (y, a) = 0, tj. y = a = x.

• σ (x, y) = σ (y, x) pro libovolná x, y ∈ X, protože zobrazeńı r i t jsou symetrická.

• Pro x, y, z ∈ X plat́ı

r (x, z) 5 sup
a∈A
{|s (x, a)− s (y, a)|+ |s (y, a)− s (z, a)|} 5 r (x, y) + r (y, z) ,

t (x, z) 5 % (x, z) 5 % (x, y) + % (y, z) ,
t (x, z) 5 % (x,A) + % (z, A) 5 % (x,A) + % (y, A) + % (y, A) + % (z, A) ,

č́ımž dostáváme trojúhelńıkovou nerovnost σ (x, z) 5 σ (x, y) + σ (y, z).

Nav́ıc pro x, y ∈ A d́ıky t (x, y) = 0 dostáváme

σ (x, y) = r (x, y) = sup
a∈A
{|s (x, a)− s (y, a)|} = sup

a∈A
{|σA (x, a)− σA (y, a)|} = σ (a, b) .

Na závěr ověřme topologickou ekvivalenci metrik. Mějme pevné x ∈ X. Pak σ (x, y)→ 0
pro y ∈ X, právě když r (x, y) → 0 a t (x, y) → 0. A to nastane právě tehdy, když zaprvé
r (x, y) → 0 a % (x, y) → 0 či zadruhé pokud r (x, y) → 0 a % (x,A) + % (y, A) → 0. Jestliže
% (x, y) → 0, pak podle třet́ı vlastnosti funkce s plat́ı r (x, y) → 0. T́ım jsme ukázali, že
σ (x, y)→ 0. Pokud r (x, y)→ 0 a % (x,A) + % (y, A)→ 0, muśı x ležet v A. T́ımto d̊uvodem
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ale s (y, x) → 0, nebot’ s (x, x) = σA (x, x) = 0 a s (y, x) = s (y, x) − s (x, x) 5 r (x, y) → 0.
Protože % (y, A)→ 0 a s (y, x)→ 0, podle druhého předpokladu % (y, x)→ 0. �

Věta 6.1.2. Mějme dánu uzavřenou podmnožinu A metrického prostoru (X, %) a metriku
σA na A topologicky ekvivalentńı s %|A×A. Potom na X existuje metrika σ, která je topologicky
ekvivalentńı s % a na A× A se shoduje se σA.

D̊ukaz. Z lemmatu 6.1.1 v́ıme, že stač́ı naleznout nezápornou funkci s : X×A→ [0,∞)
s předepsanými vlastnostmi. Zvolme libovolný bod c ∈ A a položme

t (x, c) = inf
b∈A

{
σA (b, c) + 2 %(x,b)

%(x,A)
− 2
}
, x ∈ X \ A,

s (x, a, c) = sup
b∈A

{
σA (a, b)− σA (b, c)− %(x,b)

%(x,A)
+ 1
}
, x ∈ X \ A, a ∈ A.

Funkci s můžeme definovat

s (x, a) =

{
σA (x, a) x ∈ A, a ∈ A,
s (x, a, c) + t (x, c) , x ∈ X \ A, a ∈ A.

Ta je nezáporná, nebot’ pro x ∈ X \ A a a ∈ A plat́ı

−s (x, a, c) = inf
b∈A

{
−σA (a, b) + σA (b, c) +

% (x, b)

% (x,A)
− 1

}
5 t (x, c) .

Ověřme daľśı vlastnosti.
Bud’ a pevný bod v A a necht’ % (x, b) → 0, x ∈ X \ A, pro nějaký prvek b ∈ A. Ke

každému x ∈ X \ A muśı existovat px ∈ A takové, že % (x, px) < % (x,A) + (% (x,A))2, a pro
něž tud́ıž

t (x, c) < σA (px, c) + 2% (x,A) ,
s (x, a, c) > σA (a, px)− σA (px, c)− % (x,A) .

Protože % (x,A) → 0, také % (x, px) → 0 a % (px, b) 5 % (px, x) + % (x, b) → 0. Z topologické
ekvivalence metrik vyplývá σA (px, b)→ 0, takže σA (a, px)→ σA (a, b) pro libovolný a ∈ A a
speciálně σA (px, c)→ σA (b, c). Jestliže pro nějaké b ∈ A plat́ı % (x, b)→ 0, x ∈ X \ A, pak

lim sup
{x∈X\A: %(x,b)→0}

{t (x, c)} 5 σA (b, c) , (6.1)

lim inf
{x∈X\A: %(x,b)→0}

{s (x, a, c)} = σA (a, b)− σA (b, c) . (6.2)

K libovolnému x ∈ X \ A existuje qx ∈ A takové, že

t (x, c) + % (x,A) > σA (qx, c) + 2
% (x, qx)

% (x,A)
− 2. (6.3)

Pro libovolné b ∈ A je potom

2%(x,qx)
%(x,A)

< t (x, c) + % (x,A)− σA (qx, c) + 2 5
(
σA (b, c) + 2 %(x,b)

%(x,A)
− 2
)

+

+% (x,A)− σA (qx, c) + 2 5 σA (b, c) + 2 %(x,b)
%(x,A)

+ % (x,A) ,

2% (x, qx) 5 σA (b, c) · % (x,A) + 2% (x, b) + (% (x,A))2 .
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Pokud % (x, b) → 0, x ∈ X \ A, pak % (x,A) → 0 a % (x, qx) → 0, takže i % (b, qx) → 0 a
z topologické ekvivalence metrik σA (b, qx)→ 0. Odtud σA (c, qx)→ σA (c, b). Ze vzorce (6.3)
źıskáváme t (x, c) = σA (c, b) a d́ıky (6.1) t (x, c)→ σA (c, b), kdykoliv % (x, b)→ 0, x ∈ X \A,
pro nějaké b ∈ A.

Když k nerovnosti

s (x, a, c) = σA (a, qx)− σA (qx, c)−
% (x, qx)

% (x,A)
+ 1

připočteme (6.3), dostaneme

s (x, a) + % (x,A) > σA (a, qx) +
% (x, qx)

% (x,A)
− 1. (6.4)

Ověřme druhou vlastnost pro funkci s: jestliže pro pevné a ∈ A a pro x ∈ X \ A plat́ı

% (x,A) → 0 a s (x, a) → 0, pak σA (a, qx) → 0 a
(
%(x,qx)
%(x,A)

− 1
)
→ 0, tj. % (x, qx) → 0, a

nakonec % (a, x)→ 0.
K x ∈ X \ A a a ∈ A označme jako rx,a ∈ A takový bod, pro nějž

s (x, a, c)− % (x,A) < σA (a, rx,a)− σA (rx,a, c)−
% (x, rx,a)

% (x,A)
+ 1. (6.5)

Pro b ∈ A
%(x,rx,a)

%(x,A)
< −s (x, a, c) + % (x,A) + σA (a, c) + 1 5

5 −
(
−σA (a, c)− %(x,b)

%(x,A)
+ 1
)

+ % (x,A) + σA (a, c) + 1 =

= %(x,b)
%(x,A)

+ % (x,A) + 2σA (a, c) ,

% (x, rx,a) < % (x, b) + (% (x,A))2 + 2σA (a, c) · % (x,A) .

Je-li % (x, b) → 0, x ∈ X \ A, pak % (x,A) → 0, v d̊usledku % (x, rx,a) → 0, % (b, rx,a) → 0 a
σA (b, rx,a)→ 0. Potom σA (a, rx,a)→ σA (a, b) a σA (rx,a, c)→ σA (b, c). Z (6.5) źıskáváme

lim sup
{x∈X\A: %(x,b)→0}

{s (x, a, c)} 5 σA (a, b)− σA (c, b)

a d́ıky (6.3) s (x, a, c)→ σA (a, b)− σA (b, c).
Zjistili jsme, že kdykoliv je b ∈ A pevné a σA (x, b)→ 0, x ∈ X\A, plat́ı t (x, c)→ σA (c, b)

a pro libovolné a ∈ A také s (x, a, c)→ σA (a, b)−σA (c, b). Takže s (x, a)→ σA (a, b), a tud́ıž
s (x, b)→ σA (b, b) = 0.

Pro x ∈ X \ A, y ∈ A a a, b ∈ A plat́ı

σA (a, b)− σA (b, c)− % (x, b)

% (x,A)
+ 1 5 σA (a, y) + σA (y, b)− σA (b, c)− % (x, b)

% (x,A)
+ 1,

přechodem k sup
b∈A

nejdř́ıve napravo a posléze nalevo a přičteńım t (x, a) obdrž́ıme

s (x, a, c) + t (x, c) 5 s (x, y, c) + t (x, c) + σA (a, y) ,
s (x, a) 5 s (x, y) + σA (a, y) ,

s (x, a)− s (y, a) 5 s (x, y) .
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Odečteńım s (y, a) = σA (y, a) od (6.4) zase dostáváme

−s (y, a) + s (x, a) + % (x,A) > σA (a, qx)− σA (y, a) = −σA (y, qx) ,
s (y, a)− s (x, a) < σA (y, qx) + % (x,A) .

Pro x ∈ X \ A a y ∈ A a každé a ∈ A jsme odhladli |s (x, a)− s (y, a)| výrazem nezávislým
na a, takže r (x, y) <∞. Jestliže % (x, y)→ 0, x ∈ X \ A, pak d́ıky dř́ıve uvedenému vztahu
s (x, a)→ σA (y, a), tj. r (x, y)→ 0. Ukázali jsme třet́ı vlastnost na (X \ A)×A, přičemž na
A× A také plat́ı.

Pro x, y ∈ X \ A vyplývá z

% (x, a)

% (x,A)
− % (y, a)

% (x,A)
=
% (x, a)− % (y, a)

% (y, A)
+ % (a, y)

% (y, A)− % (x,A)

% (x,A) · % (y, A)

vztah ∣∣∣∣ % (x, a)

% (x,A)
− % (y, a)

% (x,A)

∣∣∣∣ 5 % (x, y)

% (y, A)
+ % (a, y)

% (x, y)

% (x,A) · % (y, A)
.

Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že % je metrika omezená č́ıslem 1 (metrika
%′ = %

1+%
je topologicky ekvivalentńı s %, srovnejme s poznámkou 7.0.5). Pak∣∣∣∣ % (x, a)

% (x,A)
− % (y, a)

% (x,A)

∣∣∣∣ 5 2
% (x, y)

% (x,A) · % (y, A)
.

Pro b ∈ A je

t (x, c) 5 σA (b, c) + 2 %(x,b)
%(x,A)

− 2 %(y,b)
%(y,A)

+ 2 %(y,b)
%(y,A)

− 2 5 σA (b, c) + 2 %(y,b)
%(y,A)

− 2 + 4 %(x,y)
%(x,A)·%(y,A)

.

Přechodem k inf
b∈A

potom t (x, c) 5 t (y, c) + 2 %(x,y)
%(x,A)·%(y,A)

a pro x ∈ X \ A, a ∈ A podobně

źıskáváme
|t (x, c)− t (y, c)| 5 4 %(x,y)

%(x,A)·%(y,A)
,

|s (x, a, c)− s (y, a, c)| 5 2 %(x,y)
%(x,A)·%(y,A)

,

|s (x, a)− s (y, a)| 5 6 %(x,y)
%(x,A)·%(y,A)

.

Výraz vpravo v posledńı nerovnosti nezáviśı na a a pro pevné y ∈ X \ A a % (x, y) → 0
plat́ı % (x,A) → % (y, A) > 0, takže r (x, y) → 0 a t́ım je ukázána třet́ı vlastnost i na
(X \ A)× (X \ A). �

Daľśı věta nám později pomůže z předešlého Hausdorffova tvrzeńı vyvodit Tietzeovu
větu 2.2.4. Důkaz přeb́ıráme ze článku [20].

Věta 6.1.3. Necht’ (X, %) je metrický prostor s uzavřenou podmnožinou A. Potom jsou
následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı:

• každá metrika σA na A topologicky ekvivalentńı s %|A×A m̊uže být rozš́ıřena na metriku
σ na X topologicky ekvivalentńı s %,
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• každá spojitá pseudometrika τA na A m̊uže být rozš́ıřena na spojitou pseudometriku τ
na X. Pokud τA je metrika, existuje jej́ı rozš́ıřeńı τ , které je také metrikou.

D̊ukaz. Ukažme implikaci⇒. Mějme dánu spojitou pseudometriku τA na A. Definujme na
A metriku %′A = max

{
τA, %|A×A

}
. Dı́ky spojitosti τA je %′A topologicky ekvivalentńı s %|A×A.

Podle předpokladu existuje metrika σ topologicky ekvivalentńı s % a rozšǐruj́ıćı %′A. Necht’

f (x, y) =

{
τA (x, y) , [x, y] ∈ (A× A) ,
σ (x, y) , [x, y] ∈ (X ×X) \ (A× A) .

Pak τ = sup {ϕ : ϕ pseudometrika na X, ϕ 5 f} je spojitá pseudometrika, která na A
splývá s τA. Pokud je τA metrika, je i τ metrika.

Naopak pro směr⇐mějme metriku σA definovanou na A topologicky ekvivalentńı s %|A×A
a předpokládejme A 6= ∅. Podle podmı́nky z tvrzeńı této věty existuje spojitá metrika τ ′

rozšǐruj́ıćı σA z A na X. Když ji uprav́ıme na

τ (x, y) = τ ′ (x, y) + |% (x,A)− % (y, A)| , x, y ∈ X,

bude A uzavřená v (X, τ), nebot’ τ (x,A) = 0 pro x ∈ X, právě když x ∈ A. Také τ je
spojitá, tj.

(∀x ∈ X) (∀ε̃ > 0) (∃δ > 0) (∀y ∈ X : % (x, y) < δ) τ (x, y) < ε̃. (6.6)

Spojité zobrazeńı %|A×A :
(
A× A, τ |A×A

)
→ R lze spojitě rozš́ı̌rit (např. podle kapi-

toly 1.1, věty 4.1.1 a poznámky 6.0.3) na ϕ : (X ×X, τ)→ R, tzn.

(∀ [x, a] ∈ X ×X) (∀ε > 0)
(
∃δ̃ > 0

)(
∀ [b, y] ∈ X ×X : |τ (x, a)− τ (b, y)| < δ̃

)
|ϕ (x, a)− ϕ (b, y)| < ε.

Protože |τ (x, a)− τ (a, y)| lze pro x, y, a ∈ X odhadnout τ (x, y), dostáváme

(∀x ∈ X) (∀ε > 0)
(
∃δ̃ > 0

)(
∀y ∈ X : τ (x, y) < δ̃

)
(∀a ∈ X) |ϕ (x, a)− ϕ (a, y)| < ε.

(6.7)

Konečně definujme na X ×X

χ̃ (x, y) = sup
a∈X
{|% (x, a)− % (a, y)− (ϕ (x, a)− ϕ (a, y))|} .

Potom χ̃ je pseudometrikou na X, nebot’ splňuje pro x, y, z ∈ X trojúhelńıkou nerovnost

χ̃ (x, z) 5 sup
x∈A
{|% (x, a)− % (a, y)− (ϕ (x, a)− ϕ (a, y))|+

+ |% (y, a)− % (a, z)− (ϕ (y, a)− ϕ (a, z))|} 5 χ̃ (x, y) + χ̃ (y, z) .

Dále položme

χ (x, y) = sup
{
ψ (x, y) : ψ pseudometrika na X, ψ 5 χ̃, ψ|A×A = 0

}
,

σ (x, y) = max {χ (x, y) , τ (x, y)} .
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V definici χ se nebere supremum přes prázdnou množinu, jak dosvědčuje pseudometrika

ψ̃ (x, y) = sup
a∈A
{|% (x, a)− % (a, y)− (ϕ (x, a)− ϕ (a, y))|} .

Protože %|A×A = ϕ|A×A, plat́ı na A× A vztah

σ (x, y) = τ (x, y) = τ ′ (x, y) = σA (x, y) , x, y ∈ A.

Zobrazeńı σ je metrikou na X, protože τ je metrika a χ pseudometrika
Ukažme ekvivalenci metrik, nejprve spojitost σ na (X, %). Jelikož je τ spojitá na X, stač́ı

se zabývat pseudometrikou χ, resp. χ̃. Mějme zadáno x ∈ X a ε > 0 a necht’ jsou splněny
podmı́nky (6.7) a (6.6) (speciálně pro ε̃ = δ̃). Potom existuje δ ∈ (0, ε) takové, že pro y ∈ X
ve vzdálenosti % (x, y) < δ a všechna a ∈ X je |ϕ (x, a)− ϕ (a, y)| < ε, tzn.

χ (x, y) 5 χ̃ (x, y) 5 sup
a∈X
{|% (x, a)− % (a, y)|}+ sup

a∈X
{|ϕ (x, a)− ϕ (a, y)|} 5

5 % (x, y) + ε < 2ε.

Ale i naopak je % spojitá metrika na (X, σ). K zadanému x ∈ X a ε > 0 vyplývá
z podmı́nky (6.7) existence δ ∈ (0, ε) takového, že pro všechna y ∈ X, τ (x, y) < δ, plat́ı
|ϕ (x, y)− ϕ (y, y)| < ε. Pro y ∈ X se vzdálenost́ı σ (x, y) < δ a χ̃ (x, y) < δ tak

χ̃ (x, y) = |% (x, y)− (ϕ (x, y)− ϕ (y, y))| ,

a tud́ıž % (x, y) 5 χ̃ (x, y) + |ϕ (x, y)− ϕ (y, y)| < 2ε.3 �

6.2 Arens 1953

Věta uvedená v práci Richarda Arense [2] a odkazuj́ıćı se na [1] dodá této kapitole smysl,
nebot’ podává do souvislosti spojité rozšǐrováńı zobrazeńı a pseudometrik. Podobnou otázkou
se zabývá později i Teodor Przymusiński ve článku [27]. Než předvedeme d̊ukaz založený na
práci uvedených autor̊u, vyslovme pomocné lemma.

Lemma 6.2.1. Ke každému neprázdnému metrickému prostoru (X, %) existuje Banach̊uv
prostor, se kterým je izometricky izomorfńı.

D̊ukaz. Zvolme libovolný bod a ∈ X. Zobrazeńı

ϕ : X → Cb (X) ,
x 7→ ϕ (x) , přičemž ϕ (x) (y) = % (x, y)− % (y, a) , y ∈ X,

je izometrickým izomorfismem z X do Banachova prostoru Cb (X) omezených spojitých funkćı
na X. Pro pevné x ∈ X je funkce |ϕ (x)| na X omezená konstantou % (x, a). Pro x, y ∈ X je

‖ϕ (x)− ϕ (y)‖ = sup
z∈X
{|ϕ (x) (z)− ϕ (y) (z)|} =

= sup
z∈X
{|% (x, z)− % (z, a)− % (y, z) + % (z, a)|} =

= sup
z∈X
{|% (x, z)− % (y, z)|} ,

3Zde muśıme přiznat, že jsme nedokázali, co jsme požadovali, nebot’ z σ (x, y) < δ sice vyplývá χ (x, y) < δ,
ale ne χ̃ (x, y) < δ. Na tomto mı́stě je mezera v d̊ukaze, která, jak věř́ım, by měla j́ıt odstranit.
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a tak ‖ϕ (x)− ϕ (y)‖ 5 % (x, y) a zároveň ‖ϕ (x)− ϕ (y)‖ = |% (x, y)− % (y, y)| = % (x, y).
�

Věta 6.2.2. Necht’ (X,O) je topologický prostor a A jej́ı podmnožina. Pak každá spojitá
pseudometrika τA na A lze rozš́ıřit na spojitou pseudometriku τ na X právě tehdy, když
každé spojité zobrazeńı f z A do libovolného Banachova prostoru (Y, ‖·‖) lze spojitě rozš́ıřit
na F : X → Y .

D̊ukaz. Předpokládejme, že A 6= ∅. Nejprve ukažme implikaci zleva doprava. Ne-
cht’ (Y, ‖·‖) je Banach̊uv prostor a f :

(
A, O|A×A

)
→ Y spojité zobrazeńı. Předpisem

τA (x, y) = ‖f (x)− f (y)‖, x, y ∈ A, definujeme pseudometriku na A. Ta je spojitá, ne-
bot’ si stač́ı uvědomit, že pro každé ε > 0 a libovolný bod x ∈ A existuje okoĺı U bodu x v A
takové, že ‖f (x)− f (y)‖ < ε pro y ∈ U . Pak ale τA (x, y) < ε pro všechna y ∈ U a identické
zobrazeńı z prostoru

(
A, O|A×A

)
s p̊uvodńı topologíı do topologického prostoru (A, τA) indu-

kovaného pseudometrikou τA je spojité. Podle předpokladu existuje spojitá pseudometrika τ
rozšǐruj́ıćı τA na X.

Jestliže je A uzávěr množiny A vzhledem k topologii indukované pseudometrikou τ a
x ∈ A, pak existuje posloupnost {an}∞n=1 j A taková, že lim

n→∞
% (an, x) = 0. Pak {f (an)}∞n=1

je cauchyovská v Banachově prostoru Y , a tud́ıž můžeme f dodefinovat na celé A. Podle
Dugundjiho věty 5.3.5 zobecněné poznámkou 6.0.3 do pseudometrických prostory existuje
jej́ı spojité rozš́ı̌reńı F : (X, τ) → (Y, ‖·‖). Protože τ je spojitá pseudometrika na X, je
F = F ◦ id spojité zobrazeńı z prostoru (X,O) do Y .

Nyńı dokažme implikaci zprava doleva. Mějme τA spojitou pseudometriku na A a ([A] , %A)
metrickou modifikaci (A, τA). Předpokládejme, že každé spojité zobrazeńı z

(
A, O|A×A

)
do

libovolného Banachova prostoru Y lze spojitě rozš́ı̌rit na X. Zobrazeńı

ϕA : (A, τA) → ([A] , %A) ,
x 7→ [x] ,

a tud́ıž i ϕA = ϕA ◦ id : (A, O|A) → ([A] , %A) jsou spojitá. Metrický prostor ([A] , %A) je
podle předchoźıho lemmatu izometricky vnořen do nějakého Banachova prostoru Y . Tud́ıž
existuje F : (X,O)→ (Y, ‖·‖) spojité rozš́ı̌reńı ϕA a zbývá zadefinovat

τ (x, y) = ‖F (x)− F (y)‖ , x, y ∈ X.

Pro libovolné x ∈ X a ε > 0 existuje U ∈ O takové, že

‖F (x)− F (y)‖ = τ (x, y) < ε,

a tak je τ spojitá pseudometrika na X. Nav́ıc rozšǐruje τA, nebot’ pro x, y ∈ A máme

τ (x, y) = ‖ϕA (x)− ϕA (y)‖ = %A (ϕA (x) , ϕA (y)) = τA (x, y) .

�
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6.3 Isbell 1959

Rozšǐrováńı spojitých pseudometrik se věnoval Felix Hausdorff v roce 1930. O téměř
třicet let později si v [18] položil John R. Isbell otázku, zda by bylo možné podobné výsledky
přednést pro stejnoměrně spojité pseudometriky.

Věta 6.3.1. Předpokládejme, že A je podmnožina uniformńıho prostoru (X,U) a τA je
omezená stejnoměrně spojitá pseudometrika na

(
A, U|A×A

)
. Potom na (X,U) existuje stej-

noměrně spojitá pseudometrika τ , která se na A× A shoduje s τA.4

D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že A 6= ∅ a τA je omezená konstantou 1
2
.

Z definice stejnoměrné spojitosti τA vyplývá, že pro n ∈ N ∪ {0} najdeme množinu Un ∈ U ,
která je symetrická (tj. [x, y] ∈ Un, právě když [y, x] ∈ Un) a takovou, že pro jej́ı každý prvek
(x, y) ∈ Un ∩ (A× A) bude platit τA (x, y) < 1

2n
. Pak d́ıky metrizačńı větě (d̊usledek 8.1.11

v Engelkinově General Topology [11]) existuje stejnoměrně spojitá pseudometrika σn na X,
která je omezená č́ıslem 1

2n
a pro niž{

[x, y] ∈ X ×X : σn (x, y) <
1

2n+1

}
j Un.

Položme σ (x, y) =
∞∑
n=0

σn (x, y) na X × X. Takto definované zobrazeńı je pseudometrikou,

protože pro x, y, z ∈ X

σ (x, x) =
∞∑
n=0

σn (x, x) = 0,

σ (x, y) =
∞∑
n=0

σn (x, y) =
∞∑
n=0

σn (y, x) = σ (y, x) ,

σ (x, z) =
∞∑
n=0

σn (x, z) 5
∞∑
n=0

(σn (x, y) + σn (y, z)) =

=
∞∑
n=0

σn (x, y) +
∞∑
n=0

σn (y, z) = σ (x, y) + σ (y, z) .

K ε > 0 najděme takové n0 ∈ N ∪ {0}, aby 1
2n0

< ε. Na množině

G =

n0⋃
n=0

{
[x, y] ∈ X ×X : σn (x, y) <

ε

2n

}
plat́ı

σ (x, y) =

n0∑
n=0

σn (x, y) +
∞∑

n=n0+1

σn (x, y) <

n0∑
n=0

ε

2n
+

∞∑
n=n0+1

1

2n
= 3ε.

Potom d́ıky stejnoměrné spojitosti pseudometrik σ0, . . . , σn0 existuje U ∈ U , které je
podmnožinou G, a to potvrzuje stejnoměrnou spojitost pseudometriky σ.

4Pseudometrika τ je stejnoměrně spojitá na uniformńım prostoru (X,U), pokud je identické zobrazeńı
id : (X,U)→ (X, τ) stejnoměrně spojité, tzn. (∀ε > 0) (∃U ∈ U) (∀ [x, y] ∈ U) τ (x, y) < ε.
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Pokud pro dvojici [x, y] ∈ A × A plat́ı σ (x, y) < 1
2n

, n ∈ N, pak σn−1 (x, y) < 1
2n

, takže
[x, y] ∈ Un−1 a τA (x, y) < 1

2n−1 . Z tohoto odhadu a z τA 5 1
2

vyplývá, že τA 5 σ|A×A na
A× A.

Nakonec vezměme

τ (x, y) = min

{
σ (x, y) , inf

a,b∈A
{σ (x, a) + τA (a, b) + σ (b, y)}

}
, x, y ∈ X.

Protože τ (x, x) = 0 a τ (x, y) = τ (y, x), kdykoliv x, y ∈ X, pokud dokážeme trojúhelńıkovou
nerovnost, bude τ pseudometrikou. Předpokládejme, že máme dány body x, y, z ∈ X a
a, b, c, d ∈ A. Pak

τ (x, z) 5 σ (x, a) + τA (a, b) + σ (b, z) 5
5 σ (x, a) + τA (a, c) + τA (c, d) + τA (d, b) + σ (b, z) 5
5 σ (x, a) + τA (a, c) + σ (c, d) + τA (d, b) + σ (b, z) 5
5 (σ (x, a) + τA (a, c) + σ (c, y)) + (σ (y, d) + τA (d, b) + σ (b, z)) .

Přechodem k infimu přes a, b, c, d ∈ A

τ (x, z) 5 τ (x, y) + τ (y, z) .

Pro x, y ∈ A plat́ı τ |A×A = τA, jelikož triviálně τ (x, y) 5 τA (x, y) a pro všechna a, b ∈ A
je

τA (x, y) 5 τA (x, a) + τA (a, b) + τA (b, y) 5 σ (x, a) + τA (a, b) + σ (b, y) .

�

6.4 Čech 1966

Uved’me d̊ukaz obsažený v Čechově knize Topological spaces [6], který nám ukazuje, jak
z Katětovovy věty 3.5.7 vyplývá Isbellova věta 6.3.1.

Věta 6.4.1. Necht’ (X,U) je uniformńı prostor a A podmnožina X. Pokud každá omezená
stejnoměrně spojitá reálná funkce definovaná na A lze stejnoměrně spojitě rozš́ıřit na X,
potom i každá stejnoměrně spojitá pseudometrika τA na A m̊uže být rozš́ıřena na stejnoměrně
spojitou pseudometriku τ na X.

D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti necht’ A 6= ∅. Podle poznámky 7.0.5 stač́ı tvrzeńı dokázat
pouze pro libovolnou omezenou pseudometriku τA. Ta může být rozš́ı̌rena na stejnoměrně
spojité zobrazeńı F : X ×X → R. To znamená, že

(∀ε > 0) (∃U ∈ U) (∀ [x, y] ∈ U) (∀ [a, b] ∈ U) |F (x, a)− F (y, b)| < ε.

Předpisem
ϕ (x, y) = sup

a∈X
{|F (x, a)− F (y, a)|} , x, y ∈ X,

se zavád́ı pseudometrika na X, nebot’ ϕ (x, x) = 0 pro všechna x ∈ X a je to nezáporná
symetrická funkce, která splňuje trojúhelńıkovou nerovnost. Ta je stejnoměrně spojitá na

58



(X,U), jelikož pro všechna [x, y] ∈ U a a ∈ X je |F (x, a)− F (y, a)| < ε, tj. ϕ (x, y) 5 ε.
Zobrazeńı

ψ (x, y) = sup
a∈A
{|F (x, a)− F (y, a)|} , x, y ∈ X,

je také pseudometrikou na X a na A×A splývá s τA, a tak můžeme definovat pseudometriku

τ (x, y) = sup
{
σ (x, y) : σ je pseudometrika na X, σ 5 ϕ, σ|A×A 5 τA

}
,

která je stejnoměrně spojitá na (X,U) a τ |A×A = τA. �

6.5 Gantner 1969

V roce 1969 ukázal T. E. Gantner souvislost mezi stejnoměrně spojitým rozšǐrováńım
pseudometrik a omezených reálných funkćı. Jako druhé tvrzeńı ukážeme, že pokud plat́ı
Isbellova věta 6.3.1, pak plat́ı také Katětovova věta 3.5.7 o stejnoměrně spojitém rozšǐrováńı
funkćı. Důkaz uvád́ı autor ve článku [12]. Zároveň z Hausdorffových vět 6.1.2 a 6.1.3 z roku
1930 vyplývá, že z uzavřených podmnožin metrického prostoru můžeme spojitě rozšǐrovat
omezené funkce na celý prostor. U této věty uvedeme d̊ukaz z textu [20], který je založený
na Gantnerově př́ıstupu.

Věta 6.5.1. Předpokládejme, že v metrickém prostoru (X, %) máme podmnožinu A. Pokud
ke každé spojité pseudometrice τA na A existuje spojitá pseudometrika τ na X rozšiřuj́ıćı τA,
pak i každá nezáporná spojitá funkce f na A lze spojitě dodefinovat na X.

D̊ukaz. Jestliže A = ∅, je tvrzeńı triviálńı. Jinak zvolme libovolně a ∈ A. Funkce

g (x) = max {f (x)− f (a) , 0} , h (x) = −min {f (x)− f (a) , 0}

definované na A jsou nezáporné, spojité, maj́ı nulu ve svém oboru hodnot a plat́ı

f (x) = g (x)− h (x) + f (a) , x ∈ A.

Pokud bude možné každou nezápornou spojitou funkci u na A s nulou v oboru hodnot spojitě
dodefinovat na U : X → R, bude možné spojitě rozš́ı̌rit i f na celý prostor X.

Definujme τA (x, y) = |u (x)− u (y)| pro x, y ∈ A. Toto zobrazeńı je spojitou pseudomet-
rikou na A. Podle Hausdorffových vět 6.1.2 a 6.1.3 existuje spojitá pseudometrika τ na celém
X rozšǐruj́ıćı τA. Položme U (x) = τ (x, u−1 (0)), x ∈ X. Protože τ je spojitá, tak i U je
spojitá na X. Pro x ∈ A máme

U (x) = τ
(
x, u−1 (0)

)
= τA

(
x, u−1 (0)

)
=
∣∣u (x)− u

(
u−1 (0)

)∣∣ = u (x) .

�

Věta 6.5.2. Necht’ A je podmnožina uniformńıho prostoru (X,U) a ke každé stejnoměrně
spojité pseudometrice τA na A existuje stejnoměrně spojitá pseudometrika τ na X taková, že
τ |A×A = τA. Je-li f libovolná stejnoměrně spojitá omezená reálná funkce definovaná na A,
potom existuje jej́ı stejnoměrně spojité rozš́ıřeńı F : X → R.
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D̊ukaz. Opět vyberme libovolně bod a ∈ A, pokud A 6= ∅. Funkce

g (x) = max {f (x)− f (a) , 0} , x ∈ A,
h (x) = −min {f (x)− f (a) , 0} , x ∈ A,

jsou stejnoměrně spojité na A, nezáporné, v a nabývaj́ı nuly a

f (x) = g (x)− h (x) + f (a) , x ∈ A,

takže postač́ı větu dokázat ve speciálńım př́ıpadě, kdy f = 0 a existuje a ∈ A, že f (a) = 0.
Předpisem

τA (x, y) = |f (x)− f (y)| , x, y ∈ A,

se definuje omezená stejnoměrně spojitá pseudometrika na A, která podle předpokladu má
stejnoměrně spojité omezené rozš́ı̌reńı na pseudometriku τ na X. Položme

F : X → R,
x 7→ τ (x, a) .

Funkce F je stejnoměrně spojitá na X, jelikož

|F (x)− F (y)| 5 τ (x, y) , x, y ∈ X,

a nav́ıc se na A shoduje s f , nebot’ pro x ∈ A je

F (x) = τ (x, a) = τA (x, a) = |f (x)− f (a)| = f (x) .

�
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Kapitola 7

Pomocná tvrzeńı

V této kapitole uvedeme známá tvrzeńı použ́ıvaná v řešeńıch širš́ıch problémů, jež se
našimi otázkami zabývaj́ı sṕı̌se okrajově, ale také pozorováńı, na která jsme se v́ıcekrát
odkazovali. Kĺıčová je předevš́ım poznámka 7.0.4.

Věta 7.0.1. (Weierstrass̊uv M–test.) Necht’ {fn}∞n=1 je posloupnost zobrazeńı z topolo-
gického prostoru X do Banachova prostoru (Y, ‖·‖) a necht’ {Mn}∞n=1 je posloupnost kladných

č́ısel takových, že
∞∑
n=1

Mn <∞. Předpokládejme, že pro každé n ∈ N je zobrazeńı fn omezené

konstantou Mn, tj. ‖fn (x)‖ 5 Mn pro všechna x ∈ X. Potom řada
∞∑
n=1

fn (x) definuje prvek

f (x) ∈ Y a konverguje stejnoměrně na X. Jestlǐze jsou nav́ıc všechna fn, n ∈ N, spojitá,
pak je i zobrazeńı f spojité. Pokud je (X, %) metrický prostor a fn, n ∈ N, jsou dokonce
stejnoměrně spojitá, pak je i f stejnoměrně spojité.

D̊ukaz. Definujme sk (x) =
k∑

n=1

fn (x) pro libovolné k ∈ N a x ∈ X. Stač́ı ukázat, že

posloupnost {sk (x)}∞k=1 je pro libovolné x ∈ X cauchyovská. Necht’ ε > 0 a n0 ∈ N je takový

index, že
∞∑

n=n0+1

Mn < ε. Potom pro k = m = n0 plat́ı

‖sk (x)− sm (x)‖ =

∥∥∥∥∥
k∑

n=1

fn (x)−
m∑
n=1

fn (x)

∥∥∥∥∥ 5
k∑

n=m+1

Mn < ε.

Předpokládejme, že pro každé přirozené n je fn spojité. Necht’ U je okoĺı pevně zvoleného
x ∈ X takové, že ‖fn (x)− fn (y)‖ < ε

n0
pro všechna y ∈ U a n = 1, 2, . . . , n0. Potom

‖f (x)− f (y)‖ 5 ‖f (x)− sn0 (x)‖+ ‖sn0 (x)− sn0 (y)‖+
+ ‖sn0 (y)− f (y)‖ < ε+ n0 · εn0

+ ε = 3ε.

Kdyby (X, %) byl metrický prostor a fn, n ∈ N, stejnoměrně spojitá zobrazeńı, pak pro
ε > 0 existuje δ > 0 tak, aby

‖fn (x)− fn (y)‖ < ε

n0

pro x ∈ X, y ∈ B (x, δ) a n = 1, 2, . . . , n0,
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a dostaneme
‖f (x)− f (y)‖ < 3ε, pro x ∈ X, y ∈ B (x, δ) .

�

Poznámka 7.0.2. Když jsme se zabývali spojitost́ı, mohli jsme rozšǐrovat spojitá zob-
razeńı pouze z uzavřených podmnožin topologického prostoru. U stejnoměrné spojitosti
uzavřenost nemuśıme explicitně uvádět, nebot’ jestliže (X,U) a (Y,V) jsou dva uniformńı
prostory, přičemž druhý je úplný, a A je podmnožina X, pak každé stejnoměrně spojité zob-
razeńı f : A→ Y lze stejnoměrně spojitě rozš́ı̌rit na uzávěr množiny A vzhledem k topologii
indukované uniformitou U . Tvrzeńı vyplývá z věty 8.3.10 v General Topology [11] od Rys-
zarda Engelkinga. My jej budeme obvykle využ́ıvat v př́ıpadě, kdy X je metrický prostor
s metrikou %, Y jsou je podprostor reálných č́ısel a kdy lze F v bodech x ∈ A definovat
předpisem

F (x) = lim
γ→0+

inf
{z∈A: %(x,z)<γ}

{f (z)} .

Poznámka 7.0.3. Součin dvou omezených spojitých zobrazeńı f a g z metrického pro-
storu (X, %) do normovaného prostoru (Y, ‖·‖) je stejnoměrně spojitý. Předpokládejme, že
existuje M = 0 takové, že ‖f (x)‖ < M a ‖g (x)‖ < M pro všechna x ∈ X. Potom

‖(fg) (x)− (fg) (y)‖ 5 ‖f (x) (g (x)− g (y))‖+ ‖g (y) (f (x)− f (y))‖ 5
5 M · ‖g (x)− g (y)‖+M · ‖f (x)− f (y)‖ .

Zobrazeńı id : R→ R a g : R→ [0, 1] s předpisem

g (x) =

{
x− 2k, x ∈ [2k, 2k + 1) pro nějaké k ∈ Z,
2k + 2− x, x ∈ [2k + 1, 2k + 2) pro nějaké k ∈ Z,

ukazuj́ı, že muśıme být opatrńı a obecně předpokládat omezenost u obou zobrazeńı.

Poznámka 7.0.4. V široké škále uvedených d̊ukaz̊u rozšǐrujeme tvrzeńı ze spojitosti
na stejnoměrnou spojitost. Máme dán metrický prostor (X, %) s podmnožinou A. Zpravidla
zkonstruujeme reálnou funkci F , která je stejnoměrně spojitá na A vzhledem k X, a takovou,
že F |X\B(A,r) je stejnoměrně spojitá na X\B (A, r) pro libovolné r > 0. T́ım už ale źıskáváme
stejnoměrnou spojitost na celém X.

D̊ukaz. K ε > 0 existuj́ı δ1, δ2 > 0 taková, že

|F (x)− F (y)| < ε, kdykoliv x ∈ A, y ∈ B (x, δ1) ,
anebo x ∈ X \B (A, r) , y ∈ B (x, δ2) ∩ (X \B (A, r)) .

Bez újmy na obecnosti požadujme δ2 <
δ1
2

. Pak

|F (x)− F (y)| < 2ε, kdykoliv x ∈ B
(
A, δ1

2

)
, y ∈ B

(
x, δ1

2

)
,

anebo x ∈ X \B
(
A, r + δ2

2

)
, y ∈ B

(
x, δ2

2

)
,
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Zvolme r = δ1
4

. Pak r + δ2
2

= δ1
4

+ δ2
2
< δ1

4
+ δ1

4
= δ1

2
a z X \B

(
A, δ1

2

)
j X \B

(
A, r + δ2

2

)
už

vyplývá
|F (x)− F (y)| < 2ε pro x ∈ B

(
A, δ1

2

)
, y ∈ B

(
x, δ1

2

)
,

a pro x ∈ X \B
(
A, δ1

2

)
, y ∈ B

(
x, δ2

2

)
.

Pro kterékoliv ε > 0 najdeme δ > 0, které bude menš́ı než δ1
2

a než δ2
2

. Pro libovolné x ∈ X
a y ∈ B (x, δ) můžeme ř́ıct |F (x)− F (y)| < 2ε. �

Poznámka 7.0.5. Uved’me krátké a jednoduché, leč užitečné pozorováńı. Bav́ıme-li
se o spojitosti či stejnoměrné spojitosti na metrických nebo pseudometrických prostorech,
můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že zadaná metrika, resp. pseudometrika je
omezená. Každý pseudometrický prostor (X, τ) je totiž stejnoměrně ekvivalentńı1 s pseudo-
metrickým prostorem (X, σ), kde σ je omezená pseudometrika σ = min {τ, 1}. Pro každé
ε ∈ (0, 1) plat́ı τ (x, y) < ε pro x, y ∈ X, právě když σ (x, y) < ε.

1Dva pseudometrické prostory (X, τ) a (X,σ) jsou stejnoměrně ekvivalentńı, pokud τ je stejnoměrně
spojitá vzhledem k pseudometrice σ a σ je stejnoměrně spojitá vzhledem k τ .
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Závěrečné shrnut́ı

Lebesgue 1907 (věta 2.1.1) Poussin 1916 (věta 5.1.1)

Brouwer 1918 (věta 5.2.1)

Tietze 1915 (věta 2.2.4) Hausdorff 1930 (věty 6.1.2 a 6.1.3)

Dugundji 1951 (věta 5.3.5)

Urysohn 1925 (věta 3.2.2) Katětov 1953 (věta 3.5.5)

Katětov 1953 (lemmata 3.5.3 a 3.5.4)

Katětov 1953 (věta 3.5.7) Isbell 1959 (věta 6.3.1)

Čech 1937 (věta 3.3.1)

Hausdorff 1919 (věta 3.1.2)

(poznámka 3.5.9)

Gantner 1969 (věta 6.5.1)

Čech 1966 (věta 6.4.1)

Gantner 1969 (věta 6.5.2)

Arens 1953 (věta 6.2.2)

(poznámka 3.5.8)
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Schéma ukazuje souvislost mezi zobecněnými výsledky, které jsme si na předchoźıch
stránkách představili. Šipka od jednoho tvrzeńı ke druhému naznačuje, že je možné druhou
větu odvodit z prvńı. Do výčtu nejsou zahrnuty poznatky o rozšǐrováńı neomezených spo-
jitých funkćı z kapitoly 4. Tietzeho větu 2.2.4 d́ıky Bohrově práci z roku 1918 (d̊usledek 4.1.2)
a Urysohnovu větu 3.2.2 d́ıky zobecněnému Hausdorffově článku z roku 1919 (d̊usledek 4.2.3)
či Gillmanově Jerisonově větě (d̊usledek 4.3.2) můžeme vyslovit i pro neomezené reálné
funkce.

Poznámky:

• Lebesgue 1907 (věta 2.1.1): Lebesgueovu zobecněnou větu 2.1.1 pro Rn dokazuje jiným
zp̊usobem Tietze v roce 1915 (věty 2.2.1 a 2.2.6).

• Tietze 1915 (věta 2.2.4): jiný předpis ukazuj́ıćı Tietzeho větu 2.2.4 uvád́ı také Bohr 1918
(věta 2.5.1), Hausdorff 1919 (věta 2.6.1) a Kerékjártó 1923 (věta 2.7.1).

• Urysohn 1925 (věta 3.2.2): Urysohnovo tvrzeńı 3.2.2 ukázal Grabiner v roce 1986
(věta 3.6.2), ve svém d̊ukazu však využil Urysohnovo lemma 3.2.1.

• Čech 1937 (věta 3.3.1): větu uvád́ı nejprve Čech v roce 1937 (poznámka 3.3.2), ovšem
využ́ıvá Urysohnova lemmatu 3.2.1, bez kterého se lze obej́ıt, jak ukázal Stone roku
1947 (věta 3.3.1).

• Katětov 1953 (věta 3.5.5): Katětovovu větu 3.5.5 představil Tong (věta 3.4.2) o rok
dř́ıve, avšak cituje Urysohnovo lemma 3.2.1. Protože z ńı vyvozujeme Urysohnovu
větu 3.2.2, jmenujeme jako autora Katětova.

• Katětov 1953 (věta 3.5.7): dř́ıve, než vyslovil Katětov větu 3.5.7 týkaj́ıćı se rozšǐrováńı
omezených stejnoměrně spojitých reálných funkćı z podmnožiny A na obecném uni-
formńım prostoru (X,U) na X, bylo možné je dokázat pro metrické prostory, jak
jsme uvedli v poznámkách u Tietzeho 1915 (2.2.9), Bohra 1918 (2.5.2), Hausdor-
ffa 1919 (2.6.2) a také Kerékjárta 1923 (2.7.2). Z nich či z postupu Poussina 1916
(5.1.2) lze vyvodit také tvrzeńı pro eukleidovský prostor Rn, ale pokud je nav́ıc A
omezená v Rn, lze k d̊ukazu tvrzeńı sáhnout též po Lebesgueově (2.1.2) či Tietzeho
př́ıstupu (2.2.2 a 2.2.8). Žádné z uvedených tvrzeńı autoři neformulovali, jen jsme při
jejich dokazováńı využili jejich př́ıstupy.
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