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Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy la
ZS 2008-09, 20.3. 2009

Priklad 1 : Spoctéte limitu posloupnosti
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Reseni : Oznacime a,, := V/n™ + n80 — /n™ — n®, dale by, := (n® +n2)20 — (n2 4+ 1), a konecnd
cn = (n+1)0—(n—1)". Rozdil v a,, rozsiiime s vyuzitim vztahu A3 — B® = (A— B)(A%+ AB+B?)
pro A = V/n™ 4+ nb0 B = /n™ —nb, a dostaneme:
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= n i kde nlirroloA" =3.

Pouzili jsme faktu, ze lim,,—, n% = 0 pro a > 0, vétu o aritmetice limit a spojitost tfeti odmocniny.

Vyrazy v b, i ¢, upravime podle binomické véty:
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Celkem tedy mame, opét podle véty o aritmetice limit,
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Bodovéani pti pouziti tohoto postupu pri vypoctu:
L T o) 2 2 Y P 5 body
O TIPTAVA Dy oot ettt ettt e e e e e e 5 bodi
LT o) i 2 Y P 4 body
@ dOPOCILANT ...ttt 1 bod
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutd odtvodnéni:
e uvedeni, Ze lim,, . n%, =0Proa >0 ..ot 1 bod
e spojitost odmocnin ... 1 bod
e aritmetika Limit ........ ... .. e 1 bod

Bodové srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.



Priklad 2 : Spoctéte limitu funkce
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(15 bodit)
Reseni : Limita je typu ,,%“, 1ze tedy pouzit 'Hospitalovo pravidlo (opét s konvenci, ze ., T yna-

mena ,rovna se, pokud existuje limita vpravo®). Pfed ,bezmyslenkovitym*“ pouzitim I’'Hospitalova
pravidla vSak limitu upravime, abychom derivovali jednodussi vyraz:

2% _ 2sinx 9T _ QSinx .%'2
lim ———— = lim . .
z—0z-(1—cosz) a2—0_ a3 1 —cosz
— ——
::f(z) =:h(x)
g(x)

Plati lim,_,¢ h(z) = 2, ana lim,_ % pouzijeme 3x za sebou ’Hospitalovo pravidlo ,,%“, protoze:
f($) :2x_2sin1” f(O) :Ov
f'(z) =2%log 2 — 2™ Jog 2 - cos f(0)=0,

f"(z) =log2 (2% log 2 — 2™ log 2 - cos? & + 25 - sin x) , 1"(0)=0,
f"(z) =log2 (2% 1log? 2 — 250%10g? 2 . cos® x + 2 - 2% 10g? 2 - cos z - sin z+
+ 250% 002 . cos & - sinz + 257 - cos ), "(0) =1log2.

(V bodé spojitosti funkce lze pocitat limitu dosazenim funkéni hodnoty.) Evidentné, g(0) = ¢'(0) =
g"(0) =0, ¢"(0) = 6, tedy celkové, podle véty o aritmetice limit,

27 _ gsinz _log2_2 log 2

lim =
a—0x - (1 — cosx) 6 3

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

o PHospital CiSIo 1 ..o e 4 body
o PHospital Cislo 2 ... e 4 body
o PHospital Cislo 3 ... e 4 body
® UPTravy, dOPOCEt . ...ttt et e e 3 body
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutd odtvodnéni:
e ovéreni, ze jde o 'Hospitala typu ,,g“ ........................................ 1 bod
o limita v bodé Spojitosti .......coiuiiii e 1 bod
e véta o aritmetice limit ..... ... .. . e 1 bod

Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.



Priklad 3 : VysSetiete konvergenci fady
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Reseni : Pouzijeme limitni srovnévaci kritérium, ¢leny vysetiované fady budeme srovnavat s 7712
Pro velka n se totiz
n!+1 n! 1
an = ———— ,,chové jako“ = coz se ,chova jako* — =:0b,.
R PO TS R (nt2)  (nt2)(nt1) Cor5e»eRoval n2 o on
Nyni je potieba tento nas odhad odivodnit. Pocitejme:
I +1)n? 1+ %
T R N U 0 L L k7 R (1)
s vyuzitim faktu, Ze lim,_, % =0, lim, . % = 0 a podle véty o aritmetice limit.

Protoze limita v (1) je vlastni a nenulova, a protoZze obé srovnavané fady jsou fady s kladnymi
¢leny, konverguje nami vySetfovana fada pravé tehdy, kdyz konverguje fada ) -, n—lg Tato fada
vsak konverguje podle véty, ze fada > - ; n% je konvergentni prave tehdy, kdyz o > 1.
Zavér: nami vysetfovana rada tedy konverguje.
Bodovani pii pouziti tohoto postupu vypoctu:
e odhad s jakou radou srovnat
e Ciselny vypocet limity v (1)

................................................. 5 bodi
.................................................. 5 bodu
@ AV o 5 bodu
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutd odtvodnéni:
e uvedeni, ze lim, % =0apod. .o 1 bod
e aritmetika limit ...... ..o

e limitni srovnani: fady s nezapornymi Cleny, limita vlastni a nenulova
e uvedeni, Ze > > n% je konvergentni pravé tehdy, kdyz o > 1

................ 1 bod
Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.



Priklad 4 : VysSetfete pribéh funkce definované predpisem

o=

(15 bodi)

Reseni :

e Defini¢ni obor: druhd odmocnina je definovanad pro nezaporna realnd cisla, a jmenovatel
zlomku musi byt nenulovy, tedy D(f) = (—1, +00).

e f je spojitd na celém D(f) (je souétem, sou¢inem, podilem a slozenim spojitych funkci),
neni suda, licha, periodicka. Plati, ze f > 0 na celém definiénim oboru, pficemz f > 0 pravé
kdyz x € D(f) \ {0}, f(x) =0 pravé kdyz = = 0.

e Limity v krajnich bodech definiéniho oboru, obor hodnot, asymptota:

1
. : z . . ||
1 = l Z = 0’ 1 = 1 —_— X .

Protoze je f spojitd na (—1,+00), a f(0) = 0, dava véta o nabyvani mezihodnot, Ze oborem
hodnot f jsou vSechna nezéporna realna ¢isla, H(f) = (0, +00). Limita vySe zaroven fika,
ze a := limy 1o f(x)/x = 0. Protoze b := limy 1 oo (f(2z) —a-x) = lim,_ 1 f(z) = 0,
existuje asymptota v +oo, a sice y = 0.

e Prvni derivace: pro z € (—1,400) \ {0} je

, 1 1 22(x®+1) =322 - 22 1 zvad+1 g0 1 (2 —23)
fx) =3 : =5 (2—2°) = S sgna
2 [ (23 +1)2 2 |z|(z® +1)2 2 (23 + 1)3/2
x3+1

e Protoze funkce f je spojitda (mimo jiné i) v bodé 0, a protoZe nize uvedené limity existuj,
plati:
fi(0) = lim f'(z) = +1,
x—0+£

tedy f/(0) neexistuje.

e Funkce f tedy roste na (0,+/2) a klesa na (—1,0) a na (3/2,+00). V bodé& 0 je lokalni (i

globalni) minimum 0, a v bodé ¥/2 je lokdlni maximum hodnoty 1/ % ~ 0.727. Funkce
nema globalni maximum.

e Druhd derivace: pro z € (—1,400) \ {0} dostaneme

3 1
f(x) = lsgnx(_gxz)(wg +1)2 - 52— %) (@’ + 1)z - 302 —
2 (x3 +1)3
372 2(z3 +1) +3(2 — 23)
Ty e 3 5 -
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= —— = . (8—2%)sgnx.
423 4 1)3 ( )%

Funkce je tedy konkavni na intervalu (0,2), a konvexni na intervalech (—1,0) a (2, +00).
Funkce ma inflexnf bod z =2 (f'(2) = —§).



o Graf:

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

@ definicni ObOT ... 1 bod
@ SPOJIEOS .. 1 bod
e 0bor hodnot .. ... e 1 bod
e limity v krajnich bodech def. oboru ......... ... ... 1 bod
® ASYINPEOTA .ot e 1 bod
e vypocCet prvni derivace . .........uuiie it 1 bod
e jednostranna derivace v 0 (limity derivace) .............. ...l 1 bod
e monotonie, Iokalnl exXtrémy ... 2 body
o vypocet druhé derivace ...........oiiiiiii e 2 body
e konvexita, KOnKAavita ....... ... oo 1 bod
e inflexni bod ... 1 bod

L 1 2 body




