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Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy la
ZS 2008-09, 16. 2. 2009

Priklad 1 : Spoctéte limitu posloupnosti
((n° +n3)% — (n* +1)%) - (\%13 +n?—1—nd+n+ 2)
li .
nho (n +2)100 — (n + 1)100 — 100n9

(15 bod)

Reseni : Ozmacime a, := (05 + )2 — (n* 4+ 1)2°, b, := Vnd>+n2 —1— Yn3+n+2, a déle
e = (n+2)100 — (n + 1)1 — 100n%. Rozdil tietich odmocnin (tj. b,) rozsifime vyrazem, ktery
tvori jmenovatele néasledujicicho zlomku:

n?—n-3
by = _
3 +n2 -1+ Y M3 +n2 1) (3 +n+2)+ /(03 +n+2)>
_1_3
n n?2

VOt =+ Y0+ 2 =) (35 + {0+ 5+ 35)°

Tato standardni Gprava tedy ihned dava, ze

lim by, = ~ . (1)

n—00 3

Pouzili jsme faktu, ze lim,, n% = 0 pro a > 0, vétu o aritmetice limit a spojitost tfeti odmocniny.
V citateli i jmenovateli zlomku %Z pouzijeme binomickou vétu. Stoji za to vSimnout si, Ze sté
mocniny n se ,odectou” jak v citateli tak ve jmenovateli, a Ze navic ve jmenovateli se ,,odectou”
i ¢leny obsahujici n% (vidite to?). Peclivé proto sepiSeme pouze mocniny n* pro k > 98, nizsi
mocniny n pak tvori ,ostatni ¢leny“ A,, By, Cy, Dy:

(nloo +20n%°n3 + An> — (nloo + Bn>

an
Cn (7190 + 200099 + 4(1P) 79 + €, ) = (0190 + 1009 + ()% + Dy ) = 100099
kde
20 20 25
A, = Z (2;:)) 15:(20-k) 3k _ Z <2k0> 1002k B, = <2k5> 1004k
k=2 k=2 k=1
100 100
100 _ 100 _
anz<k>2knwo k. D, — <k>n100 ko
k=3 k=3
Celkové tedy dostaneme
96 , 96 ,
20n%+ 3" ajn/ 204+ > ani ™%
an j=0 B §=0
¢ 100 U ; 100\, & os
3()nB+ Y ymd 3(5))+ X 8
j=0 j=0

Zde «, 7; jsou néjaka celd ¢isla (mozna i néktera rovna nule). V Citateli i jmenovateli opét vidime

L — 0 pro a > 0. Véta o aritmetice limit

¢leny, na jejichz chovani lze aplikovat znalost, ze lim, o -z

tedy dé4
I [ 20
neos ¢ 3(1%)

(2)



Celkem tedy mame, opét podle véty o aritmetice limit, s vyuzitim (1), (2),

(P ) ()

nlLIIgo (n + 2)100 _ (n + 1)100 — 100199 = nhHIglo . =
i an lim b 20 1 20 2
= lim — - lim = = =
nee ey oo 3(10) 3 9(h) 4455

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

L 03 == T O 7 bodi

® VYPOCE Dy oo 5 bodi

@ dOPOCILANT ...t 3 bodi
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutd odtvodnéni:

e uvedeni, Ze lim,,_ n—la =0pProa >0 ..ot 1 bod

® SPOJjitost OAMOCHIN ...\ttt et e e 1 bod

e aritmetika limit ...... ... 1 bod

Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.



Priklad 2 : Spoctéte limitu funkce
lim (5em _ 4)
x—0

(15 bodi)

Reseni : Protoze limxﬂo(5eﬁr2 —4) =1, je na néjakém prstencovém okoli nuly funkce (56#9 —4)
kladné, a proto je obecnd mocnina za znamenim limity definovana korektné. Také odtud vidime,

7e limita, kterou mame spoéitat, je typu ,,17°°%. Tedy plati:

z+2 Z
A := lim (5696%2 — 4) T lim e(x+%)log(5em_4) =eP, (3)
z—0

x—0

jak plyne ze spojitosti funkce exp, pokud ovSem existuje vlastni
2 _x
B := lim ((l) + > log (5em+2 _ 4) .
z—0 T

(Zde log je pfirozeny logaritmus, tedy logaritmus o zakladu e.) Mame vSak

242 = 2 9 log (5(3% — 4) 5 (eﬁ — 1)
B=lim = og (5% —4) =l TS S N A
r—0 T =0 T 56z—0;2r -5 ) T+ 2
=:L1(x) =:La(x) =:L3(z) =:L4(x)

Plati: limy_.0 L1 (z) - Ly(z) = lim,_ IQJQ e = limgo ff—j; = 1 (spojitost funkce I;IQ? v nule).

Dale je lim, .o La(x) = 1 (vyuzijeme zakladni limitu pro logaritmus, lim,_.; bygf(z’ll) =1, a faktu, ze
v limité slozené funkce v Lo(x) je vnitini funkee, tj. (56%“ —4), prosta na okoli bodu 0). Kone¢né
je lim, .o L3(x) = 5 (opét vyuzijeme zakladni limitu pro exponencialu, lim, .o ey;1 = 1, a faktu,
ze v limité slozené funkce v L3(z) je vnitini funkce, tj. ;%5, prosté na okoli bodu 0).

Celkové proto mame, podle véty o aritmetice limit,
B=1-1-5=5,

a tedy ,
x T+ =
lim (5e7+2—4> T B =

x—0

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

® TOZPIS NAa €XP & 10g .. i 2 body

® VIPOCEt La(T) oottt 6 bodi

© VIPOCEE L3() ettt et e 4 body

@ VT POCEE B it 2 body

e dOPOCtENT ... oo 1 bod

Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutéd odtvodnéni:

e dvakrat odivodnéni limity slozené funkce ........... .. ... ... i 2 X 2 body
e aritmetika limit ... ..o 1 bod

® SPOjitost exXponencialy ........ ... 1 bod

Bodovéa srazka za num. chybu, ktera neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.



Priklad 3 : VysSetiete konvergenci fady

(e ()

n=1

kde symbolem log znacime pfirozeny logaritmus, tedy logaritmus o zakladu e. (15 bodu)

Reseni : Polozime a, := ( — log (”+1)) . Protoze plati lim,, .., (1 — log (”+1)) = 1, je uréité
an > 0 pro vSechna dostatecné velka prlrozena1 n, a muzeme proto pouzit (limitni) odmocninové
kritérium.

Plati: n
n
Dale je
n+1 log ( — log ”“) —log ™~ ntl n+1
An—nlog(l—log< - >> n - g 1L '—("—H—l). 1-— - .
Pn n n \ ,
Qn Ry Sn

Vsimnéte si, jakych Gprav pouzivame, abychom co nejvice pfi vypoctu lim, ., A, vyuzili zéklad-
nich limit pro logaritmus. Déale uz je vypocet jednoduchy, i kdyz jeho spravné odivodnéni v sobé
skyta jisté moznosti necekanych bodovych ztrat:

1
lim P, S, = lim n- <—) = lim (-1) = -1,

n—oo n—oo n n—oo
. , L . s To . n+1
lim @, =1 (zédkladni limita pro logaritmus a vyuziti Heineho véty s y,, = — log ),
n—oo
lim R, =1 (obdobné odtivodnéni jako pro Q) .
n—oo
Celkové tedy je podle véty o aritmetice limit
1
lim A, = -1, a proto lim ¢a, =e'=-.
n—00 n—00 (&

Protoze 1/e < 1, plyne z limitniho odmocninového kritéria, ze ndmi vySetfovana fada konverguje.

Bodovani pfi pouziti tohoto postupu vypoctu:

O O > 0 o 2 body
® VYPOCEE [y v ettt et et 4 body
@ VT POCEE Ry vttt 3 body
0 iMoo A = =L 2 body
@ iy, oo /0 = €7 L 1 bod
e zavér, ze fada konverguje dle odm. kritéria .............. ... .. .. 3 body
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutéd odtivodnéni:
e odivodnéni limity slozené funkce .......... .. ... i 2 body
e aritmetika limit ... ... . . . 1 bod

Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.

1D4 se dokonce jednoduse spocist, ze (1 — log (”'H )) > 0 a tedy i an > 0 pro vSechna pfirozena n, neni to vSak
nutné: odmocninové kritérium potfebuje pouze, aby existovalo prirozené no, ze a, > 0 pro vSechna pfirozenad n > nyp.



Priklad 4 : VysSetfete pribéh funkce definované predpisem
|1+ x|

(15 bod)

Reseni :
e Defini¢ni obor: jedind omezeni na defini¢ni obor klade jmenovatel zlomku, tedy defini¢ni
obor D(f) =R\ {0}.

e f jespojité na celém D(f), protoze je souc¢tem, podilem a slozenim spojitych funkci, pti¢em?z
jmenovatel zlomku je na definiénim oboru nenulovy. Funkce neni suda, licha, periodicka.
Dale plati f(x) = 0 pravé kdyz z = —1; f(x) > 0 pro z > 0, a f(x) <0 pro z < 0.

e Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

li = li =—
Jim f(z) =+oo,  lim f(z) = —oo,
napiiklad podle véty o limité typu ,,%“, a
lim f(z) = +o0, lim f(z) = —o0,
T—+00 T——00
napiiklad s vyuzitim 1’'Hospitalova pravidla ,, = (vad§ vypocet by ovSem mél byt o néco
podrobnéjsi).
e Asymptoty: neni tézké spocist, Ze
1
x 1+x =41
lim &: lim + = lim £ =0=:a,
r—+oco I T——+00 ,’I;% T——+00 \3/5

proto
b= lim (f(r)~0)= lm_f(x) = +oo,
proto asymptota v nekone¢nu (a podobné i asymptota v minus nekoneénu) neexistuje.
e Pro vypocet prvni derivace je dobré si napfiklad uvédomit, ze |1 + x| = (1 + z)sgn (1 + ),
tedy

f'<x>=<sgn<1+m>”1””)’=sgn<1+m> (”f)', v R\ {-1,0},

xr3 3
protoZe (sgn (1+x)) = 0 na R\ {—1}. Kdo se v8ak boji derivovat absolutni hodnotu, mtze
samoziejmé uvazovat f separatné pro x < —1 a x > —1. Tak ¢i tak, dostaneme:

"““) csan(142) 2ol L eR\ (1,00 = D)\ {~1}.

1
3z3

1+
Pl =sen(1+) (1
3
Odtud snadno plyne, ze funkce f roste na (—oo,—1) a (%,—I—oo), a klesa na (—1,0) a na
(0,1). V bodé —1 je lokélni maximum hodnoty f(—1) = 0, v bodé 3 je lokélni minimum
hodnoty f(1/2) = % ~ 1.89. Funkce nem4 #4dné globalni extrémy.
e Jednostranné derivace v bodé —1 spocteme jako limitu derivaci z p¥islusné strany, nebot f
je spojita v bodé —1:
f (-1)= lim f(z)=1, fi(=1)= lim f'(z)=-1, tj. f'(—1) neexistuje.

r——1— r——14



e Obor hodnot: funce f je spojitd na (—o0,0), v obou krajnich bodech tohoto intervalu
ma (z pfislusné strany) limitu —oo, a nabyva na tomto intervalu lokalni (a vzhledem k
tomuto intervalu i globalni) maximum hodnoty 0. Podle véty o nabyvéni mezihodnot je
tedy f(—o0,0) = (—00,0). Podobnou tvahou dostaneme f(0,00) = (=, 0), celkové tedy:

\3/17
() = (~o0.0) U { .0
= (—o0, —,00 | .
V4
e Druhé derivace po nepfili§ slozitém vypoctu vyjde:

20 —1\" 2 2—w
f"(z) =sgn(1+ ) < - > :§sgn(1+x)x7% reR\{-1,0}.

Funkce tedy m4 inflexni bod x = 2, derivace v ném je f'(2) = 2—%/5 ~ 0.397, funkce je
konvexni na intervalech (—oo, —1) a (0,2), a konkdvni na (—1,0) a (2, +00).

o Graf:

inflexe v 2

4 6 8
X
4
Bodovani pfi pouziti tohoto postupu pii vypoctu:

e definicni ObOT ... .. 1 bod
@ SPOJIEOS . 1 bod
e Obor hodnot ... 2 body
e limity v obou nekonec¢nech a jednostranné limity vnule ...................... 1 bod
e neexistence asymptot ......... . e 1 bod
® VYPOoCet Prvil deriVace . ......uititii et e 1 bod
e jednostranné derivace (limity derivaci) ...........c.coiiiiiiiiiiiiiiiiiiaa... 1 bod
e monotonie, Iokalnil exXtrémy ...........o i 2 body
o vypocet druhé derivace ............oiiiiiiii e 1 bod
e konvexita, KOnKAvIta ....... ... 1 bod
e inflexni bod ... e 1 bod

L 1 P 2 body



