Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy la
ZS 2008-09, 19.1. 2009

Priklad 1 : Spoctéte limitu posloupnosti
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Reseni :
Oznacme a,, := i/l + ﬁ - i/l + ﬁ, by := (n5+n)t — (n* +2n)>, zajima nas tedy nlgrolo anbp.
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7Z faktu, ze lim n% = 0 pro a > 0, ze spojitosti tfeti odmocniny a z artimetiky limit plyne, ze
n—oo

lim ¢, =3. (2)
n—oo
Z (1)-(2) vypljvéa, ze neni nutno poéitat viechny' cleny b, nebof ty, které obsahuji mensi nez
sedmnactou mocninu n, pujdou po vynasobeni a, k nule, kdyz n — 4o00. Proto pisme:

16
by, = (n5—|—n)4 — (n4+2n)5 = (n®+4nt+..) — (nP+10n 7 +..) = —10n17+2aknk, (3)

k=0
kde konkrétni hodnoty celych ¢isel a nejsou pro vysledek limity podstatné.
Celkové tedy mame:
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(n—1) [ =10n'7+ > aynk
1 by = 1 F=0 10
oo 00 T B e nts T
s vyuzitim (2), aritmetiky limit a opét faktu, zZe lim n—la =0 pro a > 0.
n—oo
Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:
e Uprava tfetich odmocnin ........ .. .. .. i i e 5 bodi
o Uprava rozdilu POlyNoOmMUL .. ...ttt e 5 bodi
© dOPOCTEANT ...t 5 bodu
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenuté odtvodnéni:
e uvedeni, ze lim n% =0Pproa >0 o e 1 bod
n—oo
e spojitost tfetich odmocnin ......... .. 1 bod
e aritmetika limit ....... ..o 1 bod

Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.

Ipro poradek, zde je (podle binomické véty):
(n®+n)" — (n*42n)° = (0 44n'C46n' 4 dnt4nt) — (41007 +40n 4800 +80n°+32n°) .



Priklad 2 : Spoctéte limitu funkce
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(15 bodu)
Reseni : ,
Hrubou chybou by bylo provést v ¢itateli ,,éastecnou limitu“ (s vyuzitim hH(l) exx—_l = 1) a pocitat
xr—

, s e . .. . cosx—l-—sin% , . . .
misto zadané limity limitu hn%) —z 2 (kterd, mimochodem, neexistuje).
r—

Vypocet (4) provedeme rozsitenim zlomku vyrazem ,z“ a trojndsobnym pouzitim I’Hospitalova
pravidla typu ,,2¢. Pfi oznaceni

»0
flx) = (e"”—l)cosm—:c—xsing, g(x) := 23,
mame ihned
lim £(x) = lim g() = lim ¢/(2) = lim ¢"(2) = 0. lim () = 6.
Pro funkci f dale mame:
xr) = e‘cosx—e’sinx+sinx — —smf—fcosg, im f'(z) =0,
/ x T o3 . 1 . 1 / 0
2 2 2 z—0
f"(z) = —2e"sinz + cosx — cos TiZgnZ , lim f"(z) =0,
2 4 2 z—0
3
r) = —2e sy — ecosx—smx—l—fsmf—i—zcosz, 1m xr)=-—2,
" 2 T 2 2 T : : l " 2
4 2 8 2 z—0

tedy (v kazdém kroku je potieba ovéfit, ze ’'Hospitalovo pravidlo ,2¢ 1ze znovu pouzit, to vSak
plyne z hodnot limit vyse):

, / , 17 , " _9 1
lim £ 0, S@ v S@) g, @) 22 L (5)
=0 g(x)  «=0g'(z)  e=0g"(x)  @—0g"(x) 6 3
kde ,,1¥H “ znaci ,pokud existuje limita vpravo“.

(z)

Poznamka: misto tfettho pouziti 'Hospitala lze limitu lim, g % spocitat pfimo, nebot:

£(2) _ —2e"sinz +cosxz —cos g + 7 sing _ 2" sinx 2sin3%sin% N 1 ain ©

g"(z) 6 6 x 6 24 727
Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

o 1. krok vypOCtU et 4 bod

@ 2. Kkrok VYpOCtU ..ot 4 bod

e dokonceni, véetné odivodnéni a vysledku ........... ... oL 7 bodt
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutéd odtivodnéni:

e kazdé ovéreni, Ze jde o I'Hospitala typu ,,%“ .................................. po 1 bodu

e uvedeni faktu (v néjaké formé), ze u I’'Hospitala musi existovat limita vpravo . 2 body
Bodovéa srazka za num. chybu, ktera neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.



Priklad 3 : Vysetiete konvergenci fady

kde (}) je kombinaéni ¢slo ,n nad k. (15 bodu)

Reseni :

Polozme n n
OE)
1)+ ()
Upravou ¢itatele i jmenovatele tohoto zlomku pouzitim vzorce (z) = (n—r;:)!k! = n(n_l)'ésn_kﬂ)
dostaneme
o n(n2—1)+n(n—1g(n—2) B 60+20(n—2) B 20
n— n(nfl)(an)(n73)+n(n71)(n72)(n73)(n74) - 5(n_2)(n_3)+(n_2)(n_3)(n_4) - (n_2)(n_3)

24 120
Pouzijeme limitni srovnavaci kritérium. Za tim Gcelem nejprve odhadneme, jak se a, chova pro
velké hodnoty n. ,Tipneme si“, Ze pro dostatecné velkd n je mozno zanedbat aditivni konstanty
(-+-—2), (--- — 3) ve vyrazech vyse,

an se tedy ,chova jako“

Oznacme tedy b, := # Lze ihned konstatovat, ze

Z b, konverguje (6)
n=1

co 1
n=1 no

podle véty, ze fada ) konverguje pravé tehdy, kdyz o > 1.

To, ze se fady Y 2y an & > o by ,chovaji stejné®, je ale nutné presné oveérit:
an 20n? 20

bp  (n=2)(n=3) (1-2)(1-3)°

Odtud ihned dostaneme, ze
lim — = 20, (7)

protoze nhjgo n% =0 pro g > 0.

o0 o0
Obé fady > an, Y. b, maji nezdporné ¢leny, limita v (7) je vlastni a nenulov, plyne tedy z (6)
n=1

n=1 =
[e.@]
podle limitniho srovnévaciho kritéria, ze fada ) a, konverguje.
n=1

Bodovani pfi pouziti tohoto postupu pfi vypoctu:

O TIPTAVA (b« v v vove ettt e ettt e e e ettt e e e e e e e e e 4 body

e urceni b, a spocteni (7) .........o. i 5 bodu

e odivodnéni: zminka, ze > 7 | n% konverguje pravé tehdy, kdyz o >1 ........ 1 bod

e odtivodnéni: zminka, Ze lim 5 =0pro #>0 ... 1 bod
n—oo

e odivodnéni uziti limitniho srovnévaciho kritéria: > - | # konverguje ....... 1 bod

e oduvodnéni uziti limitniho srovnavaciho kritéria: (7) je vlastni a nenulova .... 2 body

e odivodnéni uziti limitniho srovnavaciho kritéria: jde o fady s nezdpornymi ¢leny 1 bod

Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.



Priklad 4 : Vysetfete pribéh funkce definované predpisem

f(a) = V322 — a3,

kde ,tieti odmocninou®, tj. funkci &2, rozumime funkci inverzni k funkci 23 : R — R.
(15 bodu)

Reseni :
e Defini¢ni obor: lichd odmocnina z realného ¢isla je definovana pro vSechna realnd disla,
proto D(f) =R.

e f je spojita na celém D(f).
e Vyznacné hodnoty funkce (nebylo nutno zkoumat, pouze pomdhaji): f(z) =0 < x =0
nebo x =3, f(xz) >0 pro z € (—o00,0) U (0,3), f(z) <0 pro x € (3,+00).
e Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru: lim f(z) = lim 2¢/2 —1 = Foo.
z—+o0 r—+o0 x
e Odtud a ze spojitosti f na R plyne, Ze obor hodnot H(f) = R.
e Dale Ize ihned spocist asymptoty v do0o:
a:= lim @: lim {/=—1=-1,
r—Foco I z—+o00 x
a
b = lim (f(a:)—ax)z lim (33x2—$3+m):
z—+o00 r—=+00
. 322
= lim 3 =
r—to00 {'/ 3x2 _ 1'3)2 _ x\/3x2 _ l'3 + l’2
= lim 5
z—+o00
\/ 2 \/ —141
existuje tedy asymptota, tatdz v obou nekonecénech, a sice y = —x + 1.

; . < 1z vz v xr oy ;. 1 .
e Prvni derivace (zde i dale uzivime pro vétsi prehlednost zépisu konvence /z = 23, myslime
tim ovSem stale tfeti odmocninu jako inverzni funkci ke tfeti mocniné, tedy odmocninu
definovanou pro vSechna redlné ¢isla):

2
— 9 _
fla)= (G -at)l) = 2 22T 03,
3322 —x3)s  x3(3—1x)
funkce f tedy roste na (0, 2) a klesa na (—o0,0) a na (2, +00). V bodé 0 je lokalni minimum
hodnoty f(0) = 0, v bodé 2 je lokdlni maximum f(2) = /32 ~ 1.587, f/(z) =0 <= z =2.
Dale, protoze f je spojita (z obou stran) v bodé 0 i v bodé 3:

f2(0) = limi (@) =—00, [fL(0)= lir&r f'(z) = 400, tj. f(0) neexistuje,

£L3) = lim f'(x) = 0o = lim f'a) = fL(3), . existuje f'(3) = ~oc.

win

352—:v3

Derivaci v bodé 3 lze spocist i z definice, f'(3) = lim,_3 = —oo napiiklad pomoci
I’'Hospitalova pravidla, coz vede opét na vypocet lim, .3 f’ ( )

e Druhd derivace po tpravé vychézi:
o+ \ —z3i(3-x)i—(2-2) %m_%(3—x)%—%x%(3—x)_%>
1 2 | =
x3(3—x)3
~2(3-2) - (2-2) (36 - 2) - 30) >
_ . =—— - x#0,3.
x§(3—3:)§ z3(3—1x)3

Funkce je tedy konvexni na intervalu (3, 4+00), a konkdvni na (—o0,0) a na (0, 3).

f(@) =




o Graf:
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Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pii vypoctu:
e definiCni ODOT ... 1 bod
@ SPOJIEOSt Lot e e 1 bod
e limity v krajich defini¢niho oboru, asymptoty ...............cccoiiiiiii.... 2 body
® 0DOT hodnOt ...\ e 1 bod
o vypocet Prvii derivace . .......couii e 1 bod
e jednostranné derivace (limity derivaci) a derivace vbodé 3 ................... 2 body
e monotonie, lokdlni extrémy ... ... . 2 body
e vypocet druhé derivace ........ ... 2 body
e konvexita, konkavita ...... ... 1 bod
O OTAl 2 body

Nejcastéjsi chyby, kterych je dobré se pristé vyvarovat:
e nespecifikovani bodii, pro které neplati obecny vzorec pro f’ resp. f”
e neovéfeni jednostranné spojitosti pfi vypoctu jednostranné derivace jako limity derivaci
e tvrzeni, Ze f klesd na (—o00,0) U (2, +00)
e tvrzeni, Ze f je konkdvni na (—o0,0) U (0, 3)




